Über additive und subtraktive Farbmischung wird viel geschrieben. Mancher mag dabei einiges als unlogisch, unpräzise, unklar oder unvollständig empfinden, mag vielleicht in manchen Werken mathematische Formeln vermissen und/oder in anderen Werken mathematische Formeln zu schwierig finden. Hier versuche ich, dies in Ordnung zu bringen. Es geht dabei nicht darum, wie man sich am Computer die Farben einstellt – sondern vordergründig um Naturforschung, wie sich das Licht darin unterscheidet, wenn es unterschiedliche Farben erzeugt, und worin sich Gegenstände überhaupt unterscheiden, daß sie unterschiedliche Farben haben. Das ist nämlich im Detail gar nicht so einfach. Wie die Farbmischung mit farbigem Licht funktioniert und wie die Farbmischung mit Farbstoffen oder Farbfiltern funktioniert, ist grundsätzlich auch beschreibbar, ohne darauf einzugehen, ob sich alle Farben durch Mischung dreier Grundfarben herstellen lassen. Allerdings müssen wir dann die genaue Zusammensetzung des Lichtes berücksichtigen, was sehr vielfältig und daher für keine Farbe auch nur annähernd eindeutig ist. Auch dann nicht, wenn der Begriff der Farbe das gesamte Farbempfinden umfaßt, mit allen möglichen Finessen wie Farbton, Sättigung und Helligkeit.

Wie das Farbenmischen aus drei Grundfarben funktionieren kann, darauf wird anschließend auch eingegangen, und dann auf den Unterschied zwischen Farbton und Farbart. Komplementärfarben werden beschrieben, aber das ist ein weites und schwieriges Feld.

Licht ist Strahlung, Farbe ist Gehirnreiz (ein wenig Biologie)

Das Bild, das uns unsere Augen von unserer Umgebung geben, läßt sich grundsätzlich als viele kleine Bildpunkte vorstellen, direkt nebeneinander gesetzt. Denn die Netzhaut gliedert sich wie unser ganzer Körper in Zellen, in sehr viele, aber nicht unendlich viele, und jede Zelle kann dem Gehirn immer nur eine einzige Farbwahrnehmung vermitteln, nie mehrere zugleich. Wie groß aber diese Bildpunkte in dem Bild sind, das unser Gehirn aus den Informationen der Augen empfindet, wie sie sich anordnen und wo ihre Grenzen gegeneinander verlaufen, das läßt sich nicht genau sagen. Sicher ist aber, daß die Farbwahrnehmung für jeden Bildpunkt aus dem Licht resultiert, das aus der genauen zugehörigen Richtung auf das Auge fällt. Die verschiedenen Richtungen, die gleichzeitig im Blickfeld des Auges liegen, ergeben verschiedene Bildpunkte, und aus jeder Richtung kann ganz unterschiedliches Licht auf das Auge fallen als aus der anderen Richtung, sonst könnten das Auge und das Gehirn keinen Gegenstand um uns herum erkennen. Das einfallende Licht aus der jeweiligen Richtung, d.h. alle von dort kommende elektromagnetische Strahlung mit Wellenlängen zwischen etwa 350 nm und 750 nm (siehe: Bildverarbeitung für Einsteiger: Programmbeispiele mit Mathcad; von Burkhard Neumann, Google-Buch, S. 259), das sind die einzigen "Eingabedaten", die der Bildpunkt hat. Wie Sehnerv und Gehirn diese Eingabe verarbeiten und wie sie daraus das Farbempfinden ableiten, das wir wahrnehmen – das ist sehr kompliziert und bis heute nicht vollständig geklärt, nur in groben Zügen. Offenbar ist das Farbempfindungsvermögen des Gehirns größer, als sein Denkvermögen es nachvollziehen kann. Und diese groben Züge ergeben sich vor allem aus dem Vergleich von farbenfehlsichtigen und normalsichtigen Versuchspersonen. Die Funktionsweise der Netzhaut hingegen ist besser zu ergründen: Bei Menschen und Menschenaffen gibt es drei Arten von Netzhautzellen, die bei nicht sehr schwachem Licht reagieren, und zwar auf unterschiedliche Wellenlängen unterschiedlich stark. Man nennt diese Zellen Zapfen. Aber die Dinge liegen nicht so einfach, daß eine Zapfenart für rotes Farbensehen sorgt, eine für grünes und eine für blaues. Denn nur bei den größten Lichtwellenlängen (um 700 nm) ist es so, daß bloß eine der drei Zapfenarten anspricht, und etwa ab 700 nm nur in schwachem Maß: das ergibt orangerot. Jedoch gibt es für keine der beiden anderen Zapfenarten eine bestimmte Wellenlänge, wo nur sie anspricht. Ansonsten sprechen pro Wellenlänge zwei oder gar drei Zapfenarten an, auch bei den kleinsten Lichtwellenlängen, da sprechen nämlich die Rotzapfen in schwachem Maß auch neben den anderen an, und so entsteht im Regenbogen das Violett neben dem Blau. Es gibt daher keinen Grün- oder Blauton, der ganz einer einzigen Zapfenart entspricht (höchstens im Farbempfinden solcher Leute, bei denen nicht alle Zapfenarten funktionieren). Die Biologen können drei ziemlich genaue Kurven dazu erstellen, bei welcher Lichtwellenlänge welche Zapfen wie stark reagieren; darin sind sie sich aber nicht ganz einig, siehe z.B. http://www.dma.ufg.ac.at/app/link/Grundlagen%3AAllgemeine/module/16457?step=2  ,

http://de.wikipedia.org/wiki/CIE-Normvalenzsystem  ,

https://www.medien.ifi.lmu.de/lehre/ss03/dm/vorlesung/dm4a.pdf S. 6 (und auf S. 5 zu den Stäbchen), http://www.math.hu-berlin.de/~rippel/data/WS08/07_-_Farbwahrnehmung.pdf S. 10. Diese drei Kurven überlappen sich jedoch in jeder Untersuchung stark. Und zwar so, daß die Lichtwellenlängen im Regenbogen für rotes, gelbes und grünes Farbempfinden sich wenig unterscheiden, während die Wellenlängen für blaues Farbempfinden deutlich kürzer sind. Schon früh haben Steinzeitmenschen und Menschenaffen daraus Nutzen gezogen, daß auf diese Art das Licht bei wenig unterschiedlicher Wellenlänge so verschiedene Farbeindrücke erzeugt: Nur deswegen erscheinen grüne Blätter so grün und rote Früchte so rot, die Früchte wären sonst zwischen den Blättern kaum zu erkennen. Tatsächlich können die meisten anderen Tiere sie schwer erkennen, denn sie haben nicht solche Rotzapfen wie der Mensch. Es stimmt daher nicht, daß Stiere keine rote Farbe leiden können; die Stierkämpfer könnten ebenso gut grüne Tücher verwenden, der Stier könnte kaum einen Unterschied sehen. Die meisten Säugetiere haben aber die übrigen zwei Zapfenarten so wie der Mensch. Wie die Farben für sie aussehen, können nur solche Menschen erkennen, denen die Rotzapfen auch fehlen oder nicht funktionieren. Das ist aber viel seltener als die sogenannte Rot-Grün-Störung, bei der nur die Weitergabe der Information von den Zapfen zum Gehirn falsch läuft. Außerdem haben manche Fische und Vögel andere Zapfenarten, sogar vier. Sie sehen daher eine Farbenvielfalt, die für andere Tiere und für Menschen unvorstellbar ist.

Im Weiteren werden hier meistens mehrere Lichtwellenlängen zusammen betrachtet, die gleichzeitig aus genau der gleichen Richtung auf das Auge fallen; denn das Gehirn vermischt es immer, wenn mehrere Lichtwellenlängen gleichzeitig im gleichen Bildpunkt aus der gleichen Blickrichtung kommen. Jedoch werden hier nie mehrere Bildpunkte oder Blickrichtungen gleichzeitig betrachtet, sondern immer jeder Bildpunkt für sich allein. Es bleibt also unberücksichtigt, daß das Gehirn oft den Farbeindruck verändert, wenn mehrere Bildpunkte nebeneinander (gerade weit genug auseinander zum Unterscheiden) unterschiedliche Farbe zeigen.

Was im Folgenden außer acht bleiben muß, ist der Umstand, daß bei ganz schwachem Licht die Zapfen in der Netzhaut gar nicht reagieren, dafür aber die viel lichtempfindlicheren Stäbchen, von denen es nur eine Art gibt, so daß wir bei ganz schwachem Licht alles nur schwarzweiß sehen können. Bei manchen Menschen funktionieren die Stäbchen schlecht oder gar nicht, sie können also bei ganz schwachem Licht kaum oder gar nicht sehen. Das nennt man Nachtblindheit. Umgekehrt gibt es bei ganz wenigen Menschen die Tagblindheit oder völlige Farbenblindheit (nicht zu verwechseln mit Farbenfehlsichtigkeit), wenn nur die Stäbchen und nicht die Zapfen funktionieren. Dies bedeutet auch hohe Blendungsempfindlichkeit.

Nun genug der Biologie. Die Farbempfindung wird hier noch eine große Rolle spielen, ihre biologischen Ursachen aber nicht.

Licht braucht eine mathematische Kurve zum Beschreiben, Farbe aber nur bloße drei Zahlen

Die Intensität der Lichtwellen ist die entscheidende Größe, besonders die unterschiedliche Intensität von mehreren Lichtwellen unterschiedlicher Wellenlänge, die zugleich aus der gleichen Richtung ans Auge gelangen. Hier ist auf den Begriff der Intensität einer elektromagnetischen Welle zurückzugreifen, die man physikalisch messen kann. Ihre Definition aus der Elektrik- und Magnetiklehre ist hier allerdings egal.

Um das einfallende Licht für einen Bildpunkt mathematisch zu beschreiben, müssen wir zu jeder Wellenlänge zwischen etwa 350 nm und 750 nm angeben, welche Teil-Intensität derjenige Anteil des Lichtes besitzt, der diese Wellenlänge hat. Das Sonnenlicht enthält alle Wellenlängen aus diesem gesamten Bereich in ungefähr gleicher Intensität, also unendlich viele Wellenlängen. Manche Lichtquellen können einen oder wenige schmalere Bereiche von Wellenlängen haben, dann immer noch unendlich viele Wellenlängen; aber es heißt oft von anderen Lichtquellen, daß sie nur eine oder einige bestimmte Wellenlängen haben, also nur endlich viele Wellenlängen. Daher wird der Begriff der Teil-Intensität pro Wellenlänge schwierig: Hat ein Lichtstrahl nur endlich viele Wellenlängen, dann muß jede davon eine gewisse Teil-Intensität größer als null haben, sonst wäre die Intensität insgesamt null. Hat jedoch ein Lichtstrahl unendlich viele Wellenlängen, dann können höchstens endlich viele davon eine Teil-Intensität größer als null haben, die anderen genau genommen bloß null, da sonst die Intensität insgesamt unendlich groß wäre. Wie ist es wirklich? Dazu finde ich nirgendwo eine Erklärung. Gibt es wirklich Lichtstrahlen mit nur endlich vielen Wellenlängen, oder gibt es allenfalls Lichtstahlen mit einem ganz schmalen Wellenlängenbereich oder mit einigen wenigen ganz schmalen Wellenlängenbereichen? So gesehen, müßten wir eine mathematische Funktion aufstellen, die jeder Wellenlänge als Funktionswert die Intensität desjenigen Lichtanteils zuordnet, der im Bereich von 350 nm bis zu dieser Wellenlänge liegt. Zu dieser Funktion dann die Ableitungsfunktion im Sinne der Differentialrechnung zu betrachten, das könnte das Maß für den Lichtanteil pro einzelner Wellenlänge sein. 

Jedoch ist das Licht bereits annähernd richtig beschrieben, wenn wir "nur" endlich viele (aber viele) bestimmte einzelne Wellenlängen in kleinen Abständen betrachten und uns alle dazwischenliegenden Wellenlängen durch diese ersetzt denken, dann können wir jeder betrachteten Wellenlänge eine Teil-Intensität zuordnen, nämlich die wahre Intensität des umliegenden kleinen Wellenlängen-Intervalls. Bei manchem vielwelligen Licht ist diese Teil-Intensität für manche Wellenlängen sehr klein über null, für die übrigen Wellenlängen gleich null.

Da das Auge "nur" etwa zwei Millionen Farben samt Helligkeiten unterscheiden kann und der Regenbogen nur einen kleinen Teil davon enthält (die anderen gibt es nämlich nur bei Kombination mehrerer Lichtwellenlängen), ist diese Näherung ausreichend, wenn wir nur Wellenlängen in Abständen von 5 nm betrachten, so daß sich etwa 80 verschiedene Wellenlängen ergeben (siehe

http://www.tu-ilmenau.de/fileadmin/media/qualimess/Lehre/Versuch_Farbbildverarbeitung_mit_OPTIMAS.pdf , Praktische Ausbildung und Training Qualitätsmanagement, Farbbildverarbeitung mit OPTIMAS, Technische Universität Ilmenau, Fakultät für Maschinenbau, Fachgebiet Qualitätssicherung, Prof. Dr. Ing. habil. Gerhard Linß, S. 7); dann kann diese Näherung keinen anderen wahrnehmbaren Farbeffekt haben als die präzise Wirklichkeit. Es gibt aber auch Darlegungen, nach denen etwa 200 verschiedene Wellenlängen von etwa 350 nm bis 670 nm optisch als verschiedene Farben unterscheidbar sind, und ab etwa 670 nm gibt es überall nur noch den gleichen  Rot-Ton, in unterschiedlich empfundener Helligkeit.

Für den Lichtstrahl, der den Bildpunkt erzeugt, bezeichnen wir zu jeder Lichtwellenlänge λ die zugehörige Teil-Intensität mit I(λ) ; dies für jedes λ zwischen etwa 350 nm und 750 nm, zumindest alle 5 nm; oder, um das Aufaddieren von vielen winzigen Einzelfehlern zu einem größeren Fehler zu vermeiden, vielleicht für alle ganzen Nanometer. Der Lichtstrahl ist also durch die mathematische Funktion I(λ) ausreichend beschrieben (auch genannt Intensitätskurve). Alle I(λ) zusammengezählt für alle λ , das ergibt die gesamte Intensität des Lichtstrahls. Beides ist nach oben theoretisch unbegrenzt und praktisch manchmal immerhin viel zu hell zum Fotografieren und Filmen: Die Sonne scheint auf der Erde bei klarem Himmel sehr hell; und im Weltraum noch viel heller, trotz oder gerade wegen des schwarzen Himmels. Auf der Erde gibt es zuweilen sogar helleres Licht als die Sonne, z.B. durch einen Riesenmeteor wie zuletzt 1908 in Mittelsibirien, oder durch Atombombenzündung.

Das genaue Farbempfinden einschließlich Helligkeit, das die Intensitätskurve I(λ) im Gehirn eines normalsichtigen Menschen erzeugt, nennen wir ihren Farbeindruck (Farbvalenz) oder den Farbeindruck des Lichtstrahls. Mit Helligkeit meinen wir die dabei empfundene Helligkeit. Wir können sie nicht einfach mit Hilfe der Summe sämtlicher I(λ) über alle λ ausdrücken, da das Gehirn gleiches I(λ) für verschiedene λ als unterschiedlich hell empfindet. Grün wird besonders hell, blau besonders dunkel empfunden. Ist I(λ) gleich für alle λ , so ist der Farbeindruck weiß oder grau (aber nicht nur dann). Dies ist beim Sonnenlicht (in ungefähr) der Fall, und im Regenbogen (auch künstlich erzeugbar, am besten durch ein Prisma) wird das Sonnenlicht nach Wellenlängen gestreut, so daß die Lichtfarbe zu den verschiedenen Wellenlängen sichtbar wird, theoretisch zu jeder einzelnen Wellenlänge zwischen etwa 350 nm und 750 nm.

Diese Dinge zusammengefaßt, ist das einfallende Licht also bei weitem nicht nur durch drei verschiedene Zahlen beschrieben, sondern genau genommen durch unendlich viele Zahlen, aber bei 5-nm-Abständen "nur" etwa 80 Zahlen, und bei 1-nm-Abständen etwa 400 Zahlen. Es ist also bedeutend vielfältiger als der Farbeindruck, der sich aus ihm im Gehirn auf geheimnisvolle Weise (aber unzweideutig bei normalsichtigen Menschen) ergibt. Denn das Farbempfinden ist wegen der drei Zapfenarten gerade so vielfältig, daß man genau drei Zahlenangaben zu seiner eindeutigen Beschreibung braucht (es gibt verschiedene Wege, wie man das anstellen kann). Daher kann sich umgekehrt das einfallende Licht, sprich seine Intensitätskurve I(λ) , nicht annähernd eindeutig aus dem Farbeindruck ergeben, sondern es gibt zwangsläufig oft sehr viele ganz verschiedene Intensitätskurven, die genau den gleichen Farbeindruck erzeugen. Sonst wäre es undenkbar, daß man aus drei Grundfarben alle Farben mischen kann. Man nennt zwei Intensitätskurven metamere Intensitätskurven, wenn sie genau den gleichen Farbeinbdruck erzeugen.

Das einfachste Beispiel unter beliebig vielen: Der Regenbogen zeigt, daß es u.a. eine ungefähr bestimmte Wellenlänge gibt, die man als Knallgelb erkennt. Zwei andere ungefähr bestimmte Wellenlängen zeigt er auch, die man als mittelgrün und orangerot erkennt; und ein Lichtstrahl, der nur die letzteren Wellenlängen enthält, mittelgrün und orangerot in passender Intensität, der wird als fast das gleiche Knallgelb erkannt; nicht ganz, dies wird noch näher beschrieben.

Für den Cyan-Blauton als Mischung von violettblau mit mittelgrün kann man nicht das gleiche sagen, denn der Regenbogen enthält nicht genau diese Farbe, sondern nur eine ähnliche, und daneben Türkisfarbe. Und magenta (wie purpur überhaupt) fehlt im Regenbogen sowieso.

Für jede einzelne Wellenlänge λ bedeutet höheres I(λ) auch helleren Farbeindruck. Jede einzelne der Regenfogenfarben sieht also bei stärkerem Licht heller aus als bei schwächerem. Es hat aber keinen Zweck, z.B. von doppelter oder dreifacher empfundener Helligkeit zu sprechen, nur von zugehöriger empfundener Helligkeit zu I(λ) . Minimales I(λ) ist, wenn I(λ) = 0 ; gilt dies für alle λ , dann ergibt sich tiefschwarz. Es gibt aber kein maximales I(λ) , sondern I(λ) ist theoretisch nach oben unbegrenzt; und es gibt für kein einzelnes λ (ohne Verwendung anderer, entfernter Wellenlängen) ein I(λ) mit weißem Farbeindruck, und bei unbegrenzt wachsendem I(λ) für ein einziges λ nähert sich der Farbeindruck nicht an weiß an. Es gibt auch für kein einzelnes λ ein I(λ) mit einem Farbeindruck wie zartrosa, himmelhellblau überm Horizont, mattgelb usw.; diese Farben kommen auch bei starker Intensität nicht im Regenbogen vor. Mattgelb z.B. mag oft als helle Ausprägung von gelb angesehen werden, ist aber in Wahrheit nicht Helligkeit, sondern "Verfälschung des gelben Farbtons" in Richtung weiß, oft auch Sättigungsgrad genannt. Durch bloße Auswahl eines einzigen λ ist weder zartrosa noch himmelhellblau noch mattgelb usw. zu erreichen (auch nicht durch zwei), wie immer wie I(λ) wählen, sondern nur durch mindestens drei deutlich verschiedene λ und geschickte Auswahl der zugehörigen I(λ) . Weiß oder grau ergibt sich u.a. durch gleiches I(λ) für alle λ zwischen 350 nm und 750 nm, aber auch bekanntlich durch gleiches I(λ) für drei geschickt gewählte λ für rot, grün und blau, oder durch zwei andere geschickt gewählte λ (die zwei zugehörigen Farben können wir dann als Komplementärfarben zueinander bezeichnen, s.u.). Es ist nicht objektiv zu sagen, ab wie hohem I(λ) wir von weiß sprechen sollen und darunter von grau. Ändern wir für eines der verwendeten λ nun I(λ) nur ein wenig ab, ergeben sich besagte "verfälschte Farben" nahe weiß oder nahe grau. Jedoch gibt es für ein einziges λ (oder auch zusammen für einige nur ganz wenig unterschiedliche λ) sehr wohl ein I(λ) mit einem Farbeindruck von sehr dunkler Farbe nahe schwarz, nämlich ein sehr kleines I(λ) . Und ganz tiefes Schwarz gibt es nur, wenn I(λ) = 0 für alle λ zwischen 350 nm und 750 nm.

Für eine beliebige Intensitätskurve I(λ) ist ihre Gesamtintensität die Summe aller I(λ) .

Begriff der Farbart

Wie gesagt, ist die genaue Farbempfindung schon bei (nahezu) einwelligem Licht einer Wellenlänge λ bereits abhängig von I(λ) , denn unterschiedliches I(λ) bringt nämlich unterschiedliche Helligkeit. Es gibt also selbst mit nur einer Wellenlänge schon unendlich viele Farbeindrücke unterschiedlicher Helligkeit. Wir können aber alle diese Farbeindrücke zusammengefaßt als die Farbart von λ bezeichnen. In der Farbenlehre wird oft angenommen, die Farbart eines einzigen λ sei entweder nur aus orangerot und mittelgrün oder nur aus mittelgrün und violettblau oder nur aus violettblau und etwas orangerot kombinierbar, also stets aus nur zwei der drei Grundfarben orangerot, mittelgrün und violettblau. Dies ist leider nicht ganz richtig, wie 1931 durch Tests festgestellt wurde, s.u.; deutlich merklich falsch ist es für Türkisfarbe. Aufgrund dieser Annahme besteht allgemein die Auffassung, nur Kombinationen von lediglich jeweils zwei der drei Grundfarben seien als Farbtöne zu bezeichnen (zu diesen Kombinationen gehört unbestritten auch jede Tönung von purpur, das gar nicht im Regenbogen vorkommt); aber jede Kombination von allen drei Grundfarben in unterschiedlicher Menge sei als Sättigungsgrad eines solchen Farbtons anzusehen (auch braun und ocker, die in dieser Auffassung vom Farbton orange abzuleiten sind), d.h. gewissermaßen als "Mengenangabe" für die Vermischung eines Farbtons mit weiß. Dieser Auffassung läßt sich trotz des besagten Fehlers keine konkurrierende Auffassung entgegensetzen, daher lassen sich Farbton und Sättigung nur dann beschreiben, wenn wir alle Farben als Kombination von drei Grundfarben sehen. Aber dieser Fehler führt dazu, daß wir die Türkisfarbe des Regenbogens weder als reinen, gesättigten Farbton bezeichnen können, noch als ungesättigt von einem solchen ableiten kann: sie paßt einfach nicht ins Farbmodell. Jedoch läßt sich auch ohne drei Grundfarben sehr wohl der Begriff der Farbart präzisieren, d.h. mehrere Farbeindrücke können immer, wenn sie sich nur in ihrer Helligkeit bzw. Intensität unterscheiden, zusammengefaßt werden. Und das tun wir nun.

Die einzige Intensitätskurve mit Gesamtintensität null ist die konstante Nullkurve, die tiefschwarz entspricht. Jede andere Intensitätskurve I(λ) hat eine Gesamtintensität I > 0 . Wir bezeichnen die Kurve 
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∙I(λ) als die Intensitätsnormkurve von I(λ) oder als die Intensitätsnormkurve des zugehörigen Lichtstrahls. Sie hat für jedes λ einen dimensionslosen Wert zwischen 0 und 1 (nur bei einwelligem Licht kommt 1 vor), und die Summe aller ihrer Werte (über alle λ) ist 1. Zwei Intensitätskurven I(λ) und I*(λ) haben genau dann die gleiche Intensitätsnormkurve, wenn es ein dimensionsloses c > 0 gibt, so daß I*(λ) = c∙I(λ) für alle λ , nämlich gilt dann c = 
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 . Die Farbeindrücke von sämtlichen Intensitätskurven mit gleicher Intensitätsnormkurve unterscheiden sich in ihrer Helligkeit. Wir nennen diese Farbeindrücke zusammengefaßt die Farbart der Intensitätsnormkurve oder die Farbart jeder zugehörigen Intensitätskurve oder die Farbart jedes zugehörigen Lichtstrahls oder die Farbart jedes zugehörigen Farbeindrucks. Gibt es zu jedem Farbeindruck nur eine Farbart? Wenn zwei verschiedene Intensitätskurven I(λ) und K(λ) den gleichen Farbeindruck erzeugen, haben sie dann stets die gleiche Farbart? Die Farbart von I(λ) ist p.D. die Gesamtheit aller Farbeindrücke von allen Intensitätskurven c∙I(λ) für alle dimensionslosen c > 0 , und die Farbart von K(λ) ist p.D. die Gesamtheit aller Farbeindrücke von allen Intensitätskurven d∙K(λ) für alle dimensionslosen d > 0 . Ist also jeder Farbeindruck einer Intensitätskurve c∙I(λ) zugleich der Farbeindruck einer Intensitätskurve d∙K(λ) (und umgekehrt)? Gibt es also zu jedem dimensionslosen c > 0 ein dimensionsloses d > 0 , so daß c∙I(λ) den gleichen Farbeindruck wie d∙K(λ) erzeugt (und umgekehrt)? Jawohl, nämlich d = c  : die Graßmannschen Gesetze (s.u.) besagen, daß für jedes dimensionslose c > 0 stets c∙I(λ) und c∙K(λ) den gleichen Farbeindruck erzeugen, diese Erkenntnis heißt Proportionalität

(http://www.cg.tuwien.ac.at/courses/Farbe/Textblaetter_WS12/08%20Kolorimetrie.pdf , 
Technische Universität Wien, Institut für Computergraphik und Algorithmen, Arbeitsbereich Computergraphik, Kurs zur Kolorimetrie). Also: Ja, I(λ) und K(λ) haben die gleiche Farbart, es gibt zu jedem Farbeindruck nur eine Farbart.

Jede Kurve i(λ) mit lauter dimensionslosen i(λ) ≥ 0 , die in Summe 1 ergeben, ist eine Intensitätsnormkurve, und die zugehörigen Intensitätskurven sind genau alle Intensitätskurven C∙i(λ) mit beliebigen Intensitäten C > 0 , und sie haben stets die Gesamtintensität C . Daß zwei Intensitätsnormkurven i(λ) und k(λ) die gleiche Farbart haben, heißt: Jeder Farbeindruck einer Intensitätskurve C∙i(λ) mit einer Intensität C > 0 ist auch Farbeindruck einer Intensitätskurve D∙k(λ) mit einer Intensität D > 0 , und umgekehrt. Dies ist bereits der Fall, wenn es ein bestimmtes C > 0 und ein bestimmtes D > 0 mit dieser Eigenschaft gibt, dann folgt es in beiden Richtungen aufgrund der Proportionalität so. Dies heißt nicht, daß C und D übereinstimmen müssen, daß also gleicher Farbeindruck auch gleiche Gesamtintensität bedeutet. Zum Beispiel haben alle einwelligen Lichtstrahlen ab etwa 670 nm die gleiche orangerote Farbart, jedoch um so geringere empfundene Helligkeit, je höher die Wellenlänge ist. Und die Farbmischkurven, die uns noch begegnen werden, werden zahlreiche weitere Beispiele dafür bringen, daß die Intensität bei gleichem Farbeindruck unterschiedlich ist.

Alle Intensitätskurven, die gleiches I(λ) > 0 für alle λ haben (d.h. alle konstanten, waagerechten Intensitätskurven außer der Nullkurve), haben die gleiche Intensitätsnormkurve: nämlich mit gleichem, sehr kleinem i(λ) für alle λ . Sämtliche Ausprägungen von weiß und grau haben also die gleiche Farbart weiß/grau.

Für jede beliebige einzelne Lichtwellenlänge λ gilt: Alle Intensitätskurven, die nur bei diesem einen λ ein I(λ) > 0 haben, haben die gleiche Intensitätsnormkurve, nämlich 1 bei λ und 0 überall sonst. Ihre Farbart heißt die Farbart von λ . Die Regenbogenfarben mit ihren Namen, die den einzelnen Wellenlängen zugeordnet sind, sind also keine Farbeindrücke, sondern Farbarten.

Nur tiefschwarz ist demnach keine Farbart, denn es kann als einziges nicht auf Summe 1 genormt werden, weil die Nullkurve als einzige die Gesamtintensität 0 hat.

Unterschiedliches Helligkeitsempfinden für die Lichtwellenlängen

Die verschiedenen Lichtwellenlängen werden bei gleicher Intensität als unterschiedlich hell empfunden. Näher beschreibt dies die sogenannte Hellempfindlichkeitskurve des menschlichen Auges, erstmals 1924 von der CIE ermittelt, dargestellt z.B. bei http://www.fernsehmuseum.info/index.php?eID=tx_cms_showpic&file=uploads%2Fpics%2F1996-Fernsehtechn-R_S-Bild-032.jpg&width=1280m&height=1024m&bodyTag=%3Cbody%20style%3D%22margin%3A0%3B%20background%3A%23fff%3B%22%3E&wrap=%3Ca%20href%3D%22javascript%3Aclose%28%29%3B%22%3E%20%7C%20%3C%2Fa%3E&md5=5f0e43bea00eb43cfa07d32c93d718b2 . Am hellsten wird bei Tag 555 nm empfunden, diese Wellenlänge erhält in der Kurve den Wert 1, die übrigen erhalten Werte zwischen 0 und 1 . 

Der Sinn dieser Kurve ist bei 
https://www.tu-ilmenau.de/fileadmin/public/lichttechnik/Praktikum/v_lambda.pdf (S. 4) so beschrieben, daß man das Licht der verschiedenen Wellenlängen auf unterschiedliche Intensitäten stellt, so daß es gleich hell wirkt, und dann die verschiedenen Intensitäten vergleicht. Ist das so zu verstehen: Wenn hier der Hellempfindlichkeits-Wert V(λ) zu einer Wellenlänge λ z.B. 0,731 ist, dann heißt das, bei 555 nm braucht es die 0,731-fache Intensität wie für λ , um den gleichen Helligkeitseindruck zu erzeugen?

In der besagten Darstellung sind V(465nm) = 0,17 und V(540nm) = 0,92 und V(610nm) = 0,47 besonders vermerkt, weil diese Wellenlängen bei 
http://www.fernsehmuseum.info/fernsehtechnik-1992-teil4.html als diejenigen Wellenlängen angegeben sind, die das Farbfernsehen für die Grundfarben rot, grün und blau verwendet. Das entspricht auch der Helligkeits-Formel Y = 0,299 ∙ R + 0,587 ∙ G + 0,114 ∙ B , die zu den Grundlagen des Farbfernsehens gehört, damit es auch auf Schwarzweiß-Fernsehern zu empfangen ist; aber es sind andere Wellenlängen, als die von der CIE 1931 bei den Farbmisch-Experimenten verwendeten (dazu werden wir noch kommen) und die seither eigentlich als „die“ Wellenlängen für die Grundfarben rot, grün und blau gelten: nämlich 435,8 nm mit V(435,8nm) = 0,07 und 546,1 nm mit V(546,1nm) = 0,96 und 700 nm mit V(700nm) = 0,01 .

Für einige Wellenlängen, die wir später noch zum Rechnen verwenden werden, seien hier die Zahlen grob gerundet aus der Grafik abgelesen:
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Additive gemischte Farbeindrücke und additive gemischte Intensitätskurven

Sie zeigen sich am besten, wenn man zwei oder mehr Farblichtquellen auf eine solche Wand oder Leinwand richtet, die jedes auftreffende Licht voll reflektiert (die also "makellos weiß" ist), so daß die Lichtkegel sich auf der Wand überschneiden. Nur im Überschneidungsbereich reflektiert die Wand das Licht von mehreren Lichtquellen zugleich, die Intensitäten addieren sich pro Wellenlänge: Erzeugt die eine Lichtquelle von der Wand aus die Intensitätskurve I1(λ) und die andere I2(λ) , so hat der Überschneidungsbereich die Intensitätskurve I1(λ) + I2(λ) . Der Überschneidungsbereich ist der hellste Bereich, daran sieht man, daß die Lichtmengen sich ergänzen, darum heißt es additive Farbmischung. Für die Intensität und Helligkeit gibt es grundsätzlich keine Obergrenze: die Lichtstrahlen könnten wie gesagt beliebig stark sein, und die Summe von zwei starken ist stets noch erheblich stärker als jeder von beiden. Das ist ein Unterschied zum Fernseher und zum Computerbildschirm, die ja nur begrenzte Leuchtkraft haben und daher nicht aus eigenem Leuchten blenden können wie die Sonne oder wie eine starke Lampe.

Additive Farbmischung entsteht auch, wenn man zwei Lichtquellen am gleichen Fleck ganz schnell abwechselnd nacheinander sieht, oder ganz klein gleichzeitig dicht nebeneinander, wie auf dem Fernsehbildschirm und auf dem Computerbildschirm. Denn die dortigen Bildpunkte sind extra so klein, daß sie sich nicht wahrnehmbar vom Nachbarpunkt unterscheiden lassen.

Hermann Günther Graßmann (1809-1877) erkannte durch Beobachtung vier Gesetze, siehe

http://de.wikipedia.org/wiki/Graßmannsche_Gesetze 
Dort steht als drittes Gesetz: "Der Farbton einer durch additive Farbmischung entstandenen Farbe hängt nur vom Farbeindruck der Ausgangsfarben, nicht jedoch von deren physikalischen (spektralen) Zusammensetzungen ab." Dies hat zur Konsequenz: Für zwei vorgegebene Farbeindrücke ergibt sich stets eindeutig, welchen Farbeindruck ein kombinierter Lichtstrahl hat, den man aus zwei Lichtstrahlen mit den beiden vorgegebenen Farbeindrücken zusammensetzt. Es ist dabei egal, wie die Intensitätskurven I(λ) für beide Lichtstrahlen verlaufen.

Sonst wäre die ganze Farbenlehre unvergleichbar komplizierter. Wir werden aber noch sehen, daß es bei der subtraktiven Farbmischung nicht so einfach ist.

Jedoch ist es für zwei vorgegebene Farbarten nicht eindeutig, welche Farbart ein kombinierter Lichtstrahl hat, den man aus zwei Lichtstrahlen mit den beiden vorgegebenen Farbarten zusammensetzt. Man darf nämlich nur für eine der beiden Farbarten die Helligkeit frei wählen, sprich den besagten Faktor C für die Intensitätskurve beliebig variieren; bei der anderen Farbart ist je nachdem zu beachten, welche Helligkeit/Intensität man auswählt: Verschiedene Farbeindrücke (Helligkeiten, Intensitäten) der zweiten Farbart bei gleichem Farbeindruck der ersten Farbart, das führt für den zusammengesetzten Lichtstrahl zu verschiedenen Farbarten. Es kann nicht die gleiche Ergebnis-Farbart bringen, ob man beide einzelnen Farbarten in gleicher Menge dosiert, oder die eine stark und die andere schwach. Z.B. ergibt viel orangerot zusammen mit der passenden Menge mittelgrün zusammen knallgelb, jedoch viel orangerot zusammen mit wenig mittelgrün zusammen orange.

Schwierige Frage: Was sind Komplementärfarben?

Allgemein heißt es, zwei komplementäre Farben ergänzen sich in additiver Farbmischung zu weiß. Das ist aber nicht eindeutig: Wir können nämlich zu einem vorgegebenen Farbeindruck verschiedene andere Farbeindrücke mit unterschiedlichen Intensitäten finden, mit denen er sich jeweils zu einer Intensitätskurve mit weißem Farbeindruck ergänzen läßt (der dabei ebenfalls unterschiedliche Intensität hat). Denken wir uns nämlich, zu einer vorgegebenen Intensitätskurve I(λ) gibt es irgendwie eine „komplementäre“ Intensitätskurve K(λ), so daß I(λ)+K(λ) einen weißen Farbeindruck hat, dann kann doch jede konstante Intensitätskurve hinzuaddiert werden und ergibt ebenfalls weißen Farbeindruck, das ist in Summe die Intensitätskurve I(λ)+K(λ)+C mit beliebiger Intensität C ≥ 0 , so daß demnach auch K(λ)+C „komplementär“ zu I(λ) wäre. Aber für großes C hat  K(λ)+C freilich einen ganz anderen Farbeindruck als K(λ) : nicht nur viel heller, auch in seiner Farbart nahe am Weiß, denn wenn zum Beispiel C := 100∙max{K(λ)} , so hat K(λ)+C das Maximum 
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∙ C , also nur wenig größer als C, aber das Minimum von K(λ)+C ist natürlich mindestens C, also ist K(λ)+C eine nahezu konstante Kurve, und dazu eine mit gewaltiger Gesamtintensität.

Der Begriff der Komplementärfarbe wäre also eher in Bezug auf eine vorgegebene Weiß-Intensität sinnvoll, die höher liegt als die Intensität der zu untersuchenden Farbe. Wenn es auf beliebige Lichtwellenlängen angewandt werden soll und nicht nur auf solche für orangerot, mittelgrün und violettblau, dann muß diese vorgegebene Weiß-Intensität auf eine vorgegebene konstante Intensitätskurve bezogen sein, die alle Lichtwellenlängen in gleicher Intensität aufweist (Gleichenergieweiß). Es wäre also eine bestimmte Intensität I0 vorzugeben, die mindestens so groß sein müßte wie das Maximum jeder relevanten Intensitätskurve I(λ) , und die zugehörige Intensitätskurve I0–I(λ) wäre als komplementäre Intensitätskurve zu I(λ) anzusehen. Aber so gesehen besteht das Problem: Verschiedene Farbeindrücke von gleicher Farbart und verschiedener Intensität (Helligkeit) haben als Komplemente offenbar verschiedene Farbeindrücke von verschiedener Farbart, denn das Komplement von c∙I(λ) mit c > 0 ist nicht c∙(I0–I(λ)), sondern es ist I0 – c∙I(λ). Und auch wenn wir dies in Kauf nehmen wollen: Aber nein, so einfach ist es nicht, denn bei nahezu einwelligem Licht ist I(λ) außerhalb eines bestimmten λ sehr klein oder null, jedoch bei diesem bestimmten λ nicht, und I0 müßte entsprechend groß sein, also wäre die komplementäre Kurve fast überall entsprechend hoch und hätte eine ganz ungeheure Gesamtintensität.

Neben dieser Sichtweise werden wir später noch nach einem Komplement für eine Farbart suchen, das unabhängig von einer vorgegebenen Weiß-Intensität ist.

Additiv gemischte Intensitätsnormkurven und additiv gemischte Farbarten, für vorgegebene Intensitätskurven

Da dies als nicht eindeutig erkannt wurde, müssen Einschränkungen festgelegt werden. Dies geschieht über die Gesamtintensität und mittels einer Gewichtung.

Seien I1(λ) und I2(λ) zwei Intensitätskurven mit Gesamtintensitäten I1 > 0 und I2 > 0 . 

Seien ferner 0 ≤ a ≤ 1 und 0 ≤ b ≤ 1 und a + b = 1 . 

Die  Kurve 
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∙ I1(λ) + 
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∙ I2(λ)  nimmt dimensionslose Werte an und hat die Summe 1, ist also eine Intensitätsnormkurve. Sie heißt die Additions-Intensitätsnormkurve zu I1(λ) mit der Gewichtung a und zu I2(λ) mit der Gewichtung b , ihre Farbart heißt die Additions-Farbart zu I1(λ) mit der Gewichtung a und zu I2(λ) mit der Gewichtung b. Falls a = 0 , ist dies trivialerweise die Intensitätsnormkurve und Farbart von I2(λ) . Falls b = 0 , ist dies trivialerweise die Intensitätsnormkurve und Farbart von I1(λ) . 

Jede zugehörige Intensitätskurve hat also die Form C ∙ (
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∙ I2(λ)) mit beliebiger Intensität C > 0 , ist also die Summe von C∙
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∙ I1(λ) und C∙
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∙ I2(λ) , was zwei Vielfache von I1(λ) und I2(λ) sind, und zwar mit den Intensitäten C∙
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∙ I1 = C∙a und C∙
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∙ I2 = C∙b , d.h. die beiden Vielfachen von I1(λ) und I2(λ) sind so gewählt, daß ihre Gesamtintensitäten zueinander das Verhältnis a:b haben. 

Und umgekehrt: Betrachten wir ein beliebiges Vielfaches von I1(λ) , also eine Intensitätskurve c∙I1(λ) mit beliebigem dimensionslosem c > 0 , und dazu ein Vielfaches von I2(λ) , also d∙I2(λ) mit dimensionslosem d > 0 in der Einschränkung, daß die Gesamtintensitäten von c∙I1(λ) und d∙I2(λ) sich wie a:b verhalten, dann heißt das: 
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 , als Produktgleichung a∙d∙I2 = b∙c∙I1 , somit 

a ∙ (c∙I1 + d∙I2) = a∙c∙I1 + a∙d∙I2 = a∙c∙I1 + b∙c∙I1 = (a+b)∙c∙I1 = c∙I1 und entsprechend auch 

b ∙ (c∙I1 + d∙I2) = d∙I2 ; die Summe der beiden Vielfachen von I1(λ) und I2(λ) ist 

c∙I1(λ) + d∙I2(λ) , ihre Gesamtintensität ist c∙I1 + d∙I2 , ihre Intensitätsnormkurve also 
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∙ I2(λ) , das als die zugehörige Additions-Intensitätsnormkurve definiert wurde.

Anmerkung: Diese Überlegung gilt auch für drei statt zwei Intensitätskurven, mit drei statt zwei Gewichten, die in Summe 1 ergeben.

Additiv gemischte Intensitätsnormkurven und additiv gemischte Farbarten, für vorgegebene Intensitätsnormkurven

Seien i1(λ) und i2(λ) zwei Intensitätsnormkurven. 

Seien ferner 0 ≤ a ≤ 1 und 0 ≤ b ≤ 1 und a + b = 1 . 

Die Kurve a∙i1(λ) + b∙i2(λ) hat die Summe 1, ist also auch eine Intensitätsnormkurve. Sie heißt die Additions-Intensitätsnormkurve zu i1(λ) mit der Gewichtung a und zu i2(λ) mit der Gewichtung b , ihre Farbart heißt die Additions-Farbart zu i1(λ) mit der Gewichtung a und i2(λ) mit der Gewichtung b. Falls a = 0 , ist dies trivialerweise die Intensitätsnormkurve und Farbart von i2(λ) . Falls b = 0 , ist dies trivialerweise die Intensitätsnormkurve und Farbart von i1(λ) . 

Für je zwei beliebige Intensitätskurven I1(λ) und I2(λ) mit Gesamtintensitäten I1 > 0 und I2 > 0 ist ihre Additions-Intensitätsnormkurve mit den Gewichtungen a und b , also 
[image: image23.wmf]1

I

a

∙ I1(λ) + 
[image: image24.wmf]2

I

b

∙ I2(λ) , auch zugleich die Additions-Intensitätsnormkurve zu ihren einzelnen Intensitätsnormkurven mit den Gewichtungen a und b , denn diese ist ja  a ∙
[image: image25.wmf]1

I

1

∙ I1(λ) + b ∙
[image: image26.wmf]2

I

1

∙ I2(λ) = 
[image: image27.wmf]1

I

a

∙ I1(λ) + 
[image: image28.wmf]2

I

b

∙ I2(λ) .

Für zwei beliebige Intensitätsnormkurven i1(λ) und i2(λ) betrachte eine beliebige Intensitätskurve  I1(λ), die zu i1(λ) gehört (ihre Gesamtintensität sei I1), und eine beliebige Intensitätskurve I2(λ) , die zu i2(λ) gehört (ihre Gesamtintensität sei I2), dann ist die Additions-Intensitätsnormkurve zu I1(λ) mit der Gewichtung a und zu I2(λ) mit der Gewichtung b , also 
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∙ I2(λ) , auch zugleich die Additions-Intensitätsnormkurve zu i1(λ) mit der Gewichtung a und zu i2(λ) mit der Gewichtung b , denn diese ist ja  a∙i1(λ) + b∙i2(λ) = a∙
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Anmerkung: Diese Überlegung gilt auch für drei statt zwei Intensitätsnormkurven, mit drei statt zwei Gewichten, die in Summe 1 ergeben.

Wählen wir z.B. i1(λ) als 1 für die Wellenlänge zu violettblau und 0 sonst, das hat die Farbart violettblau; und i2(λ) als jeweils 
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 für die Wellenlängen zu orangerot und mittelgrün und 0 sonst, das hat etwa die Farbart knallgelb; dann braucht es etwa die Gewichte a = 
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 und b = 
[image: image37.wmf]3

2

 , um in Summe auf jeweils 
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 für alle drei Farben zu kommen, also auf Farbart weiß/grau. Das leuchtet ein, denn ein Knallgelb-Lichtstrahl, der bei den Wellenlängen für orangerot und mittelgrün jeweils Intensität I und sonst Intensität 0 hat, der hat ja die Gesamtintensität 2∙I , während der Violettblau-Lichtstrahl nur die Gesamtintensität I hat. Für den Begriff der Komplementärfarbe werden wir also nicht unbedingt zwei gleiche Gewichte vorschreiben können, mit denen sich zwei Farbarten zu weiß/grau addieren müssen.

Additiv gemischte Farbarten unabhängig von den Intensitätsnormkurven gibt es im Allgemeinen nicht!

Nun fragt es sich, ob wir auch zwei Farbarten mit Gewichtung eindeutig addieren können, indem wir beliebige zugehörige Intensitätsnormkurven mit Gewichtung addieren. Leider nein, das zeigt bereits die Mischung von orangerot mit einer anderen Farbart, denn für orangerot gibt es verschiedene Wellenlängen mit unterschiedlicher empfundener Helligkeit: Sind λ1 < λ2 zwei Wellenlängen größer als 670 nm (dabei sei i(λ) die Intensitätsnormkurve, die bei λ1 gleich 1 ist und sonst überall 0; und k(λ) bei λ2 gleich 1 und sonst überall 0), so gibt es für jede Intensität I > 0 eine Intensität K > I , so daß I∙i(λ) den gleichen Farbeindruck wie K∙k(λ) erzeugt, also haben i(λ) und k(λ) die gleiche Farbart. Sei nun j(λ) irgendeine andere Intensitätsnormkurve; addieren wir diese zu i(λ) mit Halbe-halbe-Gewichtung, ergibt sich die Additions-Intensitätsnormkurve 
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∙ (i(λ)+j(λ)) . Addieren wir sie aber stattdessen zu k(λ) mit Halbe-halbe-Gewichtung, ergibt sich die Additions-Intensitätsnormkurve  
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∙ (k(λ)+j(λ)) . Haben beide die gleiche Farbart? Gibt es also zwei Intensitäten C > 0 und D > 0 , so daß C∙(i(λ)+j(λ)) den gleichen Farbeindruck wie D∙(k(λ)+j(λ)) erzeugt? Egal, welches C > 0 wir versuchen, es gibt wie gesagt stets eine Intensität K > C , so daß C∙i(λ) den gleichen Farbeindruck wie K∙k(λ) erzeugt, somit erzeugt nach dem dritten Graßmannschen Gesetz (s.o.)  C∙i(λ) + C∙j(λ) = C∙(i(λ)+j(λ)) den gleichen Farbeindruck wie K∙k(λ) + C∙j(λ) . Wenn dies auch der gleiche Farbeindruck wie für ein D∙(k(λ)+j(λ)) sein soll, so muß C < D < K sein, denn bei D ≤ C hätten k(λ) und j(λ) beide in K∙k(λ) + C∙j(λ) größere Koeffizienten als in D∙(k(λ)+j(λ)) , und bei D ≥ K hätten k(λ) und j(λ) beide in K∙k(λ) + C∙j(λ) kleineren Koeffizienten als in D∙(k(λ)+j(λ)) . Zudem ist zu bedenken, daß die Graßmannschen Gesetze außerdem auch einen umgekehrten Schluß zulassen. Das bedeutet nun hier wegen K∙k(λ) + C∙j(λ) = (K–D)∙k(λ) + D∙k(λ) + C∙j(λ) und D∙(k(λ)+j(λ)) = D∙k(λ) + C∙j(λ) + (D–C)∙j(λ) , daß (K–D)∙k(λ) den gleichen Farbeindruck erzeugt wie (D–C)∙j(λ) ; es geht also nur in dem Sonderfall, wenn k(λ) selbst die gleiche Farbart wie j(λ) hat, sonst nicht!

Komplementäre Licht-Wellenlängen (kann übergangen werden)

Zu einer einzelnen Wellenlänge λ heißt (falls vorhanden) diejenige einzelne Wellenlänge μ komplementär, zu der es eine Intensität I > 0, ein dimensionsloses p > 0 und eine Intensität I0 gibt, so daß gilt:

Ein Lichtstrahl der Intensität I bei Wellenlänge λ (sonst überall Intensität null) und ein Lichtstrahl der Intensität p ∙ I bei Wellenlänge μ (sonst überall Intensität null) erzeugen zusammen den gleichen Farbeindruck wie ein Lichtstrahl der Intensität I0 mit gleicher Stärke bei jeder Wellenlänge. 

Daraus folgt aufgrund der Proportionalität: 

Ein Lichtstrahl der Intensität 
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 ∙ I  bei Wellenlänge λ (sonst überall Intensität null) und ein Lichtstrahl der Intensität 
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 ∙ I  bei Wellenlänge μ (sonst überall Intensität null) erzeugen zusammen den gleichen Farbeindruck wie ein Lichtstrahl der Intensität 
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 ∙ I0 mit gleicher Stärke bei jeder Wellenlänge; das heißt, die einwellige Intensitätsnormkurve zu λ mit der Gewichtung 
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 und die einwellige Intensitätsnormkurve zu μ mit der Gewichtung 
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 ergeben addiert die Farbart weiß/grau.

Aus der Proportionalität folgt auch, daß dies alles für jede Intensität I mit passendem I0 gilt (zu Intensität null paßt natürlich null).

Umgekehrt hat λ die gleichen Eigenschaften gegenüber μ , wobei 
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 an die Stelle von p tritt. Also können μ und λ beide als komplementär zueinander angesehen werden, jedoch mit unterschiedlichem p in beiden Richtungen, falls p ≠ 1.

Komplementäre Intensitätskurven (kann übergangen werden)

Da μ von λ abhängt, muß es bei mehrwelligem Licht als μ(λ) geschrieben werden, und λ als λ(μ). Auch p könnte von λ abhängen, es müßte dann als p(λ) geschrieben werden. Sollte aber p für zwei bestimmte zueinander komplementäre Wellenlängen gleich sein, hieße das p = 
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 , also p = 1. 

a) Falls die Intensitätskurve I(λ) eines mehrwelligen Lichtstrahls die Eigenschaft hat, daß I(λ) > 0 nur für solche λ gilt, die komplementäre Wellenlänge haben (z.B. nicht bei mittelgrün, denn magenta kommt ja nicht im Regenbogen vor), dann ist dieser die Summe von mehreren einwelligen Lichtstrahlen, nämlich je einem Lichtstrahl zu jedem solchen λ , der bei Wellenlänge λ die Intensität I(λ) und sonst überall die Intensität null hat. Für jeden Einzel-Lichtstrahl gelten die eben angestellten Überlegungen mit ihren zugehörigen Werten I(λ) , und für die restlichen λ gelten sie mit Intensität null sowieso. Es folgt, wenn wir über alle λ addieren:

Dieser Lichtstrahl und derjenige mit Intensitätskurve p(μ(λ)) ∙ I(μ(λ)) erzeugen zusammen den gleichen Farbeindruck wie ein Lichtstrahl mit gleicher Intensität für alle Wellenlängen. Beide könnten also als komplementär zueinander angesehen werden, auch wenn sie ziemlich verschieden sein können.

b) Wenn zusätzlich p = 1 für  alle λ mit I(λ) > 0 , dann erzeugen der Lichtstrahl mit Intensitätskurve I(λ) und der Lichtstrahl mit Intensitätskurve I(μ(λ)) zusammen den gleichen Farbeindruck wie ein Lichtstrahl gleicher Intensität für jede Wellenlänge. Statt μ(λ) kann hier genau so gut λ(μ) geschrieben werden, da die beiden zueinander komplementären Wellenlängen gegeneinander das gleiche p haben.

c) Wenn stattdessen alle λ mit I(λ) > 0 das gleiche p ≠ 1 haben und somit I(μ(λ)) = 0 für alle diese λ gelten muß (wenn also im Lichtstrahl keine zueinander komplementären Wellenlängen enthalten sind), dann erzeugen der Lichtstrahl mit Intensitätskurve I(λ) und der Lichtstrahl mit Intensitätskurve p ∙ I(λ(μ)) (sie ist größer als 0 nur bei solchen Wellenlängen μ, die zu Wellenlängen λ mit I(λ) > 0 komplementär sind) zusammen den gleichen Farbeindruck wie ein Lichtstrahl gleicher Intensität für jede Wellenlänge; das gleiche tun auch ein Lichtstrahl der Intensitätskurve 
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 ∙ I(λ) und einer der Intensitätskurve 
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 ∙ I(λ(μ)) ; das heißt, die einwellige Intensitätsnormkurve zu I(λ) mit der Gewichtung 
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 und die einwellige Intensitätsnormkurve zu I(λ(μ)) mit der Gewichtung 
[image: image51.wmf]p

1

p

+

 ergeben addiert die Farbart weiß/grau.

Für Lichtstrahlen mit vielen Wellenlängen und mit Intensitätsnormkurve i(λ) kann ein Komplement nicht stattdessen definiert werden über die Kurve i1 – i(λ) , wobei i1 eine Intensität größer oder gleich dem Maximum der Intensitätsnormkurve i(λ) wäre. Denn wie sollte i1 gewählt werden? Stets das Maximum, oder stets 1 ? Wohin soll es mit der Summe über alle λ führen, deren Kehrwert wir dann als Faktor mit i1 – i(λ) malnehmen müßten, um daraus eine Intensitätsnormkurve zu machen?

Farbeindruck eines Materials

Um die subtraktive Farbmischung beschreiben zu können, müssen wir beachten, welche physikalische Eigenschaft eines Materials seinen Farbeindruck bestimmt. Der Farbeindruck, den es dem Auge übermittelt, ergibt sich strikt aus der Intensitätskurve I(λ) für den Lichtstrahl, der von ihm zum Auge gelangt. Der hängt natürlich von der Beleuchtung ab. Und auch vom Winkel, unter dem das Licht von der Lichtquelle auf die Materialoberfläche trifft, und vom Winkel, unter dem es von der Materialoberfläche aufs Auge trifft: Dreht man einen beobachteten nicht schwarzen Gegenstand, der eine ebene Oberfläche hat, so erscheint er mal heller und mal dunkler, denn der Schatten wirkt stärker oder schwächer. Beobachtet man einen nicht schwarzen Gegenstand mit gewölbter Oberfläche, so erscheinen verschiedene Stellen unterschiedlich hell (unterschiedlicher Schatten), auch wenn in Wirklichkeit alle Stellen gleichermaßen beschaffen sind. Welche physikalische Eigenschaft hat der Gegenstand, die an allen Stellen bei jeder Drehung gleich ist, die also „seine richtige Farbe und Helligkeit“ ausmacht?

Lassen wir spiegelndes Material außer acht, also solches mit einer derart glatten Oberfläche, daß es das einfallende Licht nur in diejenige Richtung reflektiert, die dem Gesetz "Einfallswinkel gleich Ausfallswinkel" entspricht. Ansonsten kann die Oberfläche zwar fühlbar glatt sein, aber doch so rauh, daß sie das einfallende Licht streut, d.h. in alle Richtungen reflektiert. Jedes Material hat für jede Lichtwellenlänge λ (und auch für jede andere elektromagnetische Wellenlänge λ) einen Reflexionsgrad ρ(λ) , eine Zahl zwischen 0 und 1, die besagt, welcher Anteil der einfallenden Strahlung der Wellenlänge λ reflektiert wird. ρ(λ) = 0 heißt, die Strahlung der Wellenlänge λ wird gar nicht reflektiert; ρ(λ) = 1 heißt, die Strahlung der Wellenlänge λ wird vollständig reflektiert;   ρ(λ) = 
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 heißt, die Strahlung der Wellenlänge λ wird genau zur Hälfte reflektiert; ρ(λ) = 0,738 z.B. heißt, die Strahlung der Wellenlänge λ wird zu 73,8 % reflektiert, usw. Außerdem gibt es einen Transmissionsgrad τ(λ) zwischen 0 und 1, den durchgelassenen Anteil des Lichtes (er hängt von der Dicke des bestrahlten Gegenstandes ab). Der übrigbleibende Anteil 1 – ρ(λ) – τ(λ) heißt α(λ) und beschreibt den absorbierten, verschluckten Anteil. Außerdem könnte ein Material unabhängig vom einfallenden Licht auch eine eigene Lichtemission von gewisser Intensität haben, d.h. es könnte leuchten. Solches Material wollen wir hier außer acht lassen.

Quelle: http://de.wikipedia.org/wiki/Reflexionsgrad 
Drei Extreme gibt es dann: ρ(λ) = 1 für jedes λ bedeutet, das Material ist makellos weiß; ρ(λ) = τ(λ) = 0 für jedes λ bedeutet, das Material ist tiefschwarz ohne Glanz; τ(λ) = 1 für jedes λ bedeutet, das Material ist voll durchsichtig und somit farblos. Es gibt jedoch kein wirklich unsichtbares Material, auch nicht Glas oder Plexiglas oder Wasser, wegen der Lichtbrechung. Zwei umfassende Sonderfälle gibt es neben den Extremen: τ(λ) = 0 für jedes λ bedeutet, das Material ist voll undurchsichtig. ρ(λ) = 0 für jedes λ bedeutet, das Material ist ein Farbfilter. Je dicker der Farbfilter, um so stärker filtert er.

Die Intensitätskurve I(λ) für das Licht, das das Material von einer bestimmten Stelle von seiner Oberfläche an unsere Augen wirft, ergibt sich bei voll undurchsichtigem Material eindeutig aus der Intensitätskurve des einfallenden Lichtes (nennen wir sie J(λ)), das die Stelle trifft, sowie aus dem Winkel, unter dem es sie trifft, und dem Winkel, unter dem es sie verläßt, und aus der Reflexionskurve ρ(λ) .

Bei durchsichtigem Material beeinflußt das dahinter befindliche Material natürlich I(λ) . Liegt es auf einer makellos weißen Unterlage, dann ergibt es das gleiche Ergebnis I(λ) wie ein voll undurchsichtiges Material, das die Reflexionskurve ρ(λ) + (τ(λ))² hat, mit den Werten ρ(λ) und τ(λ) des nicht voll undurchsichtigen Materials; denn das durchgelassene Licht muß es ja zweimal durchdringen, um an unser Auge zu gelangen. Liegt es hingegen auf einer tiefschwarzen Unterlage, dann hängt I(λ) ebenfalls nur von J(λ) und vom Ein- und Ausfallswinkel und von ρ(λ) ab, und es stimmt mit einem voll undurchsichtiges Material der Reflexionskurve ρ(λ) überein. Liegt es aber auf sonst einer voll undurchsichtigen Unterlage, dann ergibt es das gleiche Ergebnis I(λ) wie ein voll undurchsichtiges Material, das die Reflexionskurve ρ(λ) + σ(λ) ∙ (τ(λ))² hat, mit den Werten ρ(λ) und τ(λ) des durchsichtigen Materials und σ(λ) als Reflexionskurve des untergelegten Materials. Die besagte makellos weiße Unterlage ist der Sonderfall mit σ(λ) = 1 , die besagte tiefschwarze Unterlage ist der Sonderfall mit σ(λ) = 0 .

Ein Farbfilter auf einer Unterlage ist ein anderer Sonderfall: Wegen ρ(λ) = 0 entspricht sein I(λ) einem voll undurchsichtiges Material, das die Reflexionskurve σ(λ) ∙ (τ(λ))² hat. Bei makellos weißer Unterlage ist es also (τ(λ))² . Bei voll durchsichtigem Material ist es σ(λ) , das voll durchsichtige Material wäre also bei direkter Auflage auf eine Unterlage unsichtbar, wenn seine Materialdicke und ggf. seine gewölbte Oberfläche nicht wegen der Lichtbrechung das Abbild der Unterlage in Länge und Breite verzerren würden.

Der winkelbedingte Lichtverlust ist ebenfalls ein Faktor zwischen 0 und 1. Da der Lichtstrahl für alle seine Wellenlängen die gleiche Richtung hat, ist dieser Faktor von λ unabhängig. Wir nennen ihn hier θ. Dann gilt 

I(λ) = θ ∙ J(λ) ∙ ρ(λ)

sofern das betrachtete Material voll undurchsichtig ist. Es gilt

I(λ) = θ ∙ J(λ) ∙ ( ρ(λ) + σ(λ) ∙ (τ(λ))² )

sofern das betrachtete Material auf einer voll undurchsichtigen Unterlage liegt. Also als Sonderfall

I(λ) = θ ∙ J(λ) ∙ ( ρ(λ) + (τ(λ))² )

falls die Unterlage makllos weiß ist, bzw.

I(λ) = θ ∙ J(λ) ∙ σ(λ) ∙ (τ(λ))²

sofern das betrachtete Material ein Farbfilter auf einer voll undurchsichtigen Unterlage ist, und als Sonder-Sonderfall

I(λ) = θ ∙ J(λ) ∙ (τ(λ))²

sofern das betrachtete Material ein Farbfilter auf einer makellos weißen Unterlage ist.

Farbart eines voll undurchsichtigen Materials

Da I(λ) von J(λ) abhängt (je kleiner J(λ), um so kleiner natürlich I(λ)), bedeutet eine andere Lichtquellenfarbe bei jedem Material einen anderen Farbeindruck, außer bei einem tiefschwarzen.  Als die wirklichen Farbeindrücke eines voll undurchsichtigen Materials gelten diejenigen bei waagerechter Intensitätskurve J(λ), d.h. bei gleichem J(λ) = J für alle λ , dann "ist" das Licht aus der Lichtquelle weiß/grau. Dann ist I(λ) = θ∙J∙ρ(λ) , ihre Gesamtintensität ist θ∙J∙ρ , wobei ρ die Summe aller ρ(λ) für alle betrachteten λ ist; ρ ist bei makellos weißem Material sehr groß, nämlich die Anzahl aller betrachteten λ zwischen 350 nm und 750 nm; jedoch ist J sehr klein, und daher auch I(λ) . Folglich muß ρ(λ) bei mehr als nur einem winzigen Wellenlängen-Bereich größer als null sein, um keinen sehr dunklen Farbeindruck zu erzeugen. Die zugehörige Intensitätsnormkurve zu I(λ) ist 
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 . Sie ergibt sich also eindeutig aus ρ(λ) . Ihre Farbart können wir also die Farbart der Kurve ρ(λ) oder die Farbart des Materials nennen. Jedoch ist die Kurve ρ(λ) nicht aus der Intensitätsnormkurve eindeutig, sondern jedes Vielfache c∙ρ(λ) mit 0 < c ≤ 
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 ergibt die gleiche Intensitätsnormkurve. Es ergibt aber eine andere Intensitätskurve, nämlich um den Faktor c größer oder kleiner, also ist der Farbeindruck heller oder dunkler.

Auf die Menge des Materials kommt es hier nicht an, sie beeinflußt ρ(λ) nicht, solange sie nur groß genug bleibt, daß das Material wirklich voll undurchsichtig ist.

Wir können die Kurve 1 – ρ(λ) als komplementäre Kurve zu ρ(λ) ansehen. Sie hat die Intensitätskurve 

θ∙J – I(λ) , diese kann also als komplementär zu I(λ) angesehen werden, und ihr Farbeindruck als komplementär zum Farbeindruck von I(λ) bezogen auf die Intensität θ∙J ; aber nicht vergessen, daß ein Vielfaches c∙ρ(λ) die gleiche Farbart wie ρ(λ) erzeugt, sein Komplement jedoch eine andere Farbart. Und wenn ρ(λ) = 0 für die meisten λ , dann ist aber 1 – ρ(λ) = 1 für die meisten λ . Die allgemein bekannten Komplementärfarben sind also auf diese Weise schwer nachvollziehbar.

Farbart eines Farbfilters

Als die wirklichen Farbeindrücke eines Farbfilters (bei Betrachtung von der gleichen Seite, auf der sich die Lichtquelle befindet, also nicht gegen das Licht) gelten ebenfalls diejenigen bei gleichem J(λ) = J für alle λ , und bei zugleich makellos weißer Unterlage. Dann ist I(λ) = θ∙J∙(τ(λ))² , ihre Gesamtintensität ist θ∙J∙τ , wobei τ die Summe aller (τ(λ))² für alle λ ist; τ ist bei voll durchsichtigem Material sehr groß, nämlich die Anzahl aller λ zwischen 350 nm und 750 nm; jedoch ist J sehr klein, und daher auch I(λ) . Folglich muß τ(λ) bei mehr als nur einem winzigen Wellenlängen-Bereich größer als null sein, um keinen sehr dunklen Farbeindruck zu erzeugen. Die zugehörige Intensitätsnormkurve zu I(λ) ist 
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 . Sie ergibt sich also eindeutig aus τ(λ) . Ihre Farbart können wir also die Farbart der Kurve (τ(λ))² oder die Farbart des Materials nennen. Jedoch ist die Kurve τ(λ) nicht aus der Intensitätsnormkurve eindeutig, sondern jedes Vielfache c∙τ(λ) mit 0 < c ≤ 
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 ergibt die gleiche Intensitätsnormkurve. Es ergibt aber eine andere Intensitätskurve, nämlich um den Faktor c größer oder kleiner, also ist der Farbeindruck heller oder dunkler.

Auf die Dicke des Farbfilters kommt es an, sie beeinflußt τ(λ) , wenn nicht τ(λ) = 0 oder τ(λ) = 1 . Schrumpft die Dicke gegen 0 , konvergiert τ(λ) gegen 1 ; wächst aber die Dicke gegen unendlich, konvergiert τ(λ) gegen 0 . Praktisch aber kommt es bei einer gewissen Dicke bereits 0 gleich. 

Wir können die Kurve 1 – (τ(λ))² als komplementäre Kurve zu (τ(λ))² ansehen. Sie hat die Intensitätskurve θ∙J – I(λ) , diese kann also als komplementär zu I(λ) angesehen werden, und ihr Farbeindruck als komplementär zum Farbeindruck von I(λ) bezogen auf die Intensität θ∙J ; aber nicht vergessen, daß ein Vielfaches τ∙ρ(λ) die gleiche Farbart wie τ(λ) erzeugt, sein Komplement jedoch eine andere Farbart. Und wenn (τ(λ))² = 0 für die meisten λ , dann ist aber 1 – (τ(λ))² = 1 für die meisten λ . Die allgemein bekannten Komplementärfarben sind also auf diese Weise schwer nachvollziehbar.

Den Gelb-Farbstoff eines Druckers können wir uns z.B. als einen Farbfilter vorstellen, der die Wellenlängen für rot und grün voll durchläßt (also τ(λ) = 1) und alle übrigen nur zum begrenzten Grad. Wie gesagt, darf der Wellenlängen-Bereich mit τ(λ) = 1 nicht nur ganz winzig sein, um wirken zu können, aber ein Bereich bis zu 5 nm soll ohne echten Unterschied im Farbeindruck zulässig sein, s.o. Trägt man also ganz wenig davon auf makellos weißes Papier auf, ist τ(λ) bei den übrigen Wellenlängen nur wenig kleiner als 1, man sieht also mattgelb nahe am Weiß. Je mehr man aber davon aufträgt, um so kleiner ist τ(λ) bei den übrigen Wellenlängen und um so kräftiger das Gelb; ab einer gewissen Menge M0 ist τ(λ) so gut wie 0 bei den übrigen Wellenlängen, man sieht kräftig knallgelb. Entsprechend den Cyan-Farbstoff bei den Wellenlängen für blau und grün mit vollem Durchlaß, ansonsten begrenzt; Magenta-Farbstoff bei den Wellenlängen für blau und rot voll, ansonsten begrenzt; Schwarz-Farbstoff bei allen Wellenlängen begrenzt. In der Praxis sind allerdings die Drucker nicht so konstruiert, daß sie den Farbstoff nur dünn auftragen, sondern sie rastern.

Falls Sie meinen, ein Farbstoff könne nicht die Wellenlängen für rot und grün beide durchlassen, ohne auch die dazwischenliegenden für gelb durchzulassen, und ebenso nicht blau und grün ohne cyan: Wie kann es dann Farbstoff in magenta oder anderem Purpur geben? Dieser muß doch die Wellenlängen für blau und für rot zumindest großenteils durchlassen – aber nicht alle dazwischenliegenden ebenso, sonst ergäbe sich ja wohl weiß oder grau.

Subtraktive Farbmischung von zwei voll undurchsichtigen Materialien oder von zwei Farbfiltern auf einer makellos weißen Unterlage

Um es nicht zu kompliziert zu machen, betrachten wir nur entweder zwei Farbfilter, die wir auf einer makellos weißen Unterlage übereinander legen – oder zwei voll undurchsichtige Materialien, die wir vermischen, aber nun kommt es doch auf die Mengen beider Materialien an, nun beeinflussen sie den resultierenden Reflexionsgrad. Ein voll undurchsichtiges Material ist durch die Kurve seiner Reflexionsgrade ρ(λ) voll beschrieben, ein Farbfilter durch die Kurve seiner Transmissionsgrade τ(λ) . Was geschieht damit beim Durchmischen bzw. Übereinanderlegen? Material 1 vermindert J(λ) mit seinem Faktor ρ1(λ) bzw. (τ1(λ))² , und Material 2 vermindert das Restlicht θ∙J(λ)∙ρ1(λ) bzw. θ∙J(λ)∙(τ1(λ))² mit seinem Faktor ρ2(λ) bzw. (τ2(λ))² . Es folgt I(λ) = θ∙J(λ)∙ρ1(λ)∙ρ2(λ) bzw. 

I(λ) = θ∙J(λ)∙(τ1(λ))²∙(τ2(λ))² . Die Kurven beider Materialen multiplizieren sich also, für die Ergebniskurve gilt ρ(λ) = ρ1(λ)∙ρ2(λ) bzw. (τ(λ))² = (τ1(λ))²∙(τ2(λ))² , also τ(λ) = τ1(λ)∙τ2(λ) . Nur bei solchen λ, wo beide Materialien einen Wert größer als 0 haben, hat die Mischung einen Wert größer als null; die Ergebniskurve hat also nur dort etwas aufzuweisen, wo sich beide Einzelkurven überlappen. 

Subtraktive Farbmischung für Farbeindrücke ist nicht unabhängig von den Materialkurven!
Wenn z.B. der oben beschriebene Gelb-Farbstoff und Cyan-Farbstoff übereinander aufgetragen werden (nicht unbedingt in gleicher Menge), dann ist nur bei den Mittelgrün-Wellenlängen τ1(λ) = τ2(λ) = 1 und somit τ(λ) = 1, bei den Violettblau-Wellenlängen τ2(λ) = 1 und τ(λ) = τ1(λ) entsprechend der Gelb-Menge, bei den Rot-Wellenlängen τ1(λ) = 1 und τ(λ) = τ2(λ) entsprechend der Cyan-Menge, bei allen anderen Wellenlängen übereinstimmendes kleineres τ(λ) = τ1(λ)∙τ2(λ) . Beide Farbstoffe in gleicher Menge bedeutet gleiches τ(λ) bei rot und blau und (τ(λ))² bei den übrigen Wellenlängen (ergibt mattgrün, bei geringer Farbstoffmenge nahe weiß), beide Farbstoffe mit Menge M0 bedeutet τ(λ) so gut wie 0 bei allen Wellenlängen außer für mittelgrün (ergibt kräftig mittelgrün), beide Farbstoffe knapp unter Menge M0 bedeutet geringes τ(λ) bei rot und blau und τ(λ) so gut wie 0 bei allen anderen Wellenlängen außer für grün (ergibt nahezu kräftig grün). 

Aber stellen wir uns stattdessen einen Gelb-Farbstoff vor, der nur die Wellenlängen aus dem Regenbogen für knallgelb voll durchläßt, und einen Cyan-Farbstoff, der nur die Wellenlängen aus dem Regenbogen für cyan voll durchläßt. Diese würden zwar einzeln je nach Menge die gleichen Farbeindrücke wie die richtigen Farbstoffe erzeugen, aber übereinander nicht: bei den Knallgelb-Wellenlängen wäre τ1(λ) = 1 und τ(λ) = τ2(λ) entsprechend der Cyan-Menge, und bei den Cyan-Wellenlängen wäre τ2(λ) = 1 und τ(λ) = τ1(λ) entsprechend der Gelb-Menge, bei allen anderen Wellenlängen übereinstimmendes kleineres τ(λ) = τ1(λ)∙τ2(λ) . Beide Farbstoffe in gleicher Menge bedeutete gleiches τ(λ) bei knallgelb und cyan und (τ(λ))² bei den übrigen Wellenlängen (ergäbe zwar auch mattgrün, bei geringer Farbstoffmenge nahe weiß, jedoch bei größerer Farbstoffmenge viel geringere Intensität als mit den richtigen Farbstoffen), beide Farbstoffe mit Menge M0 bedeutet τ(λ) so gut wie null bei allen Wellenlängen (ergäbe nicht kräftig grün, sondern tiefschwarz)), beide Farbstoffe knapp unter Menge M0 bedeutet geringes τ(λ) bei knallgelb und cyan und τ(λ) so gut wie null bei allen anderen Wellenlängen (ergibt nicht nahezu kräftig mittelgrün und auch nicht nahezu mittelgrün in geringer Intensität, sondern mattgrün in geringer Intensität).

Für zwei vorgegebene Farbeindrücke ergibt sich also nicht annähernd eindeutig, welchen Farbeindruck ein kombinierter Farbfilter hat, den man aus zwei Farbfiltern mit den beiden vorgegebenen Farbeindrücken zusammensetzt. Geschweige denn für Farbarten. Es ist nicht annähernd egal, wie die Kurven τ1(λ) und τ2(λ) für beide Materialien verlaufen. Farbdruck wird nur dann funktionieren, wenn der Cyan-Farbstoff die Wellenlängen für grün und blau vollständig durchläßt, der Magenta-Farbstoff die Wellenlängen für rot und blau, der Gelb-Farbstoff die Wellenlängen für grün und rot.

Versuch, subtraktive Farbmischung von zwei Materialkurven zu vergleichen mit Additition ihrer komplementären Kurven

Es wird oft der Eindruck erweckt, die additive Farbmischung von zwei Farben ergebe das Komplement der subtraktiven Farbmischung der Komplementärfarben. Aber dagegen spricht für manche Fälle (z.B. bei dem besagten falschen Gelb- und Cyanfarbstoff) der Umstand, daß die subtraktive Farbmischung viel stärker vom Kurvenverlauf abhängt als die additive Farbmischung. Schauen wir es uns an:

Die komplementären Kurven zu ρ1(λ) und ρ2(λ) sind 1 – ρ1(λ) und 1 – ρ2(λ) . Ihre subtraktive Farbmischung führt auf ihr Produkt (1 – ρ1(λ)) ∙ (1 – ρ2(λ)) = 1 – ρ1(λ) – ρ2(λ) + ρ1(λ)∙ρ2(λ) , dessen Komplement ist ρ1(λ) + ρ2(λ) – ρ1(λ)∙ρ2(λ) . Falls wenigstens einer der beiden Werte ρ1(λ) oder ρ2(λ) sehr klein ist, addieren sich ρ1(λ) und ρ2(λ) in etwa, sonst nicht annähernd; ist ja unmöglich, wenn sie groß genug sind, daß ρ1(λ) + ρ2(λ) größer als 1 wäre. Die Kurven ρ1(λ) und ρ2(λ) addieren sich genau dann exakt, wenn für jedes λ entweder ρ1(λ) = 0 oder ρ2(λ) = 0 .

Die komplementären Kurven zu (τ1(λ))² und (τ2(λ))² sind 1 – (τ1(λ))² und 1 – (τ2(λ))² . 

Ihre subtraktive Farbmischung führt auf ihr Produkt

(1 – (τ1(λ))²) ∙ (1 – (τ2(λ))²) = 1 – (τ1(λ))² – (τ2(λ))² + (τ1(λ))²∙(τ2(λ))² , dessen Komplement ist 

(τ1(λ))² + (τ2(λ))² – (τ1(λ))²∙(τ2(λ))² . Falls wenigstens einer der beiden Werte (τ1(λ))² oder (τ2(λ))² sehr klein ist, addieren sich (τ1(λ))² und (τ2(λ))² in etwa, sonst nicht annähernd; ist ja auch unmöglich, wenn sie groß genug sind, daß (τ1(λ))² + (τ2(λ))² größer als 1 wäre. Die Kurven (τ1(λ))² und (τ2(λ))² addieren sich genau dann exakt, wenn für jedes λ entweder (τ1(λ))² = 0 oder (τ2(λ))² = 0.

In allen obigen Beispielen für subtraktive Farbmischung waren Materialkurven verwendet, die für die meisten Wellenlängen gering sind. Nehmen wir ihre Komplemente als (τ1(λ))² und (τ2(λ))² , so sind diese also für die meisten Wellenlängen hoch. Bei voller Farbstoffmenge sind die Materialkurven sogar für die meisten Wellenlängen nahe 0 , also (τ1(λ))² und (τ2(λ))² nahe 1.

Von hier ab kommen wir nur noch mit der Darstellung weiter, alle Farbeindrücke als Kombination von drei Grundfarben zu sehen.

Die Spektralfarbarten als additive Farbmischung aus orangerot, mittelgrün und violettblau (RGB-Farbmodell nach CIE)

Wer den Farbkreis kennt, weiß, daß dort Magenta und andere Purpurtöne als Violettblau-Orangerot-Mischungen enthalten sind, die es im Regenbogen nicht gibt. Wenig bekannt ist aber, daß umgekehrt im Farbkreis auch Farbarten fehlen, die der Regenbogen enthält. Nämlich diejenigen zum Wellenlängenbereich um 500 nm, zwischen Blau und Cyan, ungefähr türkisfarben. Sie sind nicht real als Kombination von orangerot, mittelgrün und violettblau darstellbar, sondern müssen durch Hinzunahme von orangerot verfälscht werden, und diese verfälschte Farbart kann als Kombination von violettblau und mittelgrün dargestellt werden. Dies zeigten gründliche Tests der CIE (Commission internationale de l’éclairage) von 1931 (siehe http://de.wikipedia.org/wiki/CIE-Normvalenzsystem). Daher kann Türkisfarbe nach diesem Dreifarbenmodell nicht richtig dargestellt werden. Dennoch lassen sie sich rechnerisch als Kombination von orangerot, mittelgrün und violettblau beschreiben, indem wir die zugefügte Orangerot-Menge mit Minuszeichen davor als ihren Orangerot-Anteil betrachten. Was nützt das? Bei einem Licht, das diese Wellenlänge und zusätzlich mit ausreichender Intensität auch andere Wellenlängen aufweist, können wir diese negative Orangerot-Menge von der positiven abziehen, die den anderen Wellenlängen entspricht, und wenn dabei in Summe wenigstens null herauskommt, haben wir für dieses Licht die richtige Kombination von orangerot, mittelgrün und violettblau, die seinem Farbeindruck entspricht. Dies wird im Weiteren begründet, s.u. Zudem gibt es bei besonders niedriger Wellenlänge einen ganz kleinen negativen Mittelgrünanteil und bei mittlerer Wellenlänge über 500 nm einen ganz kleinen negativen Violettblauanteil. Da gilt Entsprechendes. Bei den CIE-Tests wurde für violettblau eine Wellenlänge von 435,8 nm , für mittelgrün 546,1 nm und für orangerot 700 nm genommen, jedoch nicht aus theoretischen oder experimentellen Gründen, die dafür gesprochen hätten (solche Gründe waren vorher gar nicht auffindbar), sondern weil 435,8 nm und 546,1 nm mit Quecksilberdampflampen am einfachsten herzustellen waren. Aber spielt es für Fotos, Filme, Fernsehen und Computerbildschirm eine Rolle, welche Wellenlängen/Farben am besten mit Quecksilberdampflampen machbar sind? Orangerot braucht keine so genaue Wellenlängen-Festlegung, weil es bei den höchsten sichtbaren Wellenlängen um 700 nm einen ganzen Wellenlängenbereich mit gleichem Farbeindruck bei passender unterschiedlicher Intensität, also mit gleicher Farbart, gibt. Es gibt also einen ganzen Orangerot-Bereich im Wellenlängen-Spektrum, er beginnt bei derjenigen Wellenlänge, ab der nur die Rotzapfen in der Netzhaut reagieren (etwa 670 nm), und ab dort sind die nachfolgend beschriebene Blau- und Grünkurve konstant null. Allgemein gilt 700 nm als "die" Wellenlänge für orangerot, obwohl da die sich ergebende Rotkurve schon sehr niedrig liegt, nämlich das menschliche Auge auf diese Wellenlänge bereits sehr schwach reagiert: Die CIE-Tests ergaben drei Kurven (genannt Farbmischkurven), die für jede Wellenlänge angeben, welche Anteile von orangerot, mittelgrün und violettblau zusammen die gleiche Farbart ergeben wie sie. Diese Kurven findet man z.B. (nicht ganz übereinstimmend) bei

http://www.wisotop.de/assets/normalSpektralWertKurve2.jpg 
(Vorlesungen »Farbmanagement« und »Farbraumtransformationen« an der Fakultät 07 für Informations-, Medien- und Elektrotechnik der Fachhochschule Köln vom Sommersemester 2004 bis zum Sommersemester 2008, U. Häßler) und bei

http://www.fernsehmuseum.info/2123.html 
(Deutsches Fernsehmuseum Wiesbaden, Fernsehtechnik 1992, Teil III) und bei

http://www.tu-ilmenau.de/fileadmin/public/lichttechnik/Praktikum/Farb_CCD_2013.pdf 
(TU Ilmenau 04/13, Fachgebiet Lichttechnik, Praktikum, Bearbeiter: Dipl.-Ing. B. Schrader, S. 4)    und bei

http://books.google.de/books?id=pZ_tj0l4C4EC&pg=PA261&lpg=PA261&dq=farbmischkurve&source=bl&ots=e9wtG-ZmJT&sig=DrSgJSMU88R-kz480XxWDvNwZa0&hl=de&sa=X&ei=bI3SUr7MDYXWtQbI0YGwAw&ved=0CFIQ6AEwBw#v=onepage&q=farbmischkurve&f=false 
(Bildverarbeitung für Einsteiger: Programmbeispiele mit Mathcad; von Burkhard Neumann, Google-Buch, S. 263) und bei

http://www.tu-ilmenau.de/fileadmin/media/qualimess/Lehre/Versuch_Farbbildverarbeitung_mit_OPTIMAS.pdf 
(Praktische Ausbildung und Training Qualitätsmanagement, Farbbildverarbeitung mit OPTIMAS, Technische Universität Ilmenau, Fakultät für Maschinenbau, Fachgebiet Qualitätssicherung, Prof. Dr. Ing. habil. Gerhard Linß, S. 8)

https://homepages.thm.de/~hg11237/Start/01Lehre/03Seminar/aktuell/Sichtsysteme/Farbdarstellung%20Hampel-Vogedes-CD.pdf   S. 14

http://de.wikipedia.org/wiki/CIE-Normvalenzsystem 
https://www.medien.ifi.lmu.de/lehre/ss11/cg2/slides/CG2-S11-03-Color.pdf   S. 15

Die waagerechte Achse der Kurven gibt die unterschiedliche Lichtwellenlänge an, jede Wellenlänge, die dafür in Frage kommt. Für jede Wellenlänge gibt die senkrechte Achse (sprich die Höhe der Kurve) an, welche Mengen der drei Grundfarben man braucht, um sie darzustellen. Sonderfälle sind dabei die Wellenlängen der drei Grundfarben selber: Jede davon ist natürlich durch sich selbst allein darstellbar, ohne Hinzunahme der beiden anderen. Logischerweise stehen also bei 435,8 nm die Rotkurve und Grünkurve auf null, bei 546,1 nm die Rotkurve und Blaukurve auf null, um 700 nm herum die Grünkurve und Blaukurve auf null. Jedoch sind die Kurven nicht so definiert, daß die Blaukurve bei 435,8 nm auf 1 stünde und die Grünkurve bei 546,1 nm auf 1 und die Rotkurve bei 700 nm auf 1. Warum nicht? Es ist bei https://books.google.de/books?id=BntG21nj7KAC&pg=PA208&lpg=PA208&dq=farbwert+blau+bei+435,8+nm&source=bl&ots=DCebEWfMN-&sig=YdqY5kvQYN72HtTkiFaT3002oCQ&hl=de&sa=X&ei=3xSQVMPNOu2v7Abf9oDQCg&ved=0CFEQ6AEwCA#v=onepage&q=farbwert%20blau%20bei%20435%2C8%20nm&f=false  beschrieben (Automatische Sichtprüfung: Grundlagen, Methoden und Praxis der Bildgewinnung, von Jürgen Beyerer, Fernando Puente León und Christian Frese, S. 209): Weil dann für einen weißen Lichtstrahl, der alle Lichtwellenlängen in gleicher Intensität aufweist (Gleichenergieweiß), unterschiedliche Mengen von violettblau, mittelgrün und orangerot in Summe herauskämen. Bei diesem Lichtstrahl muß man ja die Blauwerte der verschiedenen Lichtwellenlängen zusammenzählen zu einem Gesamtblauwert, die Grünwerte der verschiedenen Lichtwellenlängen zusammenzählen zu einem Gesamtgrünwert, die Rotwerte der verschiedenen Lichtwellenlängen zusammenzählen zu einem Gesamtrotwert. Und diese drei Gesamtwerte sollten übereinstimmen. Die drei Kurven sind daher in ihrer Höhe auf der senkrechten Achse relativ zueinander so genormt, daß die drei Gesamtwerte übereinstimmen. Das sind nur zwei Bedingungen (z.B. daß die Rotmenge mit der Grünmenge übereinstimmt und auch die Grünmenge mit der Blaumenge, das dritte ergibt sich dann daraus). Aber nur zwei Bedingungen an drei festzulegende Größen (nämlich die Normierung der drei Kurven), das wird nicht eindeutig ausgehen. Nur relativ zueinander ergeben sich die drei Normierungen daraus. Zum Beispiel könnte der Wert der Blaukurve bei 435, 8 nm beliebig festgelegt werden, und daraus ergeben sich alle drei Kurven jeweils eindeutig, in jedem Fall passend zum Gleichenergieweiß. Die Bezeichnungsweise für die senkrechte Achse ist also beliebig, und die genannten Quellen handhaben sie unterschiedlich. Diese relative Normierung der drei Kurven geht unter diesen zwei Bedingungen so aus, daß die Blaukurve bei 435,8 nm den 1,3791-fachen Wert zeigt wie die Grünkurve bei 546,1 nm, und den 72,0962-fachen Wert wie die Rotkurve bei 700 nm. Anders ausgedrückt: Würde man die Kurven nicht normiert zeichnen, sondern so, daß die Blaukurve bei 435,8 nm auf 1 stünde und die Grünkurve bei 546,1 nm auf 1 und die Rotkurve bei 700 nm auf 1, dann wäre der Gesamtgrünwert 1,3791 mal so groß wie der Gesamtblauwert, und der Gesamtrotwert sogar 72,0962 mal so groß wie der Gesamtblauwert. Die Rotkurve müßte also bei den meisten Wellenlängen ungeheuer groß sein. Das liegt daran, daß die Helligkeitswahrnehmung bei 700 nm schon sehr schwach ist und man daher von dem 700-nm-Licht sehr viel braucht, um dies auszugleichen. Um weißes oder graues Licht aus diesen drei Lichtquellen zu erzeugen, muß man sie also nicht in gleicher Intensität strahlen lassen, sondern im Verhältnis 1:1,3791:72,0962 . Das entspricht nicht dem o.g. Helligkeitsempfinden der Regenbogenfarben, denn grün wird ja sogar heller als blau empfunden; aber das hat damit wenig zu tun.

Wie gesagt, die Rotkurve hat außerdem einen beträchtlichen Minusbereich, die Blaukurve und Grünkurve nur leichte. Bei etwa 575 nm ist die Stelle, wo Rot- und Grünkurve übereinstimmen; ihre Höhe ist dort etwa 0,7-mal so hoch wie die der Blaukurve bei 435,8 nm; üblicherweise gilt 565 ‑ 575 nm als gelb. Unter 500 nm ist die Stelle, wo Blau- und Grünkurve übereinstimmen, jedoch liegt die Rotkurve dort erheblich unter 0, es gibt also kein annähernd einwelliges Licht mit richtiger Cyanfarbart, wie sie durch gleichanteilige Addition von violettblau und mittelgrün entsteht. Und es gibt erst recht keines mit Purpurfarbart irgendwelcher Ausprägung.

Der Minusbereich der Rotkurve reicht genau von der Nullstelle bei 435,8 nm bis zu der Nullstelle bei 546,1 nm; außerdem hat die Grünkurve links von der Nullstelle bei 435,8 nm ein leichtes Minus, ist jedoch im Bereich um 700 nm konstant null; und die Blaukurve hat rechts von der Nullstelle bei 546,1 nm ein leichtes Minus, ist jedoch ebenfalls im Bereich um 700 nm konstant null. Es gibt also bei keiner Wellenlänge positive Werte in allen drei Kurven, sondern bei jeder Wellenlänge außer im Orangerot-Bereich sind zwei Kurven positiv und die dritte negativ. Man darf also für jede gewünschte Regenbogenfarbe nur zwei Grundfarben mischen, um sie nachzuahmen, und bekommt die gewünschte Farbe aber nicht richtig, sondern mehr oder weniger stark verfälscht.

Welcher Blauwert bei 435,8 nm wird nun zu welchem Gesamtwert an Rot, Grün und Blau für das Gleichenergieweiß führen? Dazu finde ich keine genauen Zahlen, aber wie ist der Gesamtwert überhaupt zu berechnen? In der Sichtweise, daß wir nicht nur endlich viele Wellenlängen in gewissen Abständen zu betrachten haben, sondern alle unendlich vielen Wellenlängen von etwa 350 nm bis 750 nm: Hat ein Lichtstrahl alle diese Wellenlängen in gleicher Stärke, also unendlich viele Wellenlängen, dann müßte ja eigentlich jede davon die Intensität 0 haben, weil sonst seine Gesamtintensität unendlich groß wäre. Er muß aber eine endliche Gesamtintensität I haben, die seine Helligkeit beschreibt. Wenn wir hingegen nur eine Anzahl n von einzelnen Wellenlängen in gleichen Abständen betrachten, wie eingangs angedeutet, dann läßt sich jeder dieser Wellenlängen die Intensität 
[image: image59.wmf]n
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 zuordnen, und der Gesamtrot(grün/blau)wert ist dann die Summe der einzelnen Rot(Grün/Blau)kurvenwerte, malgenommen mit 
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 ; anders ausgedrückt, ist es der Mittelwert der einzelnen Rot(Grün/Blau)kurvenwerte, malgenommen mit I . Je höher n gewählt wird, um so genauer muß es zwangsläufig werden; der besagte Mittelwert konvergiert für unbegrenzt wachsendes n gegen den wirklichen Mittelwert der Farbmischkurve, d.h. gegen ihr Integral, geteilt durch die Breite des zugrunde gelegten Wellenlängen-Gesamtintervalls; das ist, mit anderen Worten, der Mittelwert der Kurve. Nach der Darstellung der Farbmischkurven bei http://www.tu-ilmenau.de/fileadmin/public/lichttechnik/Praktikum/Farb_CCD_2013.pdf haben alle drei Farbmischkurven etwa den Mittelwert (wir nennen ihn M) von etwa 0,16 , wenn die senkrechte Achse so bezeichnet wird, daß die Blaukurve bei 435,8 nm den Wert 1 annimmt.

Wenn die senkrechte Achse so bezeichnet wird, daß die Blaukurve bei 435,8 nm den Wert 1 annimmt, dann verstehe ich die Farbmischkurven b(λ) , g(λ) und r(λ) folgendermaßen: Für jede Lichtwellenlänge λ mit r(λ) < 0 , g(λ) ≥ 0 und b(λ) ≥ 0 gilt, daß ein zweiwelliger Lichtstrahl der Wellenlänge λ mit Intensität I > 0 und der Wellenlänge 700 nm mit Intensität 72,0962∙(–r(λ))∙I den gleichen Farbeindruck erzeugt wie ein zweiwelliger Lichtstrahl der Wellenlänge 435,8 nm mit Intensität b(λ)∙I und der Wellenlänge 546,1 nm mit Intensität 1,3791∙g(λ)∙I ; entsprechendes gilt für Lichtwellenlängen mit g(λ) < 0 oder b(λ) < 0 .

Es ist in allen Fällen egal, wie groß I > 0 gewählt wird, denn wenn die Kurven für ein λ für eine Intensität I > 0 die Bedingung erfüllen, dann tun sie es nach den Graßmannschen Gesetzen für jede Intensität I > 0 ; nämlich nach der Proportionalität, s. o.

Dies alles bedeutet z.B., daß ein einwelliger türkisfarbener Lichtstrahl der Intensität I und der Wellenlänge von etwa 490 nm , da wo b(λ) mit g(λ) übereinstimmt (etwa 0,2) und r(λ) etwa bei –0,2 liegt, die nicht unbeträchtliche Menge der Wellenlänge 700 nm mit der Intensität 72,0962∙(–r(λ))∙I zugemischt bekommen muß (also etwa die 15fache Intensität, wegen der geringen Wahrnehmung von 700 nm), dann erzeugt er den gleichen Farbeindruck wie ein zweiwelliger Lichtstrahl der Wellenlänge 435,8 nm mit Intensität b(λ)∙I und der Wellenlänge 546,1 nm mit Intensität 1,3791∙g(λ)∙I ; statt türkisfarben ist dies eine Blau-Grün-Mischung, die im Regenbogen nicht vorkommt; der violettblaue Lichtstrahl muß also etwa ein Fünftel der Intensität des türkisfarbenen haben (sehr dunkel empfunden, nach der Hellempfindlichkeitskurve), und der mittelgrüne knapp ein Drittel der Intensität des türkisfarbenen, somit etwa gleich hell empfunden.

Es bedeutet z.B. auch, daß ein einwelliger knallgelber Lichtstrahl der Intensität I und der Wellenlänge von etwa 575 nm , dort wo g(λ) mit r(λ) übereinstimmt (etwa 0,7) und b(λ) ganz dicht unter null liegt, die winzige Menge (–b(λ))∙I violettblau zugemischt bekommen muß, dann erzeugt er den gleichen Farbeindruck wie ein zweiwelliger Lichtstrahl der Wellenlänge 546,1 nm mit Intensität 1,3791∙g(λ)∙I und der Wellenlänge 700 nm mit Intensität 72,0962∙r(λ)∙I ; der mittelgrüne Lichtstrahl muß also etwa die gleiche Intensität wie der knallgelbe haben (somit etwas heller empfunden), und der orangerote etwa die 50fache Intensität wie der knallgelbe, damit der mittelgrüne und der orangerote zusammen genauso knallgelb aussehen und auch genauso hell aussehen wie der einwellige knallgelbe! Das liegt daran, daß 700 nm so schwach wahrgenommen wird. Es ist aber widersprüchlich! Man hätte wohl statt 700 nm lieber eine kleinere Wellenlänge wählen sollen, aber groß genug, daß es noch orangerot wäre.

Daraus folgt weiter: Wenn weißes oder graues Licht durch Mischung aus den Wellenlängen 435,8 nm / 546,1 nm / 700 nm im Intensitäts-Verhältnis 1:1,3791:72,0962 hervorgeht (so daß die Grünmenge ein Vielfaches heller als die Blaumenge aussieht), dann geht es durch Mischung aus den nur zwei Wellenlängen von 435,8 nm und etwa 575 nm (violettblau und knallgelb, die somit komplementär zueinander sind) im Intensitäts-Verhältnis von etwa 1:
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 ≈ 1:1,4 hervor, so daß knallgelb ein Vielfaches heller als violettblau aussieht.

Welche Menge an violettblau, mittelgrün und orangerot (700 nm) entspricht nun dem Gleichenergieweiß, also dem Lichtstrahl, der alle Lichtwellenlängen in gleicher Stärke aufweist? Da sind die Farbmischkurven auf jede einzelne Lichtwellenlänge anzuwenden, und das ist für alle Lichtwellenlängen zusammenzuzählen. Theoretisch sind das unendlich viele, aber denken wir uns näherungsweise, daß wir nur n Lichtwellenlängen λ1 , λ2 , ... , λn (in gleichen Abständen) zu betrachten haben, und wenn alle Lichtwellenlängen zusammen die Intensität I haben, hat jedes λi die Intensität 
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 , was dem gleichen Farbeindruck entspricht (negative Intensitäten zu beachten, die sich beim Zusammenzählen aufheben) wie Wellenlänge 435,8 nm mit Intensität  b(λ)∙
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 in Verbindung mit Wellenlänge 546,1 nm mit Intensität  1,3791∙g(λ)∙
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 sowie Wellenlänge 700 nm mit Intensität  72,0962∙r(λ)∙
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 , und zusammengezählt ergibt dies Wellenlänge 435,8 nm mit Intensität 
[image: image66.wmf]n

)

b(

λ

...

)

b(

λ

)

b(

λ

n

2

1

+

+

+

∙I  in Verbindung mit Wellenlänge 546,1 nm mit Intensität 1,3791∙
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∙I  sowie Wellenlänge 700 nm mit Intensität 72,0962∙
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∙I  . Mit unbegrenzt wachsendem n konvergieren 
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 und 
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 alle gegen den wirklichen Mittelwert M; der Lichtstrahl mit Intensität I, der alle Lichtwellenlängen in gleicher Stärke hat, entspricht also im Farbeindruck dem dreiwelligen Lichtstrahl in Wellenlänge 435,8 nm mit Intensität M∙I in Verbindung mit Wellenlänge 546,1 nm mit Intensität 1,3791∙M∙I sowie Wellenlänge 700 nm mit Intensität 72,0962∙M∙I . Und statt Wellenlänge 700 nm mit Intensität 72,0962∙M∙I können wir auch irgendeine Wellenlänge λ im Orangerot-Bereich mit Intensität 
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∙M∙I nehmen, da diese den gleichen Farbeindruck wie sie hat.

Dies alles ist ganz auf das übereinstimmende Farbempfinden von über 90 % der Menschen ausgerichtet. Die restlichen (ganz überwiegend Männer) werden als farbenfehlsichtig bezeichnet, nur ganz wenige sind wirklich farbenblind und können nur einfarbig sehen. Was die Tiere betrifft, stimmen nur Menschenaffen mit Menschen wenigstens ungefähr überein, die meisten übrigen Tiere haben viel weniger, einige aber sogar noch mehr Farbempfinden, s.o. Daher müssen Haustiere die Farben merkwürdig finden, wenn sie Fernsehen oder Fotos sehen. Ungefähr so merkwürdig vermutlich, als ob man einem Menschen ein Landschaftsbild mit blauen Baumstämmen und grünem Himmel zeigt.

Für die Intensitätsnormkurven läßt sich die Sache auch formulieren, nur nebenbei bemerkt: 

Für jede Lichtwellenlänge λ mit r(λ) < 0 , g(λ) > 0 und b(λ) > 0 gilt: die Intensitätsnormkurve i mit i(λ) = 
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 und i(μ) = 0 für jede Lichtwellenlänge μ mit μ ≠ λ und μ ≠ 700nm hat die gleiche Farbart wie die Intensitätsnormkurve k mit k(435,8nm) = 
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 , k(546,1nm) = 
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 und k(μ) = 0 für jede Lichtwellenlänge μ mit μ ≠ 435,8nm, μ ≠ 546,1nm; und die Intensitätskurve zu i mit der beliebigen Gesamtintensität von I ∙ (1 – 72,0962∙r(λ)) > 0 hat die gleiche empfundene Helligkeit wie die Intensitätskurve zu k mit Gesamtintensität I ∙ (1,3791∙g(λ) + b(λ)); entsprechendes gilt für Lichtwellenlängen mit g(λ) < 0 oder b(λ) < 0 .

Mögliche andere Wahl der Wellenlängen für die drei Grundfarben, also Änderung der drei Grundfarben?

Da die Rotkurve zwischen 435,8 nm und 546,1 nm einen erheblichen Minusbereich hat, fragt sich, ob dieser vielleicht schwächer ausfallen würde, wenn wir für die blaue Grundfarbe eine etwas höhere Wellenlänge als 435,8 nm und/oder für die grüne Grundfarbe eine etwas niedrigere Wellenlänge als 546,1 nm annähmen. Aber es ist damit zu rechnen, daß die Minusbereiche der Grünkurve und Blaukurve dann größer und stärker würden. Ob diese umgekehrt ganz verschwänden, wenn wir für die blaue Grundfarbe eine etwas niedrigere Wellenlänge als 435,8 nm und für die grüne Grundfarbe eine etwas höhere Wellenlänge als 546,1 nm annähmen? Wohl schwerlich.

Das ist Spekulation? Aber wir können aus den vorgestellten Farbmischkurven für die Grundfarben-Wellenlängen von 435,8 nm , 546,1 nm und 700 nm ausrechnen, wie die Farbmischkurven für andere Grundfarben-Wellenlängen verlaufen müssen. Hierfür brauchen wir mehr Formelschreibweise: Wenn zwei Intensitätskurven I(λ) und K(λ) den gleichen Farbeindruck erzeugen, schreiben wir:  I(λ) ≡ K(λ) .

Die Graßmannschen Gesetze (s.o.) besagen: 

(a)
Wenn  I(λ) ≡ K(λ) , dann  c∙I(λ) ≡ c∙K(λ) für jedes dimensionslose c ≥ 0 

(b)
Wenn  I(λ) ≡ L(λ)  und  K(λ) ≡ M(λ) , dann  I(λ) + K(λ) ≡ L(λ) + M(λ) 

(c)
Wenn  I(λ) + K(λ) ≡ L(λ) + K(λ) , dann  I(λ) ≡ L(λ) (es geht auch ebenso allgemein wie (b) zu formulieren, das ist aber hier nicht erforderlich).

Nun schreiben wir Summen aus drei Intensitätskurven mit teils negativen Koeffizienten, rechts neben dem Entsprechungszeichen: 

Für dimensionsloses c < 0 und vier Intensitätskurven I(λ) , L(λ) , M(λ) , N(λ) schreiben wir symbolisch

I(λ) ≡ L(λ) + c∙M(λ) + N(λ)  oder  I(λ) ≡ c∙M(λ) + L(λ) + N(λ)  oder  I(λ) ≡ L(λ) + N(λ) + c∙M(λ)  

und meinen damit, daß  I(λ) + (–c)∙M(λ) ≡ L(λ) + N(λ) ; ist dabei N(λ) die Nullkurve, so schreiben wir dafür symbolisch auch  

I(λ) ≡ L(λ) + c∙M(λ)  oder  I(λ) ≡ c∙M(λ) + L(λ) . 

Für zusätzliches dimensionsloses d < 0 schreiben wir symbolisch  

I(λ) ≡ L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ) oder  I(λ) ≡ c∙M(λ) + L(λ) + d∙N(λ)  oder  I(λ) 
≡ c∙M(λ) + d∙N(λ) + L(λ)  

und meinen damit, daß  I(λ) + (–c)∙M(λ) + (–d)∙N(λ) ≡ L(λ) . Daraus ergibt sich, daß für c < 0 und e > 0 stets anstelle von c∙L(λ) auch 
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∙(e∙L(λ)) geschrieben werden kann. Eine Intensitätskurve mit negativer Intensität kann es zwar nicht geben, wohl aber eine solche symbolische Schreibweise mit einem negativen Koeffizienten.

Damit ist die Beziehung  I(λ) ≡ b∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ) für alle dimensionslosen b , c und d erklärt (denn wenn diese nichtnegativ sind, dann sind ja b∙L(λ) bzw. c∙M(λ) bzw. d∙N(λ) selbst Intensitätskurven); ausgenommen, wenn sie alle kleiner als null sind, weil das bedeuten müßte, daß 

I(λ) + (–b)∙L(λ) + (–c)∙M(λ) + (–d)∙N(λ) ≡ 0 , was nur sein kann, wenn diese Intensitätskurven alle konstant null sind. 

Nicht für die Berechnung der Farbmischkurven selbst, aber zur Begründung ihrer Richtigkeit brauchen wir nun etliche Sätze und Beweise. Das wird umständlich, aber wir werden es anschließend nicht mehr verwenden müssen. Es dient nur zum Beweis dafür, daß wir die Graßmannschen Gesetze ganz nach unserem Bedarf für ein Gleichungssystem verwenden können, bei dem positive und negative Koeffizienten nach Belieben vorkommen dürfen. Diese Beweisrechnung mag an die Schulzeit erinnern, als die negativen Zahlen eingeführt wurden und wir uns überzeugen mußten, daß die elementaren Rechenregeln unabhängig davon gelten, welche Zahl positiv oder negativ ist. Das wird hier noch vielfältiger!
Es folgt unmittelbar das skalare Multiplikationsgesetz für nichtnegativen Faktor: Gilt für vier Intensitätskurven I(λ) , L(λ) , M(λ) und N(λ) sowie für dimensionsloses b , c und d 

I(λ) ≡ b∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ) ,

so folgt für jedes dimensionslose a ≥ 0 :

a ∙ I(λ) ≡ ab∙L(λ) + ac∙M(λ) + ad∙N(λ) .

Dies ergibt sich, wie immer die Vorzeichen von b , c und d sind, in allen Fällen sofort.

Aus dem Graßmannschen Gesetz (c) folgt auch in allen diesen Fällen sofort: 

Wenn I(λ) ≡ b∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ) und K(λ) ≡ b∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ) , dann I(λ) ≡ K(λ) .

In den nachfolgenden Sätzen gibt es aber viele Koeffizienten und sehr viele Fälle, welcher davon positiv und welcher negativ ist. Daher müssen die Fallunterscheidungen aus der symbolischen Schreibweise zusammengefaßt werden in der Schreibweise mit nur nichtnegativen Koeffizienten. Die nächsten Seiten sehen daher wüst aus, aber keine Angst, dies wird in den Ergebnissen nachher nicht mehr benötigt; nur für ihre theoretische Begründung.
Die Beziehung  

I(λ) ≡ b∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ) ist p.D. in allen Fällen damit gleichbedeutend, daß   

I(λ) + b∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ) ≡ b∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ) , wobei x := 0 für alle x ≥ 0 , x := –x für alle x < 0 , x := x für alle x ≥ 0 , x := 0 für alle x < 0 ; es ist also stets x ≥ 0 , x ≥ 0 . 

Für die Addition gilt: x+y = 0 = x+y falls x ≥ 0 , y ≥ 0 ; x+y = –x–y = x+y falls x ≤ 0 , y ≤ 0 ; x+y = –y falls x ≥ 0 , y ≤ 0 , jedoch x+y = 0 für x+y ≥ 0 und x+y = –x–y für x+y ≤ 0 ; x+y = x+y = x+y falls x ≥ 0 , y ≥ 0; x+y = 0 = x+y falls x ≤ 0 , y ≤ 0 ; x+y = x falls x ≥ 0 , y ≤ 0 , jedoch x+y = x+y für x+y ≥ 0 und x+y = 0 für x+y ≤ 0 .

Im Fall x ≥ 0 , y ≥ 0 und im Fall x ≤ 0 , y ≤ 0 ist x+y = x+y und x+y = x+y . Jedoch im Fall x > 0 , y < 0 gilt dies nicht, sondern x+y > x+y und x+y > x+y ; jedoch ist x+y – x+y = x+y – x+y , es ist nämlich x+y – x+y = x+y – x+y = –y für x ≥ –y und x+y – x+y = x+y – x+y = x für x ≤ –y , zusammengefaßt also x+y = x+y + min{x,–y} und x+y = x+y +min{x,–y} . 

Entsprechend im Fall x < 0 , y > 0 : x+y = x+y + min{–x,y} und x+y = x+y + min{–x,y} . 

Weiter zusammengefaßt also (Summenregel): x+y = x+y und x+y = x+y im Fall x∙y ≥ 0 , 

aber x+y = x+y + min{|x|,|y|} und x+y = x+y + min{x|,|y|} im Fall x∙y < 0.

Hilfsatz: (vereinfachtes Additionsgesetz)

Gilt für fünf Intensitätskurven I(λ) , K(λ) , L(λ) , M(λ) und N(λ) sowie für dimensionslose b , c , d , f , g und h

I(λ) ≡ b∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ)  und  K(λ) ≡ f∙L(λ) + g∙M(λ) + h∙N(λ) ,

so folgt:  I(λ) + K(λ) ≡ (b+f)∙L(λ) + (c+g)∙M(λ) + (d+h)∙N(λ) .

(dies mag manchem sofort einleuchten, aber es gibt viele verschiedene Fälle für positive und negative Werte für b , c , d , f , g und h)

Beweis:

Aus der Voraussetzung folgt nach dem Graßmannschen Gesetz (b) sofort:

I(λ) + K(λ) + (b+f)∙L(λ) + (c+g)∙M(λ) + (d+h)∙N(λ) ≡ (b+f)∙L(λ) + (c+g)∙M(λ) + (d+h)∙N(λ) .

Im Fall b∙f ≥ 0 heißt dies unmittelbar

I(λ) + K(λ) + (b+f)∙L(λ) + (c+g)∙M(λ) + (d+h)∙N(λ) ≡ (b+f)∙L(λ) + (c+g)∙M(λ) + (d+h)∙N(λ) ;

im Fall b∙f < 0 heißt es unmittelbar

I(λ) + K(λ) + (b+f)∙L(λ) + (c+g)∙M(λ) + (d+h)∙N(λ) + min{|b|,|f|} ∙ L(λ) 

≡ (b+f) ∙ L(λ) + (c+g)∙M(λ) + (d+h)∙N(λ) + min{|b|,|f|} ∙ L(λ) ;

nach dem Graßmannschen Gesetz (c) folgt ebenfalls

I(λ) + K(λ) + (b+f)∙L(λ) + (c+g)∙M(λ) + (d+h)∙N(λ) ≡ (b+f)∙L(λ) + (c+g)∙M(λ) + (d+h)∙N(λ) .

Analoge Überlegung wie für b und f gilt auch für c und g , sowie für d und h . Daraus folgt

I(λ) + K(λ) + (b+f) L(λ) + (c+g)∙M(λ) + (d+h)∙N(λ) ≡ (b+f)∙L(λ) + (c+g)∙M(λ) + (d+h)∙N(λ) ,

und dies ist gleichbedeutend mit

I(λ) + K(λ) ≡ (b+f)∙L(λ) + (c+g)∙M(λ) + (d+h)∙N(λ) . □

Die Summenregel muß jetzt auf drei beliebige dimensionslose Summanden x , y und z erweitert werden: Für x ≥ 0 , y ≥ 0 , z ≥ 0 ist x+y+z = 0 = x+y+z , x+y+z = x+y+z = x+y+z ; für x ≤ 0 , y ≤ 0 , z ≤ 0 ist x+y+z = –x–y–z = x+y+z , x+y+z = 0 = x+y+z ; für x ≥ 0 , y ≥ 0 , z ≤ 0 , x+y+z ≥ 0 ist x+y+z = –z = –z + x+y+z , x+y+z = x+y = –z + x+y+z = –z + x+y+z ; für x ≥ 0 , y ≥ 0 , z ≤ 0 , x+y+z ≤ 0 ist x+y+z = –z = x+y –x–y–z = x+y + x+y+z , x+y+z = x+y = x+y + x+y+z ; andere Fälle sind analog, wenn nur ein Summand kleiner oder gleich null ist; für x ≤ 0 , y ≤ 0 , z ≥ 0 , x+y+z ≥ 0 ist x+y+z = –x–y = –x–y + x+y+z , x+y+z = z = –x–y + x+y+z = –x–y + x+y+z ; für x ≤ 0 , y ≤ 0 , z ≥ 0 , x+y+z ≤ 0 ist x+y+z = –x–y = z –x–y–z = z + x+y+z , x+y+z = z = z + x+y+z ; andere Fälle sind analog, wenn nur ein Summand größer oder gleich null ist. Also zusammen: x+y+z = x+y+z  und  x+y+z = x+y+z , wenn x , y und z gleiches Vorzeichen haben; x+y+z = x+y+z + min{|x+y|,|z|} und x+y+z = x+y+z + min{|x+y|,|z|} , wenn nur x und y gleiches Vorzeichen haben; analog, wenn nur x und z gleiches Vorzeichen haben, oder nur y und z .

Nun werden auch Regeln für das Multiplizieren gebraucht: Es gilt nämlich für alle dimensionslosen x und y stets  x∙y + x∙y = x∙y  und  x∙y + x∙y = x∙y , was sich jeweils leicht nachprüfen läßt für x ≥ 0 , 

y ≥ 0 , für x < 0 , y < 0 , für x ≥ 0 , y < 0 , und analog für x < 0 , y ≥ 0 .

Satz: (Prinzip der dreifachen Ersetzung)

Gilt für sieben Intensitätskurven I(λ) , L(λ) , M(λ) , N(λ) , P(λ) , Q(λ) und R(λ) sowie für dimensionslose b , c , d, e , f , g , h , i , j , k , l und m

I(λ) ≡ b∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ)  und  L(λ) ≡ e∙P(λ) + f∙Q(λ) + g∙R(λ) 

und  M(λ) ≡ h∙P(λ) + i∙Q(λ) + j∙R(λ)  und  N(λ) ≡ k∙P(λ) + l∙Q(λ) + m∙R(λ) ,

so folgt: I(λ) ≡ (be+ch+dk)∙P(λ) + (bf+ci+dl)∙Q(λ) + (bg+cj+dm)∙R(λ)

Beweis:

N. Vor. 

I(λ) + b∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ) ≡ b∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ) 

L(λ) + e∙P(λ) + f∙Q(λ) + g∙R(λ) ≡ e∙P(λ) + f∙Q(λ) + g∙R(λ) 

M(λ) + h∙P(λ) + i∙Q(λ) + j∙R(λ) ≡ h∙P(λ) + i∙Q(λ) + j∙R(λ) 

N(λ) + k∙P(λ) + l∙Q(λ) + m∙R(λ) ≡ k∙P(λ) + l∙Q(λ) + m∙R(λ) 

Die zweite Beziehung mit b malnehmen, die dritte mit c , die vierte mit d , und dies zusammenzählen: 

b∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ) + (b∙e+c∙h+d∙k)∙P(λ) + (b∙f+c∙i+d∙l)∙Q(λ) + (b∙g+c∙j+d∙m)∙R(λ) 

≡ (b∙e+c∙h+d∙k)∙P(λ) + (b∙f+c∙i+d∙l)∙Q(λ) + (b∙g+c∙j+d∙m)∙R(λ)

Alles zusammen ergibt

I(λ) + (be+ch+dk)∙P(λ) + (bf+ci+dl)∙Q(λ) + (bg+cj+dm)∙R(λ) 

= I(λ) + (be+be +ch+ch +dk+dk)∙P(λ) + (bf+bf +ci+ci+dl+dl)∙Q(λ) + (bg+bg +cj+cj+dm+dm)∙R(λ)

= I(λ) + (b∙e+c∙h+d∙k)∙P(λ) + (b∙f+c∙i+d∙l)∙Q(λ) + (b∙g+c∙j+d∙m)∙R(λ) +

+ (b∙e+c∙h+d∙k)∙P(λ) + (b∙f+c∙i+d∙l)∙Q(λ) + (b∙g+c∙j+d∙m)∙R(λ) 

≡ I(λ) + b∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ) + (b∙e+c∙h+d∙k)∙P(λ) + (b∙f+c∙i+d∙l)∙Q(λ) + (b∙g+c∙j+d∙m)∙R(λ) +
+ (b∙e+c∙h+d∙k)∙P(λ) + (b∙f+c∙i+d∙l)∙Q(λ) + (b∙g+c∙j+d∙m)∙R(λ) 

≡ b∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ) + (b∙e+c∙h+d∙k)∙P(λ) + (b∙f+c∙i+d∙l)∙Q(λ) + (b∙g+c∙j+d∙m)∙R(λ) +

+ (b∙e+c∙h+d∙k)∙P(λ) + (b∙f+c∙i+d∙l)∙Q(λ) + (b∙g+c∙j+d∙m)∙R(λ) 

= (b∙e+c∙h+d∙k)∙P(λ) + (b∙f+c∙i+d∙l)∙Q(λ) + (b∙g+c∙j+d∙m)∙R(λ) +

+ b∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ) + (b∙e+c∙h+d∙k)∙P(λ) + (b∙f+c∙i+d∙l)∙Q(λ) + (b∙g+c∙j+d∙m)∙R(λ) 

≡ (b∙e+c∙h+d∙k)∙P(λ) + (b∙f+c∙i+d∙l)∙Q(λ) + (b∙g+c∙j+d∙m)∙R(λ) +
+ (b∙e+c∙h+d∙k)∙P(λ) + (b∙f+c∙i+d∙l)∙Q(λ) + (b∙g+c∙j+d∙m)∙R(λ) 

= (b∙e+b∙e+c∙h+c∙h +d∙k+d∙k)∙P(λ) + (b∙f+b∙f+c∙i+c∙i+d∙l+d∙l)∙Q(λ) + 

+ (b∙g+b∙g+c∙j+c∙j+d∙m+d∙m)∙R(λ)

= (be+ch+dk)∙P(λ) + (bf+ci+dl)∙Q(λ) + (bg+cj+dm)∙R(λ)

Um die Summen be+ch+dk usw. durch be+ch+dk usw. zu ersetzen, und be+ch+dk usw. durch be+ch+dk usw. , dafür dient unmittelbar die o.g. Summenregel mit drei Summanden, damit geht es jeweils für die Koeffizienten von P(λ), Q(λ) und R(λ) ebenso wie im Beweis des vereinfachten Additionsgesetzes. Daraus folgt:

I(λ) + (be+ch+dk)∙P(λ) + (bf+ci+dl)∙Q(λ) + (bg+cj+dm)∙R(λ) 

≡ (be+ch+dk)∙P(λ) + (bf+ci+dl)∙Q(λ) + (bg+cj+dm)∙R(λ) ,

und dies ist gleichbedeutend mit

I(λ) ≡ (be+ch+dk)∙P(λ) + (bf+ci+dl)∙Q(λ) + (bg+cj+dm)∙R(λ) . □

Als nächstes empfiehlt sich nun nachzuholen, daß für I(λ) und K(λ) auch negative Koeffizienten zugelassen werden und Summen mit lauter negativen Koeffizienten möglich werden: 

Für a < 0 schreiben wir symbolisch  a∙I(λ) ≡ b∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ)  und meinen damit  

(–a)∙I(λ) ≡ (–b)∙L(λ) + (–c)∙M(λ) + (–d)∙N(λ)

Es folgt unmittelbar das skalare Multiplikationsgesetz in der Erweiterung: Gilt für vier Intensitätskurven I(λ) , L(λ) , M(λ) und N(λ) sowie für dimensionsloses b , c und d 

I(λ) ≡ b∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ) ,

so folgt für jedes dimensionslose a :

a ∙ I(λ) ≡ ab∙L(λ) + ac∙M(λ) + ad∙N(λ) .

Für dimensionsloses a < 0  und x , y , z mit beliebigem Vorzeichen müssen wenigstens zwei der drei Koeffizienten x , y , z gleiches Vorzeichen haben, o.b.d.A. x und y ; wir schreiben symbolisch (in dieser Definiton kann auf einen nichtnegativen Koeffizienten für K(λ) verzichtet werden, weil eine Intensitätskurve mit nichtnegativem Koeffizienten selbst eine echte Intensitätskurve und keine Symbolik ist):  
a∙I(λ) + K(λ) ≡ x∙L(λ) + y∙M(λ) + z∙N(λ)  oder  K(λ) + a∙I(λ) ≡ x∙L(λ) + y∙M(λ) + z∙N(λ)  
und meinen damit im Fall x ≥ 0 , z ≥ 0 , daß K(λ) ≡ (–a)∙I(λ) + x∙L(λ) + y∙M(λ) + z∙N(λ) ; im Fall x ≥ 0 , z < 0, daß K(λ) + (–z)∙N(λ) ≡ (–a)∙I(λ) + x∙L(λ) + y∙M(λ) ; 

im Fall x < 0 , z ≥ 0 , daß K(λ) + (–x)∙L(λ) + (–y)∙M(λ) ≡ (–a)∙I(λ) + z∙N(λ) ; 

im Fall x < 0 , z < 0 , daß K(λ) + (–x)∙L(λ) + (–y)∙M(λ) + (–z)∙N(λ) ≡ (–a)∙I(λ)

Für zusätzliches dimensionsloses e < 0 schreiben wir symbolisch 

a∙I(λ) + e∙K(λ) ≡ x∙L(λ) + y∙M(λ) + z∙N(λ) 

und meinen damit, daß (–a)∙I(λ) + (–e)∙K(λ) ≡ (–x)∙L(λ) + (–y)∙M(λ) + (–z)∙N(λ)

Satz: (Additionsgesetz) 

Gilt für fünf Intensitätskurven I(λ) , K(λ) , L(λ) , M(λ) und N(λ) sowie für dimensionslose a , b , c , d , e , f , g und h

a∙I(λ) ≡ b∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ)  und  e∙K(λ) ≡ f∙L(λ) + g∙M(λ) + h∙N(λ) ,

so folgt:  a∙I(λ) + e∙K(λ) ≡ (b+f)∙L(λ) + (c+g)∙M(λ) + (d+h)∙N(λ) .

Der Beweis behält auch mit Fallunterscheidungen, ohne die Schreibweise mit den Funktionen x und x , seine Übersichtlichkeit:

Für a ≥ 0 und zugleich e ≥ 0 folgt die Behauptung unmittelbar aus dem vereinfachten Additionsgesetz, weil a∙I(λ) und e∙K(λ) selbst Intensitätskurven sind. Für a < 0 und zugleich e < 0 folgt sie ebenfalls direkt aus dem vereinfachten Additionsgesetz, weil 
(–a)∙I(λ) ≡ (–b)∙L(λ) + (–c)∙M(λ) + (–d)∙N(λ) und (–e)∙K(λ) ≡ (–f)∙L(λ) + (–g)∙M(λ) + (–h)∙N(λ) , und weil (–a)∙I(λ) und (–e)∙K(λ) selbst Intensitätskurven sind und daher 
(–a)∙I(λ) + (–e)∙K(λ) ≡ (–b–f)∙L(λ) + (–c–g)∙M(λ) + (–d–h)∙N(λ) gilt. Es bleibt der Fall a < 0 , e ≥ 0 (der Fall a ≥ 0 , e < 0 ist analog). Dann ist e∙K(λ) eine echte Intensitätskurve, keine Symbolik, und die zuletzt erfolgte Definition kann auf  e∙K(λ) statt K(λ) angewandt werden, während auch hier n. Vor. (–a)∙I(λ) ≡ (–b)∙L(λ) + (–c)∙M(λ) + (–d)∙N(λ) .

1)
b+f ≥ 0, c+g ≥ 0 , d+h ≥ 0 : Zu z.:  e∙K(λ) ≡ (–a)∙I(λ) + (b+f)∙L(λ) + (c+g)∙M(λ) + (d+h)∙N(λ) 
 Wenden wir das erste Additionsgesetz auf  (–a)∙I(λ) ≡ (–b)∙L(λ) + (–c)∙M(λ) + (–d)∙N(λ)  an, indem wir auf beiden Seiten (b+f)∙L(λ) + (c+g)∙M(λ) + (d+h)∙N(λ) hinzuaddieren, das ergibt  
(–a)∙I(λ) + (b+f)∙L(λ) + (c+g)∙M(λ) + (d+h)∙N(λ) ≡ (–b+b+f)∙L(λ) + (–c+c+g)∙M(λ) + (–d+d+h)∙N(λ) = f∙L(λ) + g∙M(λ) + h∙N(λ) ≡ e∙K(λ)

2)
b+f ≥ 0, c+g ≥ 0 , d+h < 0 : Zu z.:  e∙K(λ) + (–d–h)∙N(λ) ≡ (–a)∙I(λ) + (b+f)∙L(λ) + (c+g)∙M(λ) 
Wenden wir das vereinfachte Additionsgesetz auf  (–a)∙I(λ) ≡ (–b)∙L(λ) + (–c)∙M(λ) + (–d)∙N(λ)  an, indem wir auf beiden Seiten (b+f)∙L(λ) + (c+g)∙M(λ) hinzuaddieren, das ergibt  
(–a)∙I(λ) + (b+f)∙L(λ) + (c+g)∙M(λ) ≡ (–b+b+f)∙L(λ) + (–c+c+g)∙M(λ) + (–d)∙N(λ) 
= f∙L(λ) + g∙M(λ) + (–d)∙N(λ) ; wenden wir das vereinfachte Additionsgesetz auf  
e∙K(λ) ≡ f∙L(λ) + g∙M(λ) + h∙N(λ)   an, indem wir auf beiden Seiten (–d–h)∙N(λ) hinzuaddieren, das ergibt  e∙K(λ) + (–d–h)∙N(λ) ≡ f∙L(λ) + g∙M(λ) + (h–d–h)∙N(λ) = f∙L(λ) + g∙M(λ) + (–d)∙N(λ) ; das letztere ist die gleiche symbolische Summe, die wir soeben für (–a)∙I(λ) + (b+f)∙L(λ) + (c+g)∙M(λ) erkannten, also gilt  (–a)∙I(λ) + (b+f)∙L(λ) + (c+g)∙M(λ) ≡ e∙K(λ) + (–d–h)∙N(λ)

3)
b+f ≥ 0, c+g < 0 , d+h ≥ 0 : analog zu 2)

4)
b+f < 0, c+g ≥ 0 , d+h ≥ 0 : analog zu 2)

5)
b+f ≥ 0, c+g < 0 , d+h < 0 : Zu z.:  e∙K(λ) + (–c–g)∙M(λ) + (–d–h)∙N(λ) ≡ (–a)∙I(λ) + (b+f)∙L(λ)   
Wenden wir das vereinfachte Additionsgesetz auf  (–a)∙I(λ) ≡ (–b)∙L(λ) + (–c)∙M(λ) + (–d)∙N(λ)  an, indem wir auf beiden Seiten (b+f)∙L(λ) hinzuaddieren, das ergibt  
(–a)∙I(λ) + (b+f)∙L(λ) ≡ (–b+b+f)∙L(λ) + (–c)∙M(λ) + (–d)∙N(λ) = f∙L(λ) + (–c)∙M(λ) + (–d)∙N(λ) ; wenden wir das vereinfachte Additionsgesetz auf  e∙K(λ) ≡ f∙L(λ) + g∙M(λ) + h∙N(λ)   an, indem wir auf beiden Seiten  (–c–g)∙M(λ) + (–d–h)∙N(λ) hinzuaddieren, das ergibt  
e∙K(λ) + (–c–g)∙M(λ) + (–d–h)∙N(λ) ≡ f∙L(λ) + (g–c–g)∙M(λ) + (h–d–h)∙N(λ) 
= f∙L(λ) + (–c)∙M(λ) + (–d)∙N(λ) ; das letztere ist die gleiche symbolische Summe, die wir soeben für (–a)∙I(λ) + (b+f)∙L(λ) erkannten, also  
(–a)∙I(λ) + (b+f)∙L(λ) ≡ e∙K(λ) + (–c–g)∙M(λ) + (–d–h)∙N(λ)

6)
b+f < 0, c+g ≥ 0 , d+h < 0 : analog zu 5)

7)
b+f < 0, c+g < 0 , d+h ≥ 0 : analog zu 5)

8)
b+f < 0, c+g < 0 , d+h < 0 : Zu z.:  e∙K(λ) + (–b–f)∙L(λ) + (–c–g)∙M(λ) + (–d–h)∙N(λ) ≡ (–a)∙I(λ)   
Wenden wir das vereinfachte Additionsgesetz auf  e∙K(λ) ≡ f∙L(λ) + g∙M(λ) + h∙N(λ) an, indem wir auf beiden Seiten (–b–f)∙L(λ) + (–c–g)∙M(λ) + (–d–h)∙N(λ) hinzuaddieren, das ergibt  
e ∙ K(λ) + (–b–f)∙L(λ) + (–c–g)∙M(λ) + (–d–h)∙N(λ) ≡ (f–b–f)∙L(λ) + (g–c–g)∙M(λ) + (h–d–h)∙N(λ) 
= (–b)∙L(λ) + (–c)∙M(λ) + (–d)∙N(λ) ≡ (–a)∙I(λ)   □

Satz: (Aufhebung gegensätzlicher Vorzeichen)

Gilt für sechs Intensitätskurven I(λ) , J(λ) , K(λ) , L(λ) , M(λ) und N(λ) sowie für dimensionslose a , b , c , d , e , f und g

a∙I(λ) + g∙J(λ) ≡ b∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ)  und  e∙K(λ) ≡ f∙L(λ) + (–c)∙M(λ) + (–d)∙N(λ) ,

so folgt: (b+f)∙L(λ) ≡ a∙I(λ) + g∙J(λ) + e∙K(λ) .

Beweis:

Für a ≥ 0 und zugleich g ≥ 0 folgt die Behauptung aus dem Additionsgesetz, weil a∙I(λ) + g∙J(λ) selbst eine Intensitätskurve ist. Für a < 0 und zugleich g < 0 folgt sie ebenfalls direkt aus dem Additionsgesetz, weil 
(–a)∙I(λ) + (–g)∙J(λ) ≡ (–b)∙L(λ) + (–c)∙M(λ) + (–d)∙N(λ) und (–e)∙K(λ) ≡ (–f)∙L(λ) + c∙M(λ) + d∙N(λ) und weil (–a)∙I(λ) + (–g)∙J(λ) selbst eine Intensitätskurve ist und daher 
(–a)∙I(λ) + (–g)∙J(λ) + (–e)∙K(λ) ≡ (–b–f)∙L(λ) gilt. 

Für c ≥ 0 und zugleich d ≥ 0 ist c∙M(λ) + d∙N(λ) eine echte Intensitätskurve  und  

e∙K(λ) ≡ f∙L(λ) + (–1) ∙ (c∙M(λ) + d∙N(λ)) , die Behauptung folgt daher unmittelbar aus dem Additionsgesetz. Für c < 0 und zugleich d < 0 ist (–c)∙M(λ) + (–d)∙N(λ) eine echte Intensitätskurve  und  a∙I(λ) + g∙J(λ) ≡ b∙L(λ) + (–1) ∙  ((–c)∙M(λ) + (–d)∙N(λ)) , die Behauptung folgt daher ebenfalls unmittelbar aus dem Additionsgesetz.

Der Fall a < 0 , g ≥ 0 und der Fall a ≥ 0 , g < 0 sind analog zueinander. Der Fall c < 0 , d ≥ 0 und der Fall c ≥ 0 , d < 0 sind analog zueinander. Es bleibt also nur der Fall zu untersuchen: a < 0 , g ≥ 0 , c < 0 , d ≥ 0 . Es ist  g∙J(λ) + (–c)∙M(λ) ≡ b∙L(λ) + (–a)∙I(λ) + d∙N(λ)  für beide Vorzeichen von b (mit jeweils unterschiedlichen Begründungen), wobei g∙J(λ) + (–c)∙M(λ) sowie (–a)∙I(λ) + d∙N(λ) echte Intensitätskurven sind.

1)
e ≥ 0 : d∙N(λ) + e∙K(λ) ≡ f∙L(λ) + (–c)∙M(λ)  für beide Vorzeichen von f (mit jeweils unterschiedlichen Begründungen), wobei auch d∙N(λ) + e∙K(λ) sowie (–c)∙M(λ) echte Intensitätskurven sind, daher folgt aus dem vereinfachten Additionsgesetz: 
g∙J(λ) + (–c)∙M(λ) + d∙N(λ) + e∙K(λ) ≡ (b+f)∙L(λ) + (–a)∙I(λ) + d∙N(λ) + (–c)∙M(λ) , und nach dem Graßmannschen Gesetz (c) vereinfacht sich dies zu  g∙J(λ) + e∙K(λ) ≡ (b+f)∙L(λ) + (–a)∙I(λ) , woraus bei beiden Vorzeichen von b+f die Behauptung folgt.

2)
e < 0 : d∙N(λ) ≡ f∙L(λ) + (–e)∙K(λ) + (–c)∙M(λ)  für beide Vorzeichen von f (mit jeweils unterschiedlichen Begründungen), wobei auch d∙N(λ) sowie (–e)∙K(λ) + (–c)∙M(λ) echte Intensitätskurven sind, daher folgt aus dem vereinfachten Additionsgesetz: 
g∙J(λ) + (–c)∙M(λ) + d∙N(λ) ≡ (b+f)∙L(λ) + (–a)∙I(λ) + d∙N(λ) + (–e)∙K(λ) + (–c)∙M(λ) , und nach dem Graßmannschen Gesetz (c) vereinfacht sich dies zu  g∙J(λ) ≡ (b+f)∙L(λ) + (–a)∙I(λ) + (–e)∙K(λ) , woraus bei beiden Vorzeichen von b+f die Behauptung folgt.   □

Mit dieser Formelschreibweise lassen sich die bereits vorgestellten Farbmischkurven so ausdrücken: für jede einzelne Lichtwellenlänge λ und für beliebige Intensität I nennen wir die Intensitätskurven zu den einwelligen Lichtstrahlen folgendermaßen: 

Ib(μ) die Intensitätskurve mit Ib(435,8nm) := I und Ib(μ) := 0 für μ ≠ 435,8 nm ; Ig(μ) die Intensitätskurve mit Ig(546,1nm) := I und Ig(μ) := 0 für μ ≠ 546,1 nm ; Ir(μ) die Intensitätskurve mit Ir(700nm) := I und Ir(μ) := 0 für μ ≠ 700nm ; Iλ(μ) die Intensitätskurve mit Iλ(λ) := I und Iλ(μ) := 0 für μ ≠ λ ; die o.g. Farbmischkurven b(λ) , g(λ) und r(λ) besagen in jedem Fall: 

Iλ(μ) ≡ b(λ)∙Ib(μ) + 1,3791∙g(λ)∙Ig(μ) + 72,0962∙r(λ)∙Ir(μ)

Mit dieser Formelschreibweise lassen sich die Farbmischkurven für andere Grundfarben-Wellenlängen ausrechnen:

Seien λ1 , λ2 und λ3 drei beliebige verschiedene Lichtwellenlängen und I eine beliebige Lichtintensität, so nennen wir die Intensitätskurven zu den einwelligen Lichtstrahlen folgendermaßen: 

I1(μ) die Intensitätskurve mit I1(λ1) := I und I1(μ) := 0 für μ ≠ λ1 ; I2(μ) die Intensitätskurve mit 
I2(λ2) := I und I2(μ) := 0 für μ ≠ λ2 ; I3(μ) die Intensitätskurve mit I3(λ3) := I und I3(μ) := 0 für μ ≠ λ3 .

Die bereits vorgestellten Farbmischkurven bedeuten (in der symbolischen Schreibweise auch dann, wenn r , g oder b für λ1 , λ2 oder λ3 kleiner als 0 sind): 

I1(μ) ≡ b(λ1)∙Ib(μ) + 1,3791∙g(λ1)∙Ig(μ) + 72,0962∙r(λ1)∙Ir(μ) 
(1)

I2(μ) ≡ b(λ2)∙Ib(μ) + 1,3791∙g(λ2)∙Ig(μ) + 72,0962∙r(λ2)∙Ir(μ)
(2)

I3(μ) ≡ b(λ3)∙Ib(μ) + 1,3791∙g(λ3)∙Ig(μ) + 72,0962∙r(λ3)∙Ir(μ)
(3)

Nun ist zu ermitteln, mit welchen Intensitäten wir drei Lichtstrahlen der Wellenlängen λ1 , λ2 und λ3 kombinieren müssen, um den gleichen Farbeindruck zu bekommen wie ein einziger Lichtstrahl der Wellenlänge 435,8 nm oder 546,1 nm oder 700 nm ; das bedeutet, die Graßmannschen Gesetze sind (mit den obigen Erweiterungen für negative Koeffizienten) in geschickter Weise auf diese drei Beziehungen anzuwenden, so daß wir eine Beziehung erhalten, bei der ein Vielfaches von Ib(μ) allein auf einer Seite steht, und eine weitere für ein Vielfaches von Ig(μ) , und eine weitere für ein Vielfaches von Ir(μ) ; d.h. es ist ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten zu lösen. Lösungsformeln für ein solches Gleichungssystem findet man bei Wikipedia: http://de.wikipedia.org/wiki/Cramersche_Regel#Lineares_Gleichungssystem_3._Ordnung und  http://de.wikipedia.org/wiki/Inverse_Matrix#Explizite_Formeln . Wir wollen uns hier nicht auf diese allgemeinen Lösungsformeln berufen, sondern die Aufgabe direkt lösen; jedoch liefern sie die nötige Idee dazu, wie das zu machen ist: 

Zeile (1) auf beiden Seiten malnehmen mit (g(λ2)r(λ3) – r(λ2)g(λ3)) , Zeile (2) malnehmen mit (r(λ1)g(λ3) – g(λ1)r(λ3)) , und dies zusammenzählen; dann heben sich bei Ig(μ) mehrere Koeffizienten gegenseitig auf, und bei Ir(μ) auch: 

(g(λ2)r(λ3) – r(λ2)g(λ3)) ∙ I1(μ) + (r(λ1)g(λ3) – g(λ1)r(λ3)) ∙ I2(μ) 

≡ (b(λ1)g(λ2)r(λ3) – b(λ1)r(λ2)g(λ3) + b(λ2)r(λ1)g(λ3) – b(λ2)g(λ1)r(λ3)) ∙ Ib(μ) +

+ 1,3791 ∙ (g(λ1)g(λ2)r(λ3) – g(λ1)r(λ2)g(λ3) + g(λ2)r(λ1)g(λ3) – g(λ2)g(λ1)r(λ3)) ∙ Ig(μ) +

+ 72,0962 ∙ (r(λ1)g(λ2)r(λ3) – r(λ1)r(λ2)g(λ3) + r(λ2)r(λ1)g(λ3) – r(λ2)g(λ1)r(λ3)) ∙ Ir(μ)

= (b(λ1)g(λ2)r(λ3) – b(λ1)r(λ2)g(λ3) + b(λ2)r(λ1)g(λ3) – b(λ2)g(λ1)r(λ3)) ∙ Ib(μ) +

+ 1,3791 ∙ (–g(λ1)r(λ2)g(λ3) + g(λ2)r(λ1)g(λ3)) ∙ Ig(μ) +

+ 72,0962 ∙ (r(λ1)g(λ2)r(λ3) – r(λ2)g(λ1)r(λ3)) ∙ Ir(μ)

Zeile (3) mit (g(λ1)r(λ2) – r(λ1)g(λ2)) malnehmen ergibt: 

(g(λ1)r(λ2) – r(λ1)g(λ2)) ∙ I3(μ) ≡ (b(λ3)g(λ1)r(λ2) – b(λ3)r(λ1)g(λ2)) ∙ Ib(μ) + 

+ 1,3791 ∙ (g(λ3)g(λ1)r(λ2) – g(λ3)r(λ1)g(λ2)) ∙ Ig(μ) +

+ 72,0962 ∙ (r(λ3)g(λ1)r(λ2) – r(λ3)r(λ1)g(λ2)) ∙ Ir(μ)

Der Koeffizient von Ig(μ) ist in beiden Entsprechungen der gleiche mit unterschiedlichem Vorzeichen, der Koeffizient von Ir(μ) ebenfalls. Mit

D := b(λ1)g(λ2)r(λ3)+g(λ1)r(λ2)b(λ3) +r(λ1)b(λ2)g(λ3) –r(λ1)g(λ2)b(λ3) –b(λ1)r(λ2)g(λ3) –g(λ1)b(λ2)r(λ3)
ergibt dies wegen der o.g. Aufhebung gegensätzlicher Vorzeichen:

D ∙ Ib(μ) ≡ (g(λ2)r(λ3)–r(λ2)g(λ3))∙I1(μ) + (r(λ1)g(λ3)–g(λ1)r(λ3))∙I2(μ) + (g(λ1)r(λ2)–r(λ1)g(λ2))∙I3(μ)

Analoge Rechnung ergibt

1,3791∙D∙Ig(μ) ≡

≡ (r(λ2)b(λ3)–b(λ2)r(λ3))∙I1(μ) + (b(λ1)r(λ3)–r(λ1)b(λ3))∙I2(μ) + (r(λ1)b(λ2)–b(λ1)r(λ2))∙I3(μ)

und

72,0962∙D∙Ir(μ) ≡

≡ (b(λ2)g(λ3)–g(λ2)b(λ3))∙I1(μ) + (g(λ1)b(λ3)–b(λ1)g(λ3))∙I2(μ) + (b(λ1)g(λ2)–g(λ1)b(λ2))∙I3(μ)

Somit lassen sich auch die „alten“ Grundfarben als Mischung der „neuen“ darstellen statt umgekehrt (es sei denn, es ist D = 0 , z.B., wenn wir λ2 und λ3 beide im Orangerot-Bereich annehmen, denn dann sind b und g für λ2 und λ3 alle gleich null; wenn aber nicht zwei der drei Größen λ1 , λ2 und λ3 im Orangerot-Bereich liegen, hat sich noch kein Beispiel finden lassen mit D = 0). 

Daraus ergeben sich für D ≠ 0 neue Farbmischkurven auf Grundlage der „neuen“ Grundfarben, für beliebige Lichtwellenlängen λ und μ gilt nämlich: 

D∙Iλ(μ) ≡ b(λ)∙D∙Ib(μ) + 1,3791∙g(λ)∙D∙Ig(μ) + 72,0962∙r(λ)∙D∙Ir(μ)

Das Prinzip der dreifachen Ersetzung anwenden (auch zulässig für D < 0 , weil alle die Entsprechungen sich auch mit –D anstelle von D ausdrücken lassen): 

D∙Iλ(μ) ≡ 

≡ ( b(λ)∙(g(λ2)r(λ3)–r(λ2)g(λ3)) + g(λ)∙(r(λ2)b(λ3)–b(λ2)r(λ3)) + r(λ)∙(b(λ2)g(λ3)–g(λ2)b(λ3)) ) ∙ I1(μ)

+ ( b(λ)∙(r(λ1)g(λ3)–g(λ1)r(λ3)) + g(λ)∙(b(λ1)r(λ3)–r(λ1)b(λ3)) + r(λ)∙(g(λ1)b(λ3)–b(λ1)g(λ3)) ) ∙ I2(μ)

+ ( b(λ)∙(g(λ1)r(λ2)–r(λ1)g(λ2)) + g(λ)∙(r(λ1)b(λ2)–b(λ1)r(λ2)) + r(λ)∙(b(λ1)g(λ2)–g(λ1)b(λ2)) ) ∙ I3(μ) ;

b*(λ) := 
[image: image78.wmf]D
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∙ ( b(λ)∙(g(λ2)r(λ3)–r(λ2)g(λ3)) + g(λ)∙(r(λ2)b(λ3)–b(λ2)r(λ3)) + r(λ)∙(b(λ2)g(λ3)–g(λ2)b(λ3)) ) stellt also eine Farbmischkurve für λ1 dar, und 

g*(λ) := 
[image: image79.wmf]D
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∙ ( b(λ)∙(r(λ1)g(λ3)–g(λ1)r(λ3)) + g(λ)∙(b(λ1)r(λ3)–r(λ1)b(λ3)) + r(λ)∙(g(λ1)b(λ3)–b(λ1)g(λ3)) ) eine Farbmischkurve für λ2 , und 

r*(λ) := 
[image: image80.wmf]D
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∙ ( b(λ)∙(g(λ1)r(λ2)–r(λ1)g(λ2)) + g(λ)∙(r(λ1)b(λ2)–b(λ1)r(λ2)) + r(λ)∙(b(λ1)g(λ2)–g(λ1)b(λ2)) ) eine Farbmischkurve für λ3 . 
Diese neuen Farbmischkurven haben nur noch nicht die Eigenschaft, daß für weißes Licht alle drei neuen Grundfarben den gleichen Farbanteil besitzen. Dies ließe sich nachholen, indem wir jede der drei Kurven mit einem anderen konstanten Faktor malnehmen. Das ändert aber nichts daran, ob die Kurven teils positive und teils negative Werte annehmen und wo sie null sind. Auch der Faktor D ändert daran nichts, nur dreht er die Vorzeichen der Kurven um, falls er negativ ist.

Hier wird mancher sagen: Das kann doch nicht sein, daß man drei nahezu beliebige Lichtwellenlängen auswählen kann, sprich drei nahezu beliebige Farben aus dem Regenbogen, und daß diese dann in den meisten Fällen anstelle von blau, rot und grün als Grundfarben für Farbmischkurven dienen können, demnach auch als Grundfarben für additive Farbmischung. Nein, sicher nicht. Was ist der Haken in der Rechnung? Daß die Farbmischkurven, die sich aus dieser Formel ergeben, gewöhnlich größere Minusbereiche haben werden, als wir sie bisher hatten. Das läßt sich ausprobieren.

Es macht nichts, wenn wir zuvor die drei Kurven b(λ) , g(λ) und r(λ) ändern, indem wir sie mit unterschiedlichen Konstanten malnehmen; die neuen Farbmischkurven sind bis auf konstante Faktoren trotzdem die gleichen, weil hier alle auszurechnenden Terme Summen sind, bei denen jeder Summand ein Produkt aus einem r , einem g und einem b ist, so daß sich bei jedem Summanden die drei Konstanten multiplizieren und zusammen aus der ganzen Summe ausgeklammert werden können.

Aus der Definition von b*(λ) , g*(λ) und r*(λ) ergibt sich sofort: b*(λ1) = 1 , b*(λ2) = 0 , b*(λ3) = 0 , g*(λ1) = 0, g*(λ2) = 1 , g*(λ3) = 0 , r*(λ1) = 0 , r*(λ2) = 0 , r*(λ3) = 1 . Wenn dem nicht so wäre, müßten die neuen Farbmischkurven falsch sein. Und wenn b*(λ) noch eine weitere Nullstelle hätte, dann ergäbe diese, wenn wir sie statt der getroffenen Wahl als λ1 nähmen, ein Beispiel für D = 0 ; denn die Formel für b*(λ) stimmt soweit mit der Formel für D überein. Unterstellt, daß es das bis auf die erwähnte Ausnahme nicht gibt, kann b*(λ) also sonst nur im Orangerot-Bereich null sein, und das nur, wenn λ2 oder λ3 dort liegt; g*(λ) entsprechend auch (da heißt es λ1 oder λ3); r*(λ) entsprechend auch (da heißt es λ1 oder λ2) . Es fragt sich also vor allem, ob b*(λ) einen Vorzeichenwechsel oder aber ein lokales Minimum bei λ2 (und nebenbei untersucht bei λ3) hat, und g*(λ) bei λ1 und λ3 , und r*(λ) bei λ2 (und nebenbei untersucht bei λ1). Ein lokales Minimum wäre wünschenswert, um den Minusbereich zu vermeiden, aber leider wird ein Vorzeichenwechsel normal sein. Alle von mir durchgerechneten Beispiele führen überall auf einen Vorzeichenwechsel, außer natürlich, wenn das betreffende λ1 oder λ2 oder λ3 im Orangerot-Bereich liegt. Was dagegen spricht, daß es auch ein Beispiel mit einer Nullstelle ohne Vorzeichenwechsel geben könnte: Gäbe es eines, so müßten sich die dortigen Werte für λ1 , λ2 und λ3 kontinuierlich verschieben lassen, bis sie mit solchen übereinstimmen, wo es nur Vorzeichenwechsel gibt; diese kontinuierliche Verschiebung muß derart möglich sein, daß nie zwischendurch zwei der drei Grundwellenlängen übereinstimmen. Die zugehörigen Farbmischkurven müssen sich dabei auch immer kontinuierlich verschieben und nie sprunghaft (stetige Abhängigkeit), wie aus ihren Formeln hervorgeht. Daher kann es nicht sein, daß aus dem Positiv-Bereich, den eine Farbmischkurve zwischen zwei Nullstellen hat, plötzlich während der Verschiebung ein Negativ-Bereich wird, ohne daß es zwischendurch weitere Nullstellen gibt.

Das bedeutet leider: Wie immer wir die drei Grund-Wellenlängen λ1 , λ2 und λ3 wählen, es wird zu jeder anderen Lichtwellenlänge λ (außer wenn λ und λ3 im Orangerot-Bereich liegen) stets für zwei der drei Grund-Wellenlängen positive Werte der Farbmischkurven geben, aber für die dritte Grund-Wellenlänge einen negativen Wert!
Bleibt λ3 im Orangerot-Bereich , so bleibt b(λ3) = g(λ3) = 0 , also 
D = b(λ1)g(λ2)r(λ3) – g(λ1)b(λ2)r(λ3) , 
D∙Iλ(μ) ≡ (b(λ)g(λ2)r(λ3)–g(λ)b(λ2)r(λ3)) ∙ I1(μ) + (–b(λ)∙g(λ1)r(λ3)+g(λ)b(λ1)r(λ3)) ∙ I2(μ) +

+ ( b(λ)∙(g(λ1)r(λ2)–r(λ1)g(λ2)) + g(λ)∙(r(λ1)b(λ2)–b(λ1)r(λ2)) + r(λ)∙(b(λ1)g(λ2)–g(λ1)b(λ2)) ) ∙ I3(μ) ; 
sofern b(λ1)g(λ2) ≠ g(λ1)b(λ2) , dann heißt das:

Iλ(μ) ≡ 
[image: image81.wmf])
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 ∙ I1(μ) + 
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 ∙ I2(μ) +
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 + r(λ)) ∙ I3(μ)

Also b*(λ) = 
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 , g*(λ) = 
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r*(λ) = 
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 + r(λ)) .

Für λ im Orangerot-Bereich, also b(λ) = g(λ) = 0 , vereinfacht sich dies zu Iλ(μ) ≡ 
[image: image89.wmf])
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 ∙ I3(μ) , die Farbmischkurve für orangerot bleibt also im hohen Wellenlängenbereich gleich, und die beiden anderen Farbmischkurven bleiben dort auf null. Aber weder λ1 noch λ2 darf auch dort liegen, denn sonst wäre ja b(λ1)g(λ2) = g(λ1)b(λ2) = 0 .

Kann b(λ1)g(λ2) = g(λ1)b(λ2) sein, wenn weder λ1 noch λ2 im Orangerot-Bereich liegt? Nein: bei den Nullstellen von b(λ) und g(λ) nicht, weil diese nicht übereinstimmen; und sonst auch nicht, denn das würde bedeuten, daß 
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 ; jedoch nimmt die Funktion 
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 nicht zweimal den gleichen Wert an, unterhalb von 435,8 nm ist sie kleiner als –1 und fällt, zwischen 435,8 nm und 546,1 nm ist sie positiv und fällt, zwischen 546,1nm und dem Orangerot-Bereich liegt sie zwischen 0 und –1 und fällt.

Aber wie sehen die drei neuen Farbmischkurven demnach außerhalb des Orangerot-Bereichs aus? Kann b*(λ) noch weitere Nullstellen außer λ2 haben? Nein, denn die Überlegung aus dem vorigen Absatz bedeutet auch, daß nicht b(λ)g(λ2) = g(λ)b(λ2) sein kann. Hat b*(λ) einen Vorzeichenwechsel bei λ2? Ja, denn wenn es dort ein lokales Maximum oder Minimum hätte, müßte auch 
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 eines haben: je nach Vorzeichen von g(λ2) und b(λ2) bedingt b(λ)g(λ2) < g(λ)b(λ2) entweder 
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 , und b(λ)g(λ2) > g(λ)b(λ2) bedingt jeweils genau das Umgekehrte. Also ist b*(λ) > 0 für λ < λ2 , und b*(λ) < 0 wenn λ zwischen λ2 und dem Orangerot-Bereich liegt. Analog ergibt sich auch 

g*(λ) < 0 für λ < λ1 , und g*(λ) > 0 wenn λ zwischen λ1 und dem Orangerot-Bereich liegt.

Bleibt λ1 = 435,8 nm , so bleibt g(λ1) = r(λ1) = 0 , somit bleibt die alte Grünkurve erhalten. Bleibt λ2 = 546,1 nm , so bleibt b(λ2) = r(λ2) = 0 , somit bleibt die alte Blaukurve erhalten. Bleibt dies alles, dann bleibt auch die alte Rotkurve erhalten – auch wenn λ3 nicht auf 700 nm bleibt, sondern nur im Orangerot-Bereich bleibt.

Versuchen wir es mit λ1 um 440 nm, also die Wellenlänge für die Blau-Grundfarbe leicht erhöhen: dort ist b(λ1) etwas größer als 1 = b*(λ1) , g(λ1) etwas größer als 0 = g*(λ1) und r(λ1) etwas kleiner als 0 = r*(λ1) ; also zu erwarten, daß im Bereich um λ1 nun b*(λ) etwas kleiner als b(λ) wird, g*(λ) etwas kleiner als g(λ) (bedeutet ein etwas stärkes Minus) und r*(λ) etwas größer als r(λ) (bedeutet ein etwas schwächeres Minus). Wäre die Kurve g(λ) unterhalb von 440 nm konstant null , wie oft dargestellt, dann wäre es g*(λ) auch; es wäre also besser so, aber diese Darstellung ist leider nicht ganz richtig.

Hingegen mit λ1 um 430 nm, also die Wellenlänge für die Blau-Grundfarbe leicht senken: dort ist b(λ1) etwas kleiner als 1 = b*(λ1) , g(λ1) winzig kleiner als 0 = g*(λ1) und r(λ1) geringfügig größer als 0 = r*(λ1) ; also zu erwarten, daß im Bereich um λ1 nun b*(λ) etwas größer als b(λ) wird, g*(λ) winzig kleiner als g(λ) (bedeutet ein noch winzigeres Minus) und r*(λ) geringfügig kleiner als r(λ) (bedeutet ein etwas stärkeres Minus).

Versuchen wir es mit λ2 um 540 nm, also die Wellenlänge für die Grün-Grundfarbe leicht senken: dort ist b(λ2) etwas größer als 0 = b*(λ2) , g(λ2) etwas kleiner als 
[image: image98.wmf]3791

,
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 = g*(λ2) und r(λ2) etwas kleiner als 0 = r*(λ2) ; also zu erwarten, daß im Bereich um λ2 nun b*(λ) etwas kleiner als b(λ) wird (bedeutet ein etwas stärkes Minus), g*(λ) etwas größer als g(λ) und r*(λ) etwas größer als r(λ) (bedeutet ein etwas schwächeres Minus). Wäre die Kurve b(λ) oberhalb von 540 nm konstant null, wie ebenso oft dargestellt, dann wäre es b*(λ) auch; es wäre also besser so, aber diese Darstellung ist leider nicht ganz richtig.

Hingegen mit λ2 um 550 nm, also die Wellenlänge für die Grün-Grundfarbe leicht erhöhen: dort ist b(λ2) winzig kleiner als 0 = b*( λ2) , g(λ2) etwas größer als 
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 = g*(λ2) und r(λ2) etwas größer als 0 = r*( λ2) ; also zu erwarten, daß im Bereich um λ2 nun b*(λ) winzig größer als b(λ) wird (bedeutet ein noch winzigeres Minus), g*(λ) etwas kleiner als g(λ) und r*(λ) etwas kleiner als r(λ) (bedeutet ein etwas stärkeres Minus).

Wie stark wirkt sich das Minus aus, wie weit wird die Zweier-Farbmischung der beiden anderen Farben von dem gewünschten Farbeffekt abweichen, wenn wir das Minus ignorieren? Wenn bei einer beliebigen Lichtwellenlänge λ z. B. r*(λ) < 0 ist , so heißt das: Für jede Lichtintensität I hat der zweiwellige Lichtstrahl mit der Wellenlänge λ in Intensität I und der Grundwellenlänge λ3 in Intensität –r*(λ)∙I den gleichen Farbeindruck wie der zweiwellige Lichtstrahl mit der Grundwellenlänge λ1 in Intensität b*(λ)∙I und der Grundwellenlänge λ2 in Intensität g*(λ)∙I . Also weicht der einwellige Lichtstrahl mit der Wellenlänge λ in Intensität I in seinem Farbeindruck ab vom zweiwelligen Lichtstrahl mit λ1 in Intensität b*(λ)∙I und λ2 in Intensität g*(λ)∙I , weil der einwellige Lichtstrahl mit λ3 in Intensität –r*(λ)∙I bei diesem Vergleich weggelassen ist. Und wie stark ist der Farbeindruck von λ1 in Intensität b*(λ)∙I in Verbindung mit λ2 in Intensität g*(λ)∙I verfälscht gegenüber dem Farbeindruck von λ in Intensität I? Anders herum gefragt, wie stark verfälscht der einwellige Lichtstrahl mit λ3 in Intensität –r*(λ)∙I den einwelligen mit λ in Intensität I ? Wir können nicht einfach –r*(λ) als Maß dafür nehmen, weil alle Wellenlängen als unterschiedlich hell empfunden werden. 

Versuchen wir, die o.g. Hellempfindlichkeitskurve als Maßstab zu nehmen, dann liegt es sehr nahe, –r*(λ)∙V(λ3) als das Maß für die Farbverfälschung zu nehmen (bei g*(λ) < 0 wäre es –g*(λ)∙V(λ2) , bei b*(λ) < 0 wäre es –b*(λ)∙V(λ1) ) . Dies nennen wir den Farbfehler.

Was wollen wir unter der besten Auswahl der drei Grundfarben verstehen? Daß wir die Wellenlängen für die Grundfarben so wählen, daß alle drei Kurven ihren tiefsten Punkt in der gleichen Tiefe haben, weil so das schwächste Minus überhaupt zu erwarten ist? Oder sollen wir eine bestimmte Grenze festsetzen, wie weit das Minus gut tolerierbar ist, und die Grund-Wellenlängen so festlegen, daß zwei der drei Farbmischkurven genau diese Grenze erreichen? Welche zwei sollten es dann sein? Diejenigen, die nach diesem Verfahren das schwächste Minus oder den schmalsten Minusbereich bei der dritten Kurve erzeugen, oder diejenigen, deren Farben in der Praxis wichtiger sind? Dann ist es vermutlich gut so, daß nur die Rotkurve ein starkes Minus hat, denn der Regenbogen nimmt bei diesen Wellenlängen ungefähr Türkisfarbe an, und wie viele Gegenstände sind in der Wirklichkeit ungefähr türkisfarben, und wie häufig gibt es sie? Wie ist diese Grenze zu setzen? Es heißt bei http://www.math.hu-berlin.de/~rippel/data/WS08/07_-_Farbwahrnehmung.pdf und bei http://irtel.uni-mannheim.de/lehre/seminararbeiten/w96/Farbe/seminar.htm#Wieviele , der Mensch kann mit bloßem Auge etwa 500 Helligkeitsstufen wahrnehmen, zudem etwa 4000 Farbarten unterschieden nach 20 Sättigungsstufen (zur Sättigung werden wir noch kommen), somit  etwa 2 Mio. Farbeindrücke.  Aber es können laut http://www.voodooalert.de/board/index.php?page=Thread&threadID=19363&pageNo=3 z.B. viel mehr Grün- als Rotstufen erkannt werden. Ist das Minus in den Farbmischkurven also so lange unmerklich, so lange der Farbfehler kleiner als 
[image: image100.wmf]500
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 = 0,002 bleibt?

Um mehr und Genaueres zu sagen, sind genauere Zahlen zum Verlauf der Farbmischkurven nötig. Sonst ist es schwer zu beurteilen. Man bekommt neuere Daten der CIE bei http://cvrl.ioo.ucl.ac.uk/ unter „Stiles & Burch individual 10° colour matching data“ ; dort sind 53 Testpersonen aufgeführt, und ihr Durchschnittsergebnis ist folgendes:

nm

645,16 nm
526,32 nm
444,44 nm

392,16
0,0022
–0,0006
0,0090

400,00
0,0088
–0,0025
0,0395

408,16
0,0298
–0,0097
0,1445

416,67
0,0607
–0,0238
0,3657

425,53
0,0765
–0,0342
0,6301

434,78
0,0578
–0,0280
0,8718

444,44
0,0000
0,0000
1,0000

454,55
–0,0915
0,0593
0,9022

465,12
–0,2263
0,1638
0,7404

470,59
–0,2917
0,2279
0,5951

476,19
–0,3442
0,2934
0,4415

481,93
–0,3947
0,3695
0,3173

487,80
–0,4239
0,4411
0,2164

493,83
–0,4442
0,5314
0,1445

500,00
–0,4365
0,6262
0,0905

506,33
–0,4080
0,7335
0,0535

512,82
–0,3232
0,8383
0,0277

519,48
–0,1991
0,9414
0,0105

526,32
0,0000
1,0000
0,0000

533,33
0,2441
1,0329
–0,0055

540,54
0,5613
1,0531
–0,0084

547,95
0,8995
1,0171
–0,0097

555,56
1,3038
0,9668
–0,0097

563,38
1,7509
0,8788
–0,0091

571,43
2,2406
0,7592
–0,0080

579,71
2,6472
0,6023
–0,0066

588,24
3,0337
0,4531
–0,0054

597,01
3,1717
0,3051
–0,0039

606,06
3,0814
0,1795
–0,0026

615,38
2,6983
0,0912
–0,0015

625,00
2,1672
0,0371
–0,0009

645,16
1,0000
0,0000
0,0000

666,67
0,2959
–0,0018
0,0001

689,66
0,0600
–0,0005
0,0000

714,29
0,0097
–0,0001
0,0000

Wir sehen also, anstatt 435,8 nm wird hier für die Blau-Grundfarbe 444,44 nm angesetzt (so, daß die Blau-Kurve dort ein Maximum hat), anstatt 546,1 nm für die Grün-Grundfarbe 526,32 nm (beide liegen also näher zusammen), und anstatt 700 nm für die Rot-Grundfarbe nur 645,16 nm ; und die Tafeln sind nicht so normiert, daß für Weißlicht gleiche Anteile von Rot, Grün und Blau herauskommen, sondern der Einfachheit halber mit B-Wert 1 bei 444,44 nm , mit G-Wert 1 bei 526,32 nm und R-Wert 1 bei 645,16 nm . In all den von mir vorgeführten Formeln sind also die Faktoren bzw. Divisoren 1,3791 und 72,0962 nicht durch andere zu ersetzen, sondern sie fallen einfach weg. Die 645,16 nm liegen unterhalb der Stelle, wo die Blau- und Grünkurven aufhören und zur Null-Linie werden; daher sind hier oberhalb von 645,16 nm die G-Werte und B-Werte nicht null, sondern geringfügig abweichend, und zwar G negativ, B positiv. Am Anfang und am Ende der Tabelle liegen alle drei Werte nahe bei null; R ist nur zwischen 444,44 nm und 526,32 nm negativ, und zwar nicht unerheblich; G ist unterhalb von 444,44 nm negativ und B nur zwischen 526,32 nm und 645,16 nm , aber in geringem Maße. Eine Null gibt es also nur bei den Grundfarben-Wellenlängen, und dann gibt es dort immer einen Vorzeichenwechsel.

Nach diesem Tabelleninhalt läßt sich nun für je drei beliebige angegebene Wellenlängen nach unserem Rechenschema ausrechnen, wie er lauten müßte, wenn wir sie als Wellenlängen für die Grundfarben versucht hätten. Da die Zahlen in der Regel auf vier führende Dezimalstellen angegeben sind, werden wir die Rechenergebnisse in der Regel auf höchstens vier führende Dezimalstellen genau erwarten können.

Wie wir die drei Wellenlängen auch auswählen: Die Kurve zur kürzeren Wellenlänge wird bei dieser den Wert 1 annehmen, bei der mittleren und bei der längeren 0 , also sicherlich dazwischen negativ, sonst müßte sie ab der mittleren konstant null sein oder dort ein Minimum haben (sehr unwahrscheinlich). Die Kurve zur mittleren Wellenlänge wird bei dieser 1 sein, bei der kürzeren und bei der längeren 0 , also sicherlich unterhalb der kürzeren und oberhalb der längeren negativ, wenn nicht konstant 0 . Die Kurve zur längeren Wellenlänge wird bei dieser 1 sein, bei der mittleren und bei der kürzeren 0 , also sicherlich dazwischen negativ, sonst müßte sie bis zur mittleren konstant null sein oder dort ein Minimum haben (sehr unwahrscheinlich). Höchstwahrscheinlich wird also bei jeder beliebigen vierten Lichtwellenlänge genau eine der drei Kurven negativ sein (nur wenn die längere Wellenlänge im Rotbereich ab etwa 670 nm liegt, ist für die Kurven zu den beiden anderen zu erwarten, daß sie ab etwa 670 nm konstant null sein werden). 

Da die betrachteten Wellenlängen nicht in gleichmäßigen Abständen gewählt wurden, sind bei der Bestimmung der Spalten-Mittelwerte stets die Einzelwerte unterschiedlich zu gewichten, jeder so hoch, wie es dem Abstand seiner Wellenlänge zur nächsten entspricht. Mit Hilfe der Spalten-Mittelwerte lassen sich die Tabellen so normen, daß Weißlicht gleiche Mengen der drei ausgewählten Wellenlängen erhält: Dazu muß jeder Einzelwert durch den Mittelwert geteilt werden. In den ersten Beispielen werden wir die Tabelle der so genormten Farbmischkurven rechts neben der ungenormten Tabelle abbilden, um den Vergleich zu den vorherigen Farbmischkurven herzustellen.

434,78 nm ist das Nächstliegende zu 435,8 nm , 547,95 nm ist das Nächstliegende zu 546,1 nm , und 689,66 nm ist das Nächstliegende zu 700 nm. Nehmen wir also dies zuerst:

nm

689,66 nm
547,95 nm
434,78 nm
689,66 nm
547,95 nm
434,78 nm
392,16
0,0309
–0,0003
0,0103
0,0043
–0,0010
0,0582

400,00
0,1216
–0,0012
0,0452
0,0170
–0,0042
0,2548

408,16
0,4083
–0,0048
0,1657
0,0571
–0,0168
0,9332
416,67
0,7810
–0,0116
0,4193
0,1092
–0,0409
2,3618
425,53
0,7792
–0,0134
0,7226
0,1090
–0,0473
4,0698
434,78
0,0000
0,0000
1,0000
0,0000
0,0000
5,6322
444,44
–1,5670
0,0308
1,1474
–0,2191
0,1091
6,4625
454,55
–3,7974
0,0850
1,0359
–0,5310
0,3012
5,8343
465,12
–7,3069
0,1810
0,8514
–1,0217
0,6412
4,7954
470,59
–9,1013
0,2387
0,6854
–1,2726
0,8452
3,8605
476,19
–10,6896
0,2975
0,5099
–1,4947
1,0536
2,8720
481,93
–12,4462
0,3676
0,3683
–1,7404
1,3019
2,0742
487,80
–13,8208
0,4342
0,2533
–1,9326
1,5377
1,4267
493,83
–15,3676
0,5200
0,1718
–2,1489
1,8417
0,9677
500,00
–16,5448
0,6110
0,1109
–2,3135
2,1639
0,6246
506,33
–17,5875
0,7149
0,0696
–2,4593
2,5318
0,3920
512,82
–17,6791
0,8171
0,0412
–2,4721
2,8938
0,2320
519,48
–17,1087
0,9182
0,0225
–2,3923
3,2519
0,1268
526,32
–14,6551
0,9767
0,0111
–2,0492
3,4588
0,0627
533,33
–11,0877
1,0105
0,0051
–1,5504
3,5787
0,0287
540,54
–6,1282
1,0326
0,0020
–0,8569
3,6569
0,0110
547,95
0,0000
1,0000
0,0000
0,0000
3,5414
0,0000
555,56
7,4301
0,9540
–0,0007
1,0390
3,3785
–0,0041
563,38
16,1202
0,8715
–0,0011
2,2541
3,0864
–0,0061
571,43
25,9778
0,7585
–0,0012
3,6325
2,6861
–0,0070
579,71
35,0060
0,6084
–0,0015
4,8949
2,1547
–0,0085
588,24
43,5889
0,4657
–0,0019
6,0951
1,6493
–0,0105
597,01
48,0400
0,3223
–0,0018
6,7175
1,1413
–0,0103
606,06
48,3838
0,1989
–0,0018
6,7656
0,7046
–0,0099
615,38
43,3344
0,1098
–0,0013
6,0595
0,3888
–0,0074
625,00
35,3345
0,0529
–0,0011
4,9409
0,1872
–0,0061
645,16
16,5543
0,0077
–0,0002
2,3148
0,0273
–0,0013
666,67
4,9254
0,0005
0,0000
0,6887
0,0017
–0,0002
689,66
1,0000
0,0000
0,0000
0,1398
0,0000
0,0000
714,29
0,1623
0,0000
0,0000
0,0227
0,0000
0,0000
Mittelwert
7,1515
0,2824
0,1776


Hier erkennen wir die üblichen drei Farbmischkurven wieder, nur daß sie in der linken Tabelle nicht auf gleichen Rot-, Grün- und Blauanteil für weißes Licht genormt sind, sondern jede der drei Kurven auf den Wert 1 bei der Wellenlänge ihrer Grundfarbe genormt ist. Die gewaltigen R-Werte erklären sich dadurch, daß die Helligkeitswahrnehmung um 700 nm so gering ist. Teilen wir aber alle einzelnen Werte durch den Spalten-Mittelwert, dann sind sie doch auf gleichen Rot-, Grün- und Blauanteil für weißes Licht genormt. Das ist die rechte Tabelle. Dann steht das Rot-Minimum bei 512,82 nm auf –2,4721 , das Rot-Maximum bei 606,06 nm auf 6,7656 , das Grün-Maximum bei 540,54 nm auf 3,6569 , und das Blau-Maximum bei 444,44 nm auf 6,4625 . Das entspricht, im Verhältnis zueinander, ungefähr den bekannten grafischen Darstellungen der Farbmischkurven. Der Farbfehler liegt beim Grün-Minus bis zu 0,013 , beim Rot-Minus über 0,5 , beim Blau-Minus unter 0,001 . Hier bestätigt sich auch das bekannte Phänomen, daß die Grünkurve spätestens bei 680 nm praktisch auf null fällt und die Blaukurve schon früher. Es liegt nahe, daß dies in etwa diejenige Wellenlänge ist, ab der alle Wellenlängen der gleichen Orangerot-Farbart entsprechen, so daß die Kurven bis auf die Normierung der Rotkurve gleich verlaufen, wenn wir eine Grundfarbe innerhalb des Bereichs ab etwa 680 nm variieren und die zwei anderen Grundfarben festhalten.

Die 571,43 nm entsprechen am ehesten gelb. Auf der rechten Seite ist dazu die Grünmenge etwas kleiner als die Rotmenge, auf der linken Seite ist sie verschwindend kleiner. Beides wird aber vergleichbar hell empfunden, weil die empfundene Rot-Helligkeit bei gleicher Menge verschwindend kleiner als die Grün-Helligkeit wäre.

Nehmen wir zum Vergleich noch 434,78 nm , 547,95 nm und 666,67 nm , damit wir eine besser wahrnehmbare Rot-Wellenlänge haben:

nm

666,67 nm
547,95 nm
434,78 nm
666,67 nm
547,95 nm
434,78 nm
392,16
0,0063
–0,0003
0,0103
0,0043
–0,0010
0,0582
400,00
0,0247
–0,0012
0,0452
0,0170
–0,0042
0,2548
408,16
0,0829
–0,0048
0,1657
0,0571
–0,0170
0,9330
416,67
0,1586
–0,0116
0,4193
0,1092
–0,0413
2,3612
425,53
0,1582
–0,0134
0,7226
0,1090
–0,0477
4,0688
434,78
0,0000
0,0000
1,0000
0,0000
0,0000
5,6308
444,44
–0,3181
0,0310
1,1474
–0,2191
0,1099
6,4608
454,55
–0,7710
0,0854
1,0359
–0,5310
0,3032
5,8327
465,12
–1,4835
0,1817
0,8514
–1,0217
0,6452
4,7939
470,59
–1,8478
0,2395
0,6854
–1,2726
0,8504
3,8592
476,19
–2,1703
0,2985
0,5099
–1,4947
1,0598
2,8709
481,93
–2,5270
0,3688
0,3682
–1,7404
1,3093
2,0733
487,80
–2,8060
0,4355
0,2532
–1,9326
1,5462
1,4258
493,83
–3,1201
0,5215
0,1717
–2,1489
1,8515
0,9669
500,00
–3,3591
0,6126
0,1108
–2,3135
2,1749
0,6239
506,33
–3,5708
0,7166
0,0695
–2,4593
2,5440
0,3913
512,82
–3,5894
0,8188
0,0411
–2,4721
2,9069
0,2314
519,48
–3,4736
0,9199
0,0224
–2,3923
3,2657
0,1262
526,32
–2,9754
0,9781
0,0110
–2,0492
3,4723
0,0621
533,33
–2,2511
1,0116
0,0050
–1,5504
3,5912
0,0284
540,54
–1,2442
1,0332
0,0019
–0,8569
3,6679
0,0108
547,95
0,0000
1,0000
0,0000
0,0000
3,5501
0,0000
555,56
1,5085
0,9533
–0,0007
1,0390
3,3842
–0,0039
563,38
3,2729
0,8699
–0,0010
2,2541
3,0884
–0,0055
571,43
5,2743
0,7560
–0,0011
3,6325
2,6838
–0,0061
579,71
7,1073
0,6050
–0,0013
4,8949
2,1480
–0,0072
588,24
8,8498
0,4615
–0,0016
6,0951
1,6384
–0,0090
597,01
9,7535
0,3176
–0,0015
6,7175
1,1277
–0,0086
606,06
9,8233
0,1943
–0,0015
6,7656
0,6897
–0,0082
615,38
8,7982
0,1056
–0,0011
6,0595
0,3749
–0,0059
625,00
7,1739
0,0495
–0,0009
4,9409
0,1756
–0,0049
645,16
3,3610
0,0061
–0,0001
2,3148
0,0217
–0,0007
666,67
1,0000
0,0000
0,0000
0,6887
0,0000
0,0000
689,66
0,2030
–0,0001
0,0000
0,1398
–0,0003
0,0000
714,29
0,0330
0,0000
0,0000
0,0227
0,0000
0,0000
Mittelwert
1,4520
0,2817
0,1776


Tatsächlich, die Blaukurve unterscheidet sich von der vorherigen Fassung nur höchstens in der vierten Nachkommastelle, die Grünkurve allerdings in der dritten, und die Rotkurve ist nur schwächer normiert. In der Normierung werden die Grün- und Blauzahlen etwas höher, die Abweichungen zur vorherigen Fassung somit auch, aber die Rotkurve hat auf vier Nachkommastellen keine Abweichung. Der Farbfehler liegt beim Rot-Minus unter 0,4 und bleibt sonst ziemlich genau erhalten.

Bei 571,43 nm ist die Rotmenge immer noch weit größer als die Grünmenge, etwa das siebenfache; aber damit wirkt sie etwas dunkler als die Grünmenge.

Ist es nun besser als bei den Tests von 1931, daß bei diesen Tests die Wellenlänge für die Blau-Grundfarbe höher und die Wellenlänge für die Grün-Grundfarbe niedriger angesetzt wurde? Der negative Rotbereich wird natürlich schmaler, das ist wohl der Sinn der Sache. Dafür werden der schwache negative Grün- und Blaubereich breiter. Um dies in Zahlen darzustellen, die mit der Tabelle für 434,78 nm , 547,95 nm und 689,66 nm verglichen werden können, braucht es z.B. die Tabelle für 444,44 nm , 526,32 nm und 666,67 nm :

nm

666,67 nm
526,32 nm
444,44 nm

392,16
0,0074
–0,0006
0,0090

400,00
0,0299
–0,0025
0,0395

408,16
0,1007
–0,0095
0,1445

416,67
0,2051
–0,0235
0,3657

425,53
0,2585
–0,0337
0,6301

434,78
0,1953
–0,0276
0,8718

444,44
0,0000
0,0000
1,0000

454,55
–0,3091
0,0588
0,9022

465,12
–0,7648
0,1624
0,7404

470,59
–0,9858
0,2261
0,5952

476,19
–1,1632
0,2913
0,4416

481,93
–1,3339
0,3670
0,3174

487,80
–1,4326
0,4385
0,2165

493,83
–1,5012
0,5286
0,1446

500,00
–1,4752
0,6235
0,0906

506,33
–1,3788
0,7310
0,0535

512,82
–1,0923
0,8363
0,0278

519,48
–0,6729
0,9402
0,0105

526,32
0,0000
1,0000
0,0000

533,33
0,8249
1,0344
–0,0056

540,54
1,8969
1,0566
–0,0085

547,95
3,0399
1,0227
–0,0098

555,56
4,4062
0,9749
–0,0100

563,38
5,9172
0,8897
–0,0094

571,43
7,5722
0,7732
–0,0084

579,71
8,9463
0,6188
–0,0071

588,24
10,2525
0,4720
–0,0059

597,01
10,7188
0,3249
–0,0045

606,06
10,4137
0,1987
–0,0032

615,38
9,1190
0,1080
–0,0020

625,00
7,3241
0,0506
–0,0012

645,16
3,3795
0,0062
–0,0002

666,67
1,0000
0,0000
0,0000

689,66
0,2027
–0,0001
0,0000

714,29
0,0329
0,0000
0,0000

Mittelwert
2,3429
0,2832
0,1521

Der Farbfehler liegt beim Grün-Minus bis zu 0,026 (doppelt so hoch wie bei den normalen Grund-Wellenlängen) , beim Rot-Minus unter 0,2 (weniger als halb so hoch) , beim Blau-Minus weit unter 0,001 .

Würde das Rot-Minus fast verschwinden, wenn wir die Grundfarben-Wellenlängen für blau und grün noch dichter nähmen? Je dichter, um so schwächer? Sicher, aber da sie nicht übereinstimmen dürfen, müßte es einen Haken haben. Liegen zwei der Grundfarben-Wellenlängen dicht zusammen, so wird in der Rechnung der Faktor D sehr klein, bei relativ großen Summanden, so daß die Rechenergebnisse sehr groß (bedeutet hohe erforderliche Lichtintensität) und ziemlich ungenau werden müssen, aber hohe Genauigkeit brauchen. Sie durch Test zu bestätigen, würde sehr genaues Experimentieren erfordern. Außerdem werden das Grün- und Blau-Minus merklich stärker.

Deutlich besser als die üblichen drei Grundfarben ist es, die Grün- und Blauwellenlänge beide etwas tiefer zu setzen, dann können zugleich das Rot-Minus und das Grün-Minus schwächer ausfallen, bei immer noch ganz kleinem Blau-Minus. Das beste erfolgte Test-Beispiel dazu: 

nm

666,67 nm
526,32 nm
416,67 nm

392,16
0,0024
0,0000
0,0247

400,00
0,0078
0,0001
0,1079

408,16
0,0196
–0,0002
0,3951

416,67
0,0000
0,0000
1,0000

425,53
–0,0949
0,0068
1,7230

434,78
–0,2937
0,0283
2,3840

444,44
–0,5609
0,0642
2,7346

454,55
–0,8151
0,1167
2,4672

465,12
–1,1801
0,2099
2,0248

470,59
–1,3196
0,2643
1,6275

476,19
–1,4109
0,3196
1,2075

481,93
–1,5119
0,3874
0,8679

487,80
–1,5540
0,4523
0,5920

493,83
–1,5823
0,5379
0,3954

500,00
–1,5260
0,6293
0,2477

506,33
–1,4089
0,7344
0,1464

512,82
–1,1078
0,8381
0,0759

519,48
–0,6787
0,9408
0,0287

526,32
0,0000
1,0000
0,0000

533,33
0,8281
1,0341
–0,0152

540,54
1,9017
1,0561
–0,0232

547,95
3,0454
1,0221
–0,0269

555,56
4,4118
0,9743
–0,0273

563,38
5,9225
0,8891
–0,0257

571,43
7,5768
0,7726
–0,0229

579,71
8,9502
0,6184
–0,0193

588,24
10,2558
0,4717
–0,0162

597,01
10,7213
0,3246
–0,0122

606,06
10,4154
0,1985
–0,0087

615,38
9,1201
0,1079
–0,0053

625,00
7,3248
0,0505
–0,0034

645,16
3,3796
0,0062
–0,0005

666,67
1,0000
0,0000
0,0000

689,66
0,2027
–0,0001
0,0000

714,29
0,0329
0,0000
0,0000

Mittelwert
2,2576
0,2929
0,4158

Der Farbfehler liegt hier auch beim Grün-Minus weit unter 0,001 , beim Rot-Minus unter 0,2 , beim Blau-Minus immer noch weit unter 0,001 .

Eine Version mit so kleinem Rotfehler, daß der Blaufehler gerade merklich werden kann: 

nm

666,67 nm
512,82 nm
416,67 nm

392,16
0,0024
0,0000
0,0247

400,00
0,0078
0,0001
0,1079

408,16
0,0194
–0,0002
0,3951

416,67
0,0000
0,0000
1,0000

425,53
–0,0860
0,0081
1,7224

434,78
–0,2562
0,0338
2,3814

444,44
–0,4761
0,0766
2,7287

454,55
–0,6609
0,1392
2,4566

465,12
–0,9026
0,2504
2,0058

470,59
–0,9703
0,3153
1,6035

476,19
–0,9884
0,3813
1,1785

481,93
–0,9998
0,4623
0,8328

487,80
–0,9560
0,5397
0,5510

493,83
–0,8712
0,6418
0,3466

500,00
–0,6941
0,7509
0,1906

506,33
–0,4381
0,8763
0,0799

512,82
0,0000
1,0000
0,0000

519,48
0,5649
1,1226
–0,0565

526,32
1,3219
1,1932
–0,0906

533,33
2,1950
1,2339
–0,1089

540,54
3,2977
1,2601
–0,1189

547,95
4,3965
1,2196
–0,1195

555,56
5,6997
1,1626
–0,1155

563,38
7,0978
1,0609
–0,1063

571,43
8,5982
0,9219
–0,0929

579,71
9,7677
0,7379
–0,0754

588,24
10,8793
0,5628
–0,0590

597,01
11,1504
0,3873
–0,0416

606,06
10,6779
0,2369
–0,0267

615,38
9,2627
0,1287
–0,0151

625,00
7,3916
0,0603
–0,0080

645,16
3,3879
0,0074
–0,0010

666,67
1,0000
0,0000
0,0000

689,66
0,2026
–0,0001
0,0000

714,29
0,0329
0,0000
0,0000

Mittelwert
2,6449
0,3495
0,3893

Der Farbfehler liegt beim Grün-Minus immer noch weit unter 0,001 , beim Rot-Minus nur noch bis zu 0,1 , beim Blau-Minus allerdings immerhin fast bis zu 0,004 .

Eine Version, bei der kein Fehler über 0,04 liegt: 

nm

666,67 nm
493,83 nm
444,44 nm

392,16
0,0058
–0,0011
0,0092

400,00
0,0229
–0,0047
0,0401

408,16
0,0738
–0,0179
0,1471

416,67
0,1385
–0,0444
0,3721

425,53
0,1628
–0,0637
0,6393

434,78
0,1169
–0,0522
0,8793

444,44
0,0000
0,0000
1,0000

454,55
–0,1422
0,1112
0,8861

465,12
–0,3036
0,3072
0,6960

470,59
–0,3438
0,4277
0,5333

476,19
–0,3361
0,5510
0,3619

481,93
–0,2916
0,6943
0,2170

487,80
–0,1875
0,8294
0,0966

493,83
0,0000
1,0000
0,0000

500,00
0,2954
1,1794
–0,0800

506,33
0,6969
1,3827
–0,1464

512,82
1,2826
1,5820
–0,2010

519,48
1,9970
1,7785
–0,2466

526,32
2,8398
1,8917
–0,2735

533,33
3,7625
1,9568
–0,2885

540,54
4,8974
1,9988
–0,2975

547,95
5,9442
1,9347
–0,2895

555,56
7,1748
1,8443
–0,2766

563,38
8,4438
1,6831
–0,2527

571,43
9,7678
1,4626
–0,2198

579,71
10,7036
1,1706
–0,1763

588,24
11,5929
0,8929
–0,1350

597,01
11,6415
0,6146
–0,0933

606,06
10,9780
0,3759
–0,0575

615,38
9,4257
0,2043
–0,0315

625,00
7,4678
0,0957
–0,0151

645,16
3,3972
0,0118
–0,0019

666,67
1,0000
0,0000
0,0000

689,66
0,2025
–0,0002
0,0000

714,29
0,0329
0,0000
0,0000

Mittelwert
3,1471
0,5357
0,0746

Der Farbfehler liegt beim Grün-Minus unter 0,03 , beim Rot-Minus unter 0,04 , beim Blau-Minus bis zu 0,03 .

Oben wurde angemerkt, das Fernsehen verwende die Wellenlängen 465 nm , 540 nm und 610 nm ; dabei wird also keine Grundfarbe im Orangerot-Bereich genommen, so daß auch dort ein Grün-Minus entstehen muß. Versuchen wir es also mit den nächstgelegenen Wellenlängen unserer Tabelle:

nm

606,06 nm
540,54 nm
465,12 nm

392,16
0,0021
–0,0028
0,0122

400,00
0,0090
–0,0122
0,0532

408,16
0,0322
–0,0450
0,1948

416,67
0,0764
–0,1123
0,4929

425,53
0,1209
–0,1851
0,8494

434,78
0,1478
–0,2345
1,1753

444,44
0,1416
–0,2339
1,3485

454,55
0,0866
–0,1477
1,2172

465,12
0,0000
0,0000
1,0000

470,59
–0,0539
0,1004
0,8047

476,19
–0,1048
0,2034
0,5982

481,93
–0,1528
0,3098
0,4315

487,80
–0,1896
0,4051
0,2962

493,83
–0,2226
0,5114
0,2002

500,00
–0,2445
0,6163
0,1283

506,33
–0,2592
0,7283
0,0795

512,82
–0,2531
0,8320
0,0460

519,48
–0,2322
0,9298
0,0238

526,32
–0,1774
0,9782
0,0105

533,33
–0,1023
0,9977
0,0035

540,54
0,0000
1,0000
0,0000

547,95
0,1195
0,9457
–0,0019

555,56
0,2638
0,8734
–0,0023

563,38
0,4293
0,7616
–0,0021

571,43
0,6147
0,6164
–0,0016

579,71
0,7790
0,4393
–0,0012

588,24
0,9351
0,2710
–0,0009

597,01
1,0078
0,1180
–0,0003

606,06
1,0000
0,0000
0,0000

615,38
0,8875
–0,0648
0,0004

625,00
0,7193
–0,0875
0,0004

645,16
0,3350
–0,0572
0,0005

666,67
0,0995
–0,0187
0,0002

689,66
0,0202
–0,0039
0,0001

714,29
0,0033
–0,0006
0,0000

Mittelwert
0,2043
0,1975
0,2085

Der Farbfehler liegt beim Kurzwellen-Grün-Minus bis etwa 0,2 , beim Rot-Minus bis zu 0,14 , beim Blau-Minus unter 0,001 , beim neuen Langwellen-Grün-Minus bis zu 0,08 . Es hat also einen merklichen Fehler beim Grün-Minus, sogar etwas mehr als beim Rot-Minus!

Hier noch eine Variante ohne eine Grundwellenlänge im Orangerot-Bereich, bei der kein Farbfehler über 0,025 auftritt:

Nm

615,38 nm
500,00 nm
444,44 nm

392,16
0,0006
–0,0010
0,0091

400,00
0,0026
–0,0044
0,0399

408,16
0,0083
–0,0166
0,1460

416,67
0,0160
–0,0404
0,3694

425,53
0,0191
–0,0573
0,6353

434,78
0,0139
–0,0467
0,8760

444,44
0,0000
0,0000
1,0000

454,55
–0,0181
0,0974
0,8934

465,12
–0,0406
0,2675
0,7161

470,59
–0,0481
0,3709
0,5615

476,19
–0,0506
0,4759
0,3984

481,93
–0,0497
0,5973
0,2632

487,80
–0,0422
0,7105
0,1520

493,83
–0,0267
0,8525
0,0673

500,00
0,0000
1,0000
0,0000

506,33
0,0374
1,1659
–0,0520

512,82
0,0946
1,3249
–0,0920

519,48
0,1655
1,4793
–0,1232

526,32
0,2524
1,5602
–0,1408

533,33
0,3491
1,5986
–0,1497

540,54
0,4690
1,6134
–0,1537

547,95
0,5824
1,5394
–0,1481

555,56
0,7161
1,4396
–0,1390

563,38
0,8558
1,2788
–0,1236

571,43
1,0029
1,0664
–0,1030

579,71
1,1105
0,8001
–0,0774

588,24
1,2128
0,5470
–0,0531

597,01
1,2254
0,3088
–0,0300

606,06
1,1610
0,1176
–0,0116

615,38
1,0000
0,0000
0,0000

625,00
0,7940
–0,0564
0,0054

645,16
0,3621
–0,0527
0,0053

666,67
0,1067
–0,0185
0,0019

689,66
0,0216
–0,0039
0,0004

714,29
0,0035
–0,0006
0,0001

Mittelwert
0,3214
0,3985
0,1166

Der Farbfehler liegt beim Kurzwellen-Grün-Minus bis etwa 0,025 , beim Rot-Minus bis etwa 0,02 , beim Blau-Minus bis etwa 0,015 , beim neuen Langwellen-Grün-Minus bis etwa 0,025 . Zum ersten Mal alle Farbfehler unter 0,03!

Welche Variante ist die beste von allen?

Weiter: Lassen wir eine Grund-Wellenlänge im Bereich ab 666,67 nm , so kann jede Auswahl der beiden anderen Grund-Wellenlängen als Verschiebung der bisherigen Auswahl mit Verschiebung der Ergebnisse angesehen werden. Es wird allemal ein Rot-Minus zwischen beiden geben und ein Minus in den anderen beiden Kurven links und rechts davon.

Nehmen wir zwei Grund-Wellenlängen ab 677,97 nm , so wird D praktisch 0 . Nehmen wir zwei Grund-Wellenlängen bis 408,16 nm , so wird D immerhin fragwürdig klein.

Wie schon bemerkt, ist keine Variante ohne Minus zu erwarten. Unterstellen wir, daß es keinen Sinn macht, die drei Grund-Wellenlängen alle im tiefen oder alle im mittleren oder alle im hohen Bereich zu konzentrieren, also muß die kürzere im Bereich unter 500 nm sein, die mittlere im Bereich ab 500 nm unter 600 nm, und die längere über 600 nm. Abstände von 50 nm sollten sie einleuchtenderweise wenigstens haben. Auch dann ist es aber noch möglich, daß in einer Spalte der Mittelwert kleiner als null wird, die Menge zum Weißmischen also kleiner als null sein müßte, was keinen Sinn macht (z.B. mit 416,67 nm , 597,01 nm und 689,66 nm); es ist also schätzungsweise auch nötig, daß die Abstände höchstens 170 nm betragen dürfen.

Es findet sich kein besseres Ergebnis als bisher.

Dies alles bestätigt: Wie wir die drei Grundwellenlängen auch auswählen, stets ist für jede andere Wellenlänge genau eine der drei resultierenden Farbmischkurven negativ – nur mit der Ausnahme, wenn eine der drei im Orangerot-Bereich liegt, dann sind die Kurven der beiden anderen konstant null im Orangerot-Bereich. Ansonsten gilt mit λ1 < λ2 < λ3 für die Farbmischkurven k(λ) zu λ1 , l(λ) zu λ2 und m(λ) zu λ3 : Für λ < λ1 oder λ > λ3 ist k(λ) > 0 , l(λ) < 0 , m(λ) > 0 ; für λ1 < λ < λ2 ist k(λ) > 0 , l(λ) > 0 , m(λ) < 0 ; für λ2 < λ < λ3 ist k(λ) < 0 , l(λ) > 0 , m(λ) > 0 .

Das Minus läßt sich auch nicht mit mehr Grund-Wellenlängen beseitigen, nur schwächen

Wenn es nicht möglich ist, λ1 , λ2 und λ3 so zu wählen, daß die drei resultierenden Farbmischkurven ohne Minusbereiche sind: Ist es dann vielleicht möglich, drei geeignete mehrwellige Lichtstrahlen zu finden, die besser für Grundfarben zur additiven Farbmischung dienen können? Das heißt, drei bestimmte Intensitätskurven K(μ) , L(μ) und M(μ) , und dazu (in nichtnormierter Schreibweise) drei nichtnegative Farbmischkurven k(λ) , l(λ) und m(λ) , so daß für beliebige Lichtwellenlängen λ und μ gilt:

Iλ(μ) ≡ k(λ) ∙ K(μ) + l(λ) ∙ L(μ) + m(λ) ∙ M(μ)  ?

Wenn dem so wäre, müßten K(μ) , L(μ) und M(μ) jeweils (zumindest in beliebig dichter Näherung) die Summe endlich vieler einwelliger Lichtstrahlen ergeben, und die Wellenlängen von allen drei Intensitätskurven zusammengenommen (heißen λ1, λ2, λ3, λ4, ... , λm) wäre jede der drei Intensitätskurven eine Summe von all diesen, mit teilweise Intensität null, sonst Intensität größer als null. Dabei könnten alle unterschiedlichen einzelnen Intensitäten als skalare nichtnegative Vielfache von nur einer einzigen positiven Intensität aufgefaßt werden. Dann könnten in 

 Iλ(μ) ≡ k(λ) ∙ K(μ) + l(λ) ∙ L(μ) + m(λ) ∙ M(μ)  

alle diese Summen für K(μ) , L(μ) und M(μ) ohne weiteres eingesetzt werden, denn es gäbe ja nirgends ein Minus, und daraus ergäbe sich eine Entsprechung 

 Iλ(μ) ≡ k1(λ) ∙ I1(μ) + k2(λ) ∙ I2(μ) + k3(λ) ∙ I3(μ) + ... + km(λ) ∙ Im(μ) 

mit nur nichtnegativen Farbmischkurven und nur einwelligen Intensitätskurven.

Wir können uns demnach mit unserer Theorie doch auf einwellige Lichtstrahlen für die Grundfarben beschränken, sprich auf die Regenbogenfarben, aber es fragt sich hier, wenn es mit nur drei Grundfarben nicht ohne Minus geht, dann vielleicht mit mehr als drei? Schon bei Verwendung von vier Grundfarben können die Farbmischkurven nicht eindeutig sein, weil es zu jeder Auswahl aus drei der vier Grundfarben ja bereits eine Lösung aus drei Farbmischkurven gibt, wobei die Farbmischkurve der vierten Grundfarbe jeweils konstant null ist; vorausgesetzt, nur höchstens eine der der vier Grundfarben liegt im Orangerot-Bereich.

Nehmen wir also an, wir verwenden vier oder mehr Grund-Wellenlängen λ1 < λ2 < λ3 < ... < λm , und nur höchstens λm liegt im Orangerot-Bereich. Wir nehmen an, es gibt eine Entsprechung Iλ(μ) ≡ k1(λ)∙I1(μ) + k2(λ)∙I2(μ) + k3(λ)∙I3(μ) + ... + km(λ)∙Im(μ) , wobei k1(λ) ≥ 0 , k2(λ) ≥ 0 , ... , km(λ) ≥ 0 für jede Lichtwellenlänge λ sein sollen. 

Zu λ1 < λ2 < λ3 betrachten wir die eindeutigen Farbmischkurven k(λ) zu λ1 , l(λ) zu λ2 und m(λ) zu λ3 , d.h. Iλ(μ) ≡ k(λ)∙I1(μ) + l(λ)∙I2(μ) + m(λ)∙I3(μ) für jedes λ , also auch für λ = λ4 , ... , λ = λm , d.h. I4(μ) ≡ k(λ4)∙I1(μ) + l(λ4)∙I2(μ) + m(λ4)∙I3(μ) , ... , Im(μ) ≡ k(λm)∙I1(μ) + l(λm)∙I2(μ) + m(λm)∙I3(μ) . Wie am Ende des vorigen Kapitels beschrieben: Für λ < λ1 oder λ > λ3 (also auch für λ = λ4 , ... , λ = λm) ist k(λ) > 0 , l(λ) < 0 , m(λ) > 0 ; für λ1 < λ < λ2 ist k(λ) > 0 , l(λ) > 0 , m(λ) < 0 ; für λ2 < λ < λ3 ist k(λ) < 0 , l(λ) > 0 , m(λ) > 0 . 

Aus den Entsprechungen für I4(μ) bis Im(μ) ist anzunehmen: 

k1(λ)∙I1(μ) + k2(λ)∙I2(μ) + k3(λ)∙I3(μ) + k4(λ)∙I4(μ) + ... + km(λ)∙Im(μ)

≡ k1(λ)∙I1(μ) + k2(λ)∙I2(μ) + k3(λ)∙I3(μ) + k4(λ) ∙ (k(λ4)∙I1(μ) + l(λ4)∙I2(μ) + m(λ4)∙I3(μ)) + ... +

+ km(λ) ∙ (k(λm)∙I1(μ) + l(λm)∙I2(μ) + m(λm)∙I3(μ))

Dies leuchtet zwar bereits ein, ist aber wegen der negativen Koeffizienten nicht nach den bisherigen Sätzen bewiesen. Daher ein kleiner Umweg:

Die Entsprechungen für I4(μ) bis Im(μ) mit den negativen Koeffizienten heißen, es ist mit positiven Koeffizienten I4(μ) + (–l(λ4))∙I2(μ) ≡ k(λ4)∙I1(μ) + m(λ4)∙I3(μ) , ... , Im(μ) + (–l(λm))∙I2(μ) ≡ k(λm)∙I1(μ) + m(λm)∙I3(μ) . Nach den Graßmannschen Gesetzen folgt:

Iλ(μ) + (–k4(λ)∙l(λ4) – ... – km(λ)∙l(λm)) ∙ I2(μ) 

= Iλ(μ) + k4(λ)∙(–l(λ4))∙I2(μ) + ... + km(λ)∙(–l(λm))∙I2(μ) 

≡ k1(λ)∙I1(μ) + k2(λ)∙I2(μ) + k3(λ)∙I3(μ) + k4(λ)∙I4(μ) + ... + km(λ)∙Im(μ) + k4(λ)∙(–l(λ4))∙I2(μ) +...+

+ km(λ)∙(–l(λm))∙I2(μ) 

= k1(λ)∙I1(μ) + k2(λ)∙I2(μ) + k3(λ)∙I3(μ) + k4(λ) ∙ (I4(μ) + (–l(λ4))∙I2(μ)) + ... + km(λ)∙(Im(μ) +

+ (–l(λm))∙I2(μ)) 

≡ k1(λ)∙I1(μ) + k2(λ)∙I2(μ) + k3(λ)∙I3(μ) + k4(λ) ∙ (k(λ4)∙I1(μ) + m(λ4)∙I3(μ)) + ... +

+ km(λ) ∙ (k(λm)∙I1(μ) + m(λm)∙I3(μ)) =

= (k1(λ) + k4(λ)∙k(λ4) + ... + km(λ)∙k(λm)) ∙ I1(μ) + k2(λ) ∙ I2(μ) + (k3(λ) + k4(λ)∙m(λ4) + ... +

+ km(λ)∙m(λm)) ∙ I3(μ)

Je nachdem, ob  –k4(λ)∙l(λ4) – ... – km(λ)∙l(λm)  kleiner oder größer als k2(λ) ist, folgt in echter oder symbolischer Schreibweise:

Iλ(μ) ≡ (k1(λ) + k4(λ)∙k(λ4) + ... + km(λ)∙k(λm)) ∙ I1(μ) + (k2(λ) + k4(λ)∙l(λ4) + ... +

+ km(λ)∙l(λm)) ∙ I2(μ) + (k3(λ) + k4(λ)∙m(λ4) + ... + km(λ)∙m(λm)) ∙ I3(μ)

Da die Farbmischkurven k(λ) , l(λ) und m(λ) eindeutig sind, folgt:

k1(λ) + k4(λ)∙k(λ4) + ... + km(λ)∙k(λm) = k(λ)

k2(λ) + k4(λ)∙l(λ4) + ... + km(λ)∙l(λm) = l(λ)

k3(λ) + k4(λ)∙m(λ4) + ... + km(λ)∙m(λm) = m(λ)

Von den fraglichen Parametern k1(λ) , k2(λ) , k3(λ) , k4(λ) , ... , km(λ) können also nur höchstens k4(λ) bis km(λ) frei gewählt werden, denn bei jeder Wahl von k4(λ) bis km(λ) ergibt sich

0 ≤ k1(λ) = k(λ) – k4(λ)∙k(λ4) – ... – km(λ)∙k(λm) ≤ k(λ)

0 ≤ k2(λ) = l(λ) – k4(λ)∙l(λ4) – ... – km(λ)∙l(λm)

0 ≤ k3(λ) = m(λ) – k4(λ)∙m(λ4) – ... – km(λ)∙m(λm) ≤ m(λ)

Daß k(λ) ≥ 0 und m(λ) ≥ 0 sein muß, ist eine schwerwiegende Einschränkung, denn das ist beides zusammen nur für λ ≤ λ1 oder λ ≥ λ3 oder λ = λ2 der Fall, da sonst entweder k(λ) < 0 oder m(λ) < 0.

Betrachten wir nun stattdessen zu λm–2 < λm–1 < λm die eindeutigen neu bestimmten Farbmischkurven k(λ) zu λm–2 , l(λ) zu λm–1 und m(λ) zu λm ; dies ergibt in gleicher Weise ebenfalls, daß k(λ) ≥ 0 und m(λ) ≥ 0 sein muß, und das ist hier nur für λ ≤ λm–2 oder λ ≥ λm oder λ = λm–1 der Fall, da ja sonst entweder k(λ) < 0 oder m(λ) < 0 .

Zusammen ergibt dies bereits (abgesehen von den trivialen Sonderfällen, daß λ eine der Grund-Wellenlängen ist), daß die Aufgabe höchstens für λ < λ1 lösbar ist, oder λ > λm , oder λ3 < λ < λm–2 falls m > 5 .

Betrachten wir als nächstes zu λ1 < λm–1 < λm die eindeutigen neu bestimmten Farbmischkurven k(λ) zu λ1 , l(λ) zu λm–1 und m(λ) zu λm ; dies ergibt in ähnlicher Weise, daß k(λ) ≥ 0 und l(λ) ≥ 0 sein muß, und das ist hier nur für λ1 ≤ λ ≤ λm–1 oder λ = λm der Fall, da ja sonst entweder k(λ) < 0 oder l(λ) < 0 .

Somit ist die Aufgabe nur höchstens dann lösbar, wenn m > 5 , und selbst dann nur höchstens für λ3 < λ < λm–2 . Das ist zu wenig!

Zu λ1 < λ2 < λm gibt es die eindeutigen neu bestimmten Farbmischkurven k(λ) zu λ1 , l(λ) zu λ2 und m(λ) zu λm ; dies ergibt in ähnlicher Weise, daß l(λ) ≥ 0 und m(λ) ≥ 0 sein muß, und das ist hier nur für λ2 ≤ λ ≤ λm oder λ = λ1 der Fall, da ja sonst entweder l(λ) < 0 oder m(λ) < 0 . Dies bringt keine sichtliche weitere Einschränkung mehr.

Jede andere Auswahl von drei der Grundwellenlängen hat den Nachteil, daß die jeweils nichtausgewählten in unterschiedlichen Bereichen der Farbmischkurven liegen, so daß keine zwei Farbmischkurven positiv bei allen nichtausgewählten Grundwellenlängen sind und nicht so leicht Erkenntnisse daraus zu gewinnen sind.

Den Minus-Bereich bekommen wir also nicht weg, aber bekommen wir ihn mit vier Grundfarben bereits schwächer? Suchen wir vier Grundfarben aus und versuchen wir die Farbmischkurven so festzulegen, daß immer nur eine der vier Grundfarben ihre Kurve im Minus hat. Wir werden zu einem ziemlich simplen Ergebnis kommen, aber zuvor muß mit dem nötigen Aufwand begründet werden, daß es nicht besser geht.

Die Beispieltabellen mit nur drei Grundfarben im vorigen Kapitel haben ja überwiegend einen schwachen Minusbereich unterhalb von λ1, einen starken Minusbereich zwischen λ1 und λ2, einen schwachen Minusbereich oberhalb von λ2 und zwei Nullkurven im Orangerot-Bereich. Da liegt es jetzt nahe, λ1 beizubehalten, das bisherige λ2 nun als λ3 zu nehmen, dazwischen ein neues λ2 einzufügen und das bisherige λ3 nun als λ4 zu nehmen. Von den soeben betrachteten Rechenschemata empfiehlt sich dasjenige zu λ1 < λ3 < λ4 . Mit den obigen Bezeichnungen b*(λ) , g*(λ) und r*(λ) für die Farbmischkurven zum alten λ1 , λ2 und λ3 , die jetzt λ1 , λ3 und λ4 sind, bedeutet das mit einem frei wählbaren Parameter x(λ) :

Iλ(μ) ≡

≡ (b*(λ)–x(λ)∙b*(λ2)) ∙ I1(μ) + x(λ) ∙ I2(μ) + (g*(λ)–x(λ)∙g*(λ2)) ∙ I3(μ) + (r*(λ)–x(λ)∙r*(λ2)) ∙ I4(μ)

Mit x(λ) = 0 bleibt natürlich der Koeffizient von I1(μ) bei b*(λ) , der Koeffizient von I2(μ) bei 0 , der Koeffizient von I3(μ) bei g*(λ) , der Koeffizient von I4(μ) bei r*(λ) ; also für alle λ (außer den Grund-Wellenlängen selbst und dem Orangerot-Bereich) ist genau einer der vier Koeffizienten kleiner als 0 , jedoch nicht der Koeffizient von I2(μ) . Da für λ1 < λ < λ3 stets b*(λ) > 0 , g*(λ) > 0 und r*(λ) < 0 , ist insbesondere auch b*(λ2) > 0 , g*(λ2) > 0 und r*(λ2) < 0 . Je größer x(λ) gewählt wird, um so größer werden also die Koeffizienten von I2(μ) und I4(μ) , jedoch um so kleiner die Koeffizienten von I1(μ) und I3(μ) . Liegt x(λ) nahe genug über 0 , dann ist immer noch der gleiche Koeffizient als einziger kleiner als 0 , wie mit x(λ) = 0 . Liegt x(λ) hingegen nahe genug unter 0 , dann ist auch immer noch der gleiche Koeffizient kleiner als 0 , jedoch der Koeffizient von I2(μ) auch! 

Wie kann der Begriff des Farbfehlers übertragen werden? Mit b(λ) := b*(λ)–x(λ)∙b*(λ2) , t(λ) := x(λ) und g(λ) := g*(λ)–x(λ)∙g*(λ2) und r(λ) := r*(λ)–x(λ)∙r*(λ2) stellt es sich folgendermaßen da, wenn genau einer von diesen vieren kleiner als null ist. Ist nur b(λ) < 0 , so ist der Farbfehler –b(λ)∙V(λ1) ; für nur t(λ) < 0 ist er entsprechend  –t(λ)∙V(λ2) , für g(λ) < 0 ist es  –g(λ)∙V(λ3) , und für r(λ) < 0 ist es  –r(λ)∙V(λ4) .

Für welche λ hat es Zweck, x(λ) anders als null zu nehmen, also nicht bei den bloßen drei Farbmischkurven zu λ1 , λ3 und λ4 zu bleiben? Vermutlich höchstens für λ1 < λ < λ3 , was ja Zweck der Sache ist. Untersuchen wir es:

Für λ ≤ λ1 ist g*(λ) ≤ 0 , also gerät mit x(λ) > 0 ja g(λ) noch weiter ins Minus, auch wenn b(λ) nicht ins Minus kommt, sofern 0 ≤ x(λ) ≤ 
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 , also bringt dies auch nichts.

Für λ ≥ λ3 ist b*(λ) ≤ 0 , dies ist unterhalb des Orangerot-Bereichs analog wie eben, mit vertauschten Rollen von g*(λ) und b*(λ) : Mit x(λ) > 0 gerät b(λ) noch weiter ins Minus, wobei g(λ) nicht ins Minus kommt, sofern 0 ≤ x(λ) ≤ 
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 , also bringt dies ebenfalls nichts.

Wenn λ4 im Orangerot-Bereich liegt, gilt für λ im Orangerot-Bereich wie zuvor b*(λ) = g*(λ) = 0 , also ist es mit x(λ) = 0 so einfach wie zuvor.

Bleibt λ1 ≤ λ ≤ λ3 zu untersuchen, also r*(λ) ≤ 0 mit erheblichem Minus, b*(λ) ≥ 0 , g*(λ) ≥ 0 ; für diesen Fall dient ja die Überlegung. Mit x(λ) > 0 wird das Minus bei r(λ) schwächer, und dies ist gut, solange weder bei b(λ) noch bei g(λ) ein Minus eintritt, also solange x(λ) ≤ 
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 für λ2 ≤ λ < λ3 (hingegen hätte hier x(λ) < 0 keinen Sinn, weil das Minus bei r(λ) immer stärker würde). Der Farbfehler wird mit dem schwächeren r(λ) geringer, und am geringsten wird er mit dem schwächsten zulässigen r(λ) , d.h. für λ1 ≤ λ ≤ λ2 mit x(λ) = 
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Iλ(μ) ≡ (b*(λ) – 
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∙r*( λ2)) ∙ I4(μ) , und dies muß mit den vorherigen Farbmischkurven zu λ1 , λ2 und λ4 übereinstimmen; und für λ2 ≤ λ ≤ λ3 mit x(λ) = 
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 , da muß es entsprechend mit den vorherigen Farbmischkurven zu λ2 , λ3 und λ4 übereinstimmen.

Ergebnis: Außer für λ1 ≤ λ ≤ λ3 behalten wir die Farbmischkurven zu λ1 , λ3 und λ4 (die zutreffenden Minusbereiche sind die der λ3-Kurve für λ < λ1 und der λ1-Kurve für λ3 < λ < λ4 und ggf. der λ3‑Kurve für λ > λ4), aber für λ1 ≤ λ ≤ λ2 nehmen wir die zu λ1 , λ2 und λ4 (der zutreffende Minusbereich ist der der λ4-Kurve), und für λ2 ≤ λ ≤ λ3 nehmen wir die zu λ2 , λ3 und λ4 (der zutreffende Minusbereich ist der der λ4-Kurve).

Wir können also λ1 , λ3 und λ4 gemäß den Beispielen des vorigen Kapitels so wählen, daß die Minusbereiche der λ3-Kurve und der λ1-Kurve gerade so groß werden, wie wir sie akzeptieren; und dann λ2 so wählen, daß der Minusbereich derjenigen λ4-Kurve, die sich auf λ1 , λ2 und λ4 bezieht, möglichst ebenso groß wird wie der Minusbereich derjenigen λ4-Kurve, die sich auf λ2 , λ3 und λ4 bezieht.

Beispiel-Lösungen mit λ4 = 666,67 nm : 

Wir hatten gesehen, daß mit λ1 = 416,67 nm , λ3 = 526,32 nm und λ4 = 666,67 nm erreicht wird, daß der Farbfehler unterhalb λ1 und oberhalb λ3 weit unter 0,001 bleibt, und daß auf diese Art der Farbfehler zwischen λ1 und λ3 unter 0,2 schrumpft. Wählen wir λ2 = 500,00 nm , so schrumpft der Farbfehler zwischen λ1 und λ2 auf etwas über 0,07 und zwischen λ2 und λ3 auf bis zu 0,07 ; der Rot-Fehler bleibt also auf diese Weise deutlich merklich, wenn die übrigen Fehler unmerklich bleiben sollen (es sei denn, es würden statt nur einer Türkis-Grundfarbe etliche in verschiedenen Wellenlängen zugeschaltet).

λ1 = 434,78 nm , λ2 = 476,19 nm , λ3 = 493,83 nm und λ4 = 666,67 nm : Farbfehler unterhalb λ1 bis zu 0,010 , oberhalb λ3 etwas unter 0,024 , zwischen λ1 und λ2 bis zu 0,018 , und zwischen λ2 und λ3 bis zu 0,010 . Etwas besser als mit nur drei Grundfarben, aber nicht sehr viel.

λ1 = 434,78 nm , λ2 = 476,19 nm , λ3 = 500,00 nm und λ4 = 666,67 nm : Farbfehler unterhalb λ1 bis zu 0,010 , oberhalb λ3 bis zu 0,013 , zwischen λ1 und λ2 bis zu 0,018 , und zwischen λ2 und λ3 bis zu 0,024 . Etwas besser als mit nur drei Grundfarben, aber nicht sehr viel.

λ1 = 434,78 nm , λ2 = 481,93 nm , λ3 = 500,00 nm und λ4 = 666,67 nm : Farbfehler unterhalb λ1 bis zu 0,010 , oberhalb λ3 bis zu 0,013 , zwischen λ1 und λ2 bis zu 0,026 , und zwischen λ2 und λ3 bis zu 0,014 . Etwas schlechter.

λ1 = 444,44 nm , λ2 = 481,93 nm , λ3 = 500,00 nm und λ4 = 666,67 nm : Farbfehler unterhalb λ1 bis zu 0,024 , oberhalb λ3 bis zu 0,014 , zwischen λ1 und λ2 bis zu 0,0 , und zwischen λ2 und λ3 bis zu 0,0 . Etwas besser als mit nur drei Grundfarben, aber nicht sehr viel.

Andere Beispiel-Lösungen:

λ1 = 434,78 nm , λ2 = 481,93 nm , λ3 = 506,33 nm und λ4 = 625,00 nm : Farbfehler unterhalb λ1 bis zu 0,010 , zwischen λ3 und λ4 bis zu 0,007 , oberhalb λ4 bis zu 0,012 , zwischen λ1 und λ2 bis zu 0,011 , und zwischen λ2 und λ3 bis zu 0,013 . Ein Stück besser als mit nur drei Grundfarben.

λ1 = 434,78 nm , λ2 = 476,19 nm , λ3 = 500,00 nm und λ4 = 625,00 nm : Farbfehler unterhalb λ1 bis zu 0,010 , zwischen λ3 und λ4 bis zu 0,013 , oberhalb λ4 bis zu 0,012 , zwischen λ1 und λ2 bis zu 0,008 , und zwischen λ2 und λ3 bis zu 0,010 . Ein Stück besser als mit nur drei Grundfarben.

Andere Auffassungen von Grundfarben

Die anderen praxisverwendeten Grundfarbartmodelle, wie CMY (cyan/magenta/gelb) und CMYK (cyan/magenta/gelb/tiefschwarz) auf dem Farbdrucker, oder auch solche Farbmodelle, die sich auf Farbkreis, Farbsättigung und Helligkeit beziehen (wie HSV-Modell) – sie lassen sich vom RGB-Modell mit den Grundfarbarten rot, grün und blau ableiten und können die besagten Manko-Farbarten ebenfalls nur höchstens mit negativen Koeffizienten darstellen, also in der Praxis ebenfalls nicht. Die CIE entwickelte damals ein Farbmodell mit drei additiven Grundfarbarten, die ganz andere als rot, grün und blau sind und die es nicht wirklich gibt, weil sie keiner Intensitätskurve entsprechen. Aus dem RGB-Modell läßt sich eine Farbart leicht linear in dieses Modell umrechnen und umgekehrt, und jede Regenbogenfarbart hat darin positive Koeffizienten. Sie werden daher mit XYZ bezeichnet

(http://www.wisotop.de/Farbvalenzen-XYZ-Spektralfarbzug.shtml 
Vorlesungen »Farbmanagement« und »Farbraumtransformationen« an der Fakultät 07 für Informations-, Medien- und Elektrotechnik der Fachhochschule Köln vom Sommersemester 2004 bis zum Sommersemester 2008, Ulrike Häßler). Die Zahlen dazu stehen z.B. bei

http://de.wikipedia.org/wiki/RGB-Farbraum  und 

http://www.marc-janott.de/marc/uni/bildkommunikation_ss00/cie.html  und

http://www.tu-ilmenau.de/fileadmin/public/lichttechnik/Praktikum/Farb_CCD_2013.pdf 
(dort Seite 4) unterschiedlich. Zum letzteren beurteilen wir die dortigen Zahlen und können bestätigen, daß die gedachten Farben X , Y und Z nicht durch irgendwelche Intensitätskurven realisierbar sind: Nein, X nicht, weil ein nennenswerter negativer Grünanteil nur bei den niedrigen Wellenlängen zustande kommt, wo die Blaukurve hoch ausschlägt. Z nicht, weil im negativen Rot-Bereich das Grün nicht derart klein im Vergleich zu rot ist. Y hingegen kommt der Wellenlänge um 500 nm nahe. Und es gibt ja bekanntlich keine drei minusfreien Intensitätskurven, geschweige denn drei einzelne Wellenlängen, die wir als bessere Grundfarben anstelle von orangerot, mittelgrün und violettblau ansehen könnten, weil sie nur minusfreie Farbmischkurven hätten. Sonst wäre das Farbmodell der CIE sicherlich ganz anders konstruiert worden, und die gesamte Farbfoto-, -film- und -fernsehtechnik wohl auch.

Andere Stellen sagen, das XYZ-Modell ist so konstruiert, daß Y dem Helligkeitsempfinden des Farbeindrucks entspricht. Es gilt bei diesen Stellen

Y = 0,299 ∙ R + 0,587 ∙ G + 0,114 ∙ B

( http://farbe-computer.de/kapitel27.html  Kai Greve, Albert-Fritz-Str. 59, 69124 Heidelberg). Dies entspricht der o.g. Hellempfindlichkeitskurve für die genannten Grund-Wellenlängen beim Fernseher, die ja nicht 435,8 nm und 546,1 nm und > 670 nm sind.

Mir ist nicht klar, wozu das XYZ-Modell gut sein soll, da diese Grundfarben doch nicht realisierbar sind.

Schwarzweiß-Darstellung

Dieser Y-Wert ist, seit das Fernsehprogramm in Farbe gesendet wird, immer noch wichtig für die restlichen Schwarzweiß-Fernseher: Sie brauchen den Y-Wert, während die Farbfernseher für ihre Bildpunkte die Werte R, G und B brauchen. Und für Schwarzweiß-Kameras waren und sind Farbfilter weitgehend üblich, die sich nach dieser Formel richten (die also Rotlicht am stärksten durchlassen, Blaulicht am schwächsten), denn aus diesem Grund entspricht die empfundene Helligkeit beim Anblick unserer Umgebung nicht der wahren Intensität des Lichtes, und nur mit passendem Farbfilter läßt sich die Intensität entsprechend berichtigen, so daß das Schwarzweiß-Bild die Helligkeiten so wiedergibt, wie sie im wahren Anblick empfunden werden. Aber je nachdem, was man fotografiert, empfiehlt sich ein solcher Farbfilter oder ein anders gearteter. Denn die Farbkontraste, die die fotografierten Objekte in der Wirklichkeit haben und die ja in Schwarzweiß wegfallen müssen, sollten möglichst auf diese Art durch Helligkeitskontraste ersetzt werden, auch wenn die fotografierten Objekte in der Wirklichkeit keinen großen Helligkeitskontrast haben – sonst wird das Bild nicht ganz deutlich. 

Fotografiert man z.B. grüne Blätter mit roten Früchten dazwischen, und sind die Früchte gerade so dunkel, daß ihr reflektiertes Licht etwas mehr als halb so intensiv wie das der Blätter ist – dann wirken Blätter und Früchte im wahren Anblick etwa gleich dunkel und wirken auch auf einem Schwarzweiß-Foto gleich dunkel, das mit einem formelgemäßen Farbfilter geschossen wurde, also sind die Früchte auf dem Foto nicht zu erkennen. Auf einem Schwarzweiß-Foto ohne Farbfilter sind sie eher zu erkennen. Jedoch in einem anderen Fall, wenn die Früchte heller und ihr Licht gerade so intensiv wie das der Blätter ist – dann wirken die Früchte im wahren Anblick heller als die Blätter, auf einem Schwarzweiß-Foto mit formelgemäßen Farbfilter ebenfalls, aber ohne Farbfilter sind sie nicht zu erkennen. In allen diesen Varianten ist aber der Helligkeitskontrast auf dem Schwarzweiß-Foto nicht sehr groß. Zuweilen wurden darum in der Schwarzweiß-Fotografie schon früh auch andere Farbfilter eingesetzt, die stattdessen die Grauwerte absichtlich noch mehr verzerren. Damit wirkt das Bild zwar stellenweise unnatürlich hell und stellenweise unnatürlich dunkel, kann aber gerade deswegen deutlicher sein. Die Früchte zwischen den Blättern sind natürlich dann am deutlichsten, wenn man sie extra dunkel und die Blätter extra hell macht, oder umgekehrt – also Rotlicht voll durch den Filter durchläßt und Grünlich sehr schwach, oder umgekehrt.

RGB-Code einer Intensitätskurve

Jeder einwellige Lichtstrahl einer Wellenlänge λ hat ja gemäß den Farbmischkurven seine „Anteile“ r*(λ) an rot, g*(λ) an grün und b*(λ) an blau (egal welches rot, grün und blau, also welche Wellenlängen; es gibt ja in Theorie und Praxis verschiedene Auslegungen dazu, wie gesagt).

Ist ein Lichtstrahl vielwellig mit beliebiger Intensitätskurve I(λ) und Gesamtintensität I , so besteht er (wenigstens angenähert) aus vielen zusammengesetzten einwelligen Lichtstrahlen der Wellenlängen λ1 , λ2 , λ3 , ... , λn . Nun bezeichne I1(λ) die Intensitätskurve mit I1(λ1) := I und I1(λ) := 0 für λ ≠ λ1 ; I2(λ) die Intensitätskurve mit I2(λ2) := I und I2(λ) := 0 für λ ≠ λ2 ; usw. ; der einwellige Lichtstrahl mit Wellenlänge λ1 und Intensität I(λ1) hat so die Intensitätskurve 
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I(λ) ≈ 
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Nun bezeichne Ib(λ) die Intensitätskurve, die bei der Blau-Wellenlänge die Intensität I hat und sonst überall null ist; Ig(λ) desgleichen bei der Grün-Wellenlänge und Ir(λ) desgleichen bei der Rot-Wellenlänge; die Farbmischkurven besagen:

I1(λ) ≡ b*(λ1)∙Ib(λ) + g*(λ1)∙Ig(λ) + r*(λ1)∙Ir(λ)

I2(λ) ≡ b*(λ2)∙Ib(λ) + g*(λ2)∙Ig(λ) + r*(λ2)∙Ir(λ)

...  

In(λ) ≡ b*(λn)∙Ib(λ) + g*(λn)∙Ig(λ) + r*(λn)∙Ir(λ)

Daraus folgt:
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∙b*(λ1)∙Ib(λ) + 
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∙g*(λ1)∙Ig(λ) + 
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Und in Summe:
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 ∙ Ir(λ)

Dies ist ein dreiwelliger Strahl 
aus rot mit Intensität R* := I(λ1)∙r*(λ1) + I(λ2)∙r*(λ2) + ... + I(λn)∙r*(λn), 
aus grün mit Intensität G* := I(λ1)∙g*(λ1) + I(λ2)∙g*(λ2) + ... + I(λn)∙g*(λn) 
und blau mit Intensität B* := I(λ1)∙b*(λ1) + I(λ2)∙b*(λ2) + ... + I(λn)∙b*(λn) ; 
vorausgesetzt, die Intensitätskurve I(λ) verläuft so, daß sich ergibt: R* ≥ 0 , G* ≥ 0 , B* ≥ 0 . Wenn I(λ) unendlich viele Wellenlängen verwendet, müßten wir diese Näherung unbegrenzt verfeinern und die Anzahl der betrachteten Wellenlängen zwischen 350 nm und 750 nm damit unbegrenzt erhöhen (entgegen unserer ganzen bisherigen Sichtweise), und so würde I(λ) "unendlich" klein. Hier hilft die Betrachtungsweise, für jede Lichtwellenlänge λ die Intensitätskurve I(λ) nur für Lichtwellenlängen unterhalb von λ zu betrachten und deren Intensität mit J(λ) zu bezeichnen, d.h. J(λ) sei die Teil-Intensität, die unsere vorgegebene Intensitätskurve für alle Wellenlängen von 350 nm bis λ zusammen aufweist. Mit wachsendem n werden I(λ1) , I(λ2) , ... , I(λn) jeder „unendlich“ klein, aber I(λ1) ≈ J(λ2) – J(λ1) ≈ J'(λ1)∙(λ2–λ1) , I(λ2) ≈ J(λ3) – J(λ2) ≈ J'(λ2)∙( λ3–λ2) usw. Dabei stellt J' die Ableitungsfunktion von J im Sinne der Differentialrechnung dar. Wir kämen also für die Rot-Intensität R* auf ein Integral über J'(λ)∙r*(λ) , für die Grün-Intensität G* auf ein Integral über J'(λ)∙g*(λ) , für die Blau-Intensität B* auf ein Integral über J'(λ)∙b*(λ) . 

Es ist nach dieser Rechnung

I(λ) ≡ 
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So entsprechen sich die Intensitäten, aber für einen Lichtstrahl mit gleich verteilter Intensität über alle Wellenlängen, der weiß oder grau ergibt, gilt nicht R* = G* = B* . Daher definieren wir noch R := 
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 , G := 
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 , wobei rm der Mittelwert von r*(λ) sei, gm der Mittelwert von g*(λ) und bm der Mittelwert von b*(λ) . Für den Lichtstrahl mit gleich verteilter Intensität ist dann R = G = B = I . Das Tupel (R,G,B) heißt der RGB-Code von I(λ) .

Ein anderer, "verwandter" Lichtstrahl mit Intensitätskurve c∙I(λ) bei beliebigem dimensionslosem c > 0 kommt auf die Intensitäten c∙R und c∙G und c∙B .

Hat eine andere Intensitätskurve K(λ) mit gleichem Farbeindruck wie I(λ) stets den gleichen RGB-Code wie I(λ) ? Ja, denn wenn bei dem dreiwelligen grundfarbigen Lichtstrahl einer oder mehrere der Werte R, G, B verändert werden, muß ein anderer Farbeindruck entstehen. Jeder Farbeindruck hat also einen eindeutigen RGB-Code.

Da I(λ) und damit I nach oben unbegrenzt sind, sind auch R, G und B nach oben unbegrenzt. Auf Fotos, Drucken, Bildschirmen, Filmen usw. gibt es aber freilich künstliche Obergrenzen. Dann wird oft der Begriff der Komplementärfarbe so aufgefaßt, daß man R, G und B jeweils vom Maximalwert abzieht. Das hat jedoch zur Folge, daß verschiedene Farbeindrücke mit gleicher Farbart und unterschiedlicher Intensität dann als Komplemetärfarben verschiedene Farbarten haben. Nimmt man z.B. das volle, kräftige Orangerot, d.h. R hat den Maximalwert und G und B sind null, dann ergibt diese Auffassung für R null und für G und B jeweils den Maximalwert, das ist ganz richtig das volle, kräftige Cyan. Nimmt man hingegen orangerot in halber Intensität, d.h. R hat die Hälfte des Maximalwertes und G und B sind null, dann ist das die gleiche Farbart wie das volle, kräftige Orangerot, jedoch ergibt diese Auffassung nun für R immerhin die Hälfte des Maximalwertes und für G und B jeweils den Maximalwert, was nicht der Farbart Cyan entspricht, sondern sie in Richtung zum Weiß verschiebt. Das mag in mancher Hinsicht richtig sein, auch wenn demnach das Komplement einer Farbart keinen Sinn macht. Wir werden trotzdem noch auf ein solches zurückkommen.

rgb-Code einer Intensitätsnormkurve oder einer Farbart

Der Intensitätsnormkurve i(λ) = 
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∙I(λ) ist eigentlich die Entsprechung zuzuordnen, daß rot mit der dimensionslosen Kennzahl 
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[image: image162.wmf]I

B

G

R

+

+

  , was vielleicht nicht 1 ist, jedoch verhalten sich r := 
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 und g := 
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 und b := 
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 zueinander wie R und G und B, und sie ergeben in Summe 1. Da jede andere Intensitätskurve mit gleicher Intensitätsnormkurve ein Vielfaches von dieser Intensitätskurve ist, d.h. ein c∙I(λ) bei beliebigem dimensionslosem c > 0 , so hat sie statt R und G und B die Werte c∙R und c∙G und c∙B , was auf die gleichen Werte für r und b und g führt. Also sind für jede Intensitätsnormkurve ihre RGB-Werte r, g, b mit Summe 1 eindeutig, und auch ihre Werte für 
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∙B sind eindeutig, die sich zueinander ebenso verhalten, wie sich r und g und b zueinander verhalten.

Daß zwei Intensitätsnormkurven i(λ) und k(λ) die gleiche Farbart haben, heißt (s.o.): es gibt eine Intensität C > 0 und eine Intensität D > 0 , so daß die Intensitätskurven C∙i(λ) und D∙k(λ) den gleichen Farbeindruck erzeugen, also den gleichen RGB-Code (R , G , B) haben. Da ihre Gesamtintensitäten C und D aber verschieden sein können, können die Tupel (
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∙B) also verschieden sein, nämlich bei i(λ) als (
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) und bei k(λ) als (
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) . Nur Tupel (r , g , b) ist bei gleicher Farbart immer gleich, es kann also als der rgb-Code der Farbart bezeichnet werden. Jede zu i(λ) gehörige Intensitätskurve hat die Form C ∙ i(λ) mit beliebiger Intensität C > 0 , und wenn ihr RBG-Code (R , G , B) ist, dann gibt es eine Intensität C* > 0 (nämlich R+G+B , was nicht unbedingt C ist), so daß R = r∙C* , G = g∙C* , B = b∙C* .

RGB-Code in der additiven Farbmischung anwendbar, rgb-Code nicht
Hat eine Intensitätskurve I1(λ) demnach den gleichen Farbeindruck wie die Grundfarben-Kombination mit den Intensitäten R1 , G1 und B1 , und hat eine Intensitätskurve I2(λ) demnach den gleichen Farbeindruck wie die Grundfarben-Kombination mit den Intensitäten R2 , G2 und B2 , dann hat die addierte Intensitätskurve I1(λ) + I2(λ) den gleichen Farbeindruck wie die Grundfarben-Kombination mit den Intensitäten R1 + R2 , G1 + G2 und B1 + B2 ; die RGB-Codes addieren sich also.

Da zuvor die gewichtete Addition von zwei Farbarten mit den Gewichten a und b mit a + b = 1 als nicht eindeutig erkannt wurde, kann also die gewichtete Addition von zwei rgb-Codes (r1 , g1 , b1) und (r2 , g2 , b2) nicht sinnvoll sein: Das Tupel (a∙r1 + b∙r2 , a∙g1 + b∙g2 , a∙b1 + b∙b2) hat zwar die Summe 1, ist aber nicht unbedingt der rbg-Code der Additions-Intensitätsnormkurve zu i1(λ) mit der Gewichtung a und zu i2(λ) mit der Gewichtung b, wenn i1(λ) irgendeine Intensitätsnormkurve mit rgb-Code (r1 , g1 , b1) und i2(λ) irgendeine Intensitätsnormkurve mit rgb-Code (r2 , g2 , b2) ist. Vielmehr ist diese Additions-Intensitätsnormkurve a∙i1(λ) + b∙i2(λ) = 
[image: image178.wmf]1

I

a

∙ i1(λ) + 
[image: image179.wmf]2

I

b

∙ i2(λ) , jede ihr zugehörige Intensitätskurve hat die Form C ∙ (a∙i1(λ) + b∙i2(λ)) mit beliebiger Intensität C > 0 , d.i. a∙C∙i1(λ) + b∙C∙i2(λ) ; C∙i1(λ) hat einen RGB-Code (r1∙C1* , g1∙C1* , b1∙C1*) ; C∙i2(λ) hat einen RGB-Code (r2∙C2* , g2∙C2* , b2∙C2*) ; jedoch kann C1* ≠ C2* sein; 

C ∙ (a∙i1(λ) + b∙i2(λ)) hat somit RGB-Code 

(a∙r1∙C1* + b∙r2∙C2* , a∙g1∙C1* + b∙g2∙C2* , a∙b1∙C1* + b∙b2∙C2*) ; die Summe des R und G und B hierin ist a∙C1* + b∙C2* ; für die Additions-Intensitätsnormkurve folgt der rgb-Code, dessen r lautet  
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 , und nur im Fall C1* = C2* wäre dies 

a∙r1 + b∙r2 , sonst hängt es von 
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 ab; für g und b ist es analog.

Begriff des Farbtones und seines Komplementes

Farbtöne im engeren Sinn sind solche Farbarten, bei denen wenigstens eine der drei Komponenten r, g und b den Wert 0 hat, die beiden anderen zwischen 0 und 1 . Dies können wir so ausdrücken, daß die Farbart gesättigt und nicht mit weiß durchmischt ist. Wer den Farbkreis oder das gleichbedeutende Farbdreieck kennt, weiß, daß dies genau diesem Begriff der Farbtöne entspricht. Der Bereich mit r = 0 reicht von blau über cyan bis zu grün, ähnelt also einem Teil des Regenbogens, ist ihm aber doch nicht gleich, weil dieser Teil des Regenbogens wie gesagt eben doch nicht Rotanteil null hat, sondern unter null. Der Bereich mit b = 0 reicht von grün über gelb bis rot, entspricht also fast genau dem weiteren Teil des Regenbogens bis zum Ende. Der Bereich mit g = 0 reicht von rot über purpur (einschließlich magenta) über violett bis zu blau, hat also größtenteils im Regenbogen keine Entsprechung, gibt aber im Übrigen den kleinen Rest des Regenbogens wieder.

Der Farbkreis und der Begriff der Farbtöne stützen sich also auf die Vorgabe, welche Wellenlängen für die Grundfarben blau, grün und rot angenommen werden. Sie sind daher nicht naturgegeben, sondern ein wenig willkürlich festgelegt.

Zu einem Farbton läßt sich der komplementäre Farbton definieren. Die Idee dazu ist, jede Komponente im Tupel von der größten abzuziehen und dann das ganze Tupel mit einem Faktor malzunehmen, so daß die Summe der Komponenten wieder 1 ergibt. Bei diesem Faktor ist zu beachten, daß beide Ausgangskomponenten zusammen 1 in Summe ergeben. Das führt zu folgenden Ergebnissen: 
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Das Komplement von (0 , g , b) mit g ≥ b ist (
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Das Komplement von (r , 0 , b) mit r ≥ b ist ( 0 ,
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Das Komplement von (r , 0 , b) mit b ≥ r ist (
[image: image195.wmf]1

-

3b

r

-

b

,
[image: image196.wmf]1

-

3b

b

, 0 ) = (
[image: image197.wmf]1

-

3b

1

-

2b

,
[image: image198.wmf]1

-

3b

b

, 0 ) . 

Das Komplement von (r , g , 0) mit r ≥ g ist ( 0 ,
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Das Komplement von (r , g , 0) mit g ≥ r ist (
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Darstellung der Farbarten mit Hilfe von Farbton und Sättigungsgrad

Jeder Farbart mit einem Code (r, g, b) mit r + g + b = 1 , außer weiß/grau (
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) , können wir einen zugehörigen Farbton zuordnen, nämlich:  ( 0 ,
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d.h. die kleinste der drei Komponenten r, g und b wird einfach von allen drei Komponenten abgezogen, so daß (wenigstens) eine Komponente 0 wird, und da die beiden anderen dann in Summe kleiner als 1 sind, werden sie mit dem gleichen Faktor malgenommen, um wieder auf Summe 1 zu kommen. Wer das HSV-Farbmodell kennt (hat nichts mit Fußball zu tun, siehe http://de.wikipedia.org/wiki/HSV-Farbraum ), kann sich davon überzeugen, daß ihm diese Zuordnung entspricht.

Bezeichnen wir z.B. ( 0 ,
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 = b* , so heißt das gleichbedeutend: g = r + g*∙(1–3r) und b = r + b*∙(1–3r) .

Nun ist noch wichtig zu betrachten, wie weit die Farbart vom zugehörigen Farbton abweicht. Dies heißt der Sättigungsgrad, es gibt verschiedene Möglichkeiten zu seiner Definition. Jedenfalls muß er 1 sein für jede Farbart, die selbst ein Farbton ist, und 0 für weiß/grau, sonst dazwischen.

Die einfachste Definitions-Möglichkeit des Sättigungsgrades (paßt aber nicht zum HSV-Farbmodell) ist 1 – 3 ∙ min , wobei min die kleinste der Zahlen r, g und b ist. Welches ist dann jeweils die zugehörige Farbart zu einem beliebigem Farbton und einer beliebigen Zahl s zwischen 0 und 1 als Sättigungsgrad? Die Definition  s = 1 – 3 ∙ min   ist natürlich gleichbedeutend mit min = 
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, so daß sich min sofort aus s ergibt, und min ist stets diejenige der drei Zahlen r, g und b, deren Position im Farbton den Wert 0 hat. Das bedeutet: 

Für einen Farbton mit Code (0 , g* , b*) mit g* + b* = 1 ist die zugehörige Farbart mit Sättigungsgrad s:  (
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 + b*∙s ) . Für einen Farbton mit Code (r* , 0 , b*) mit r* + b* = 1 ist die zugehörige Farbart mit Sättigungsgrad s: (
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 + b*∙s ) . Für einen Farbton mit Code (r* , g* , 0) mit r* + g* = 1 ist die zugehörige Farbart mit Sättigungsgrad s:  
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Die dem HSV-Farbmodell entsprechende Definitions-Möglichkeit des Sättigungsgrades ist der Quotient 1 – 
[image: image230.wmf]max
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 , wobei max die größte der Zahlen r, g und b ist und min die kleinste. Welches ist dann jeweils die zugehörige Farbart zu einem beliebigen Farbton und einer beliebigen Zahl s zwischen 0 und 1 als Sättigungsgrad? Schwieriger, weil diese Definition mehr als eine der Zahlen r, g und b braucht; min ergibt sich nicht sofort aus s, sondern min = max ∙ (1–s) . 

Beispielsweise, wenn g ≥ b ≥ r , so wird aus g = r + g*∙(1–3r) dann 

g = g∙(1–s) + g*∙(1–3g∙(1–s)) = g∙(1–s)∙(1–3g*) + g* , gleichbedeutend mit 

g* = g – g∙(1–s)∙(1–3g*) = g∙(s+3∙g*–3g*∙s) , also g = 
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umgestellt heißt das 
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 ; zugleich wird aus b = r + b*∙(1–3r) = r ∙ (1 + b*∙(
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 , ist hier tatsächlich g ≥ b ≥ r . Das bedeutet: Für einen Farbton mit Code (0 , g* , b*) mit g* + b* = 1 und 1 ≥ g* ≥ 
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, 1–s , 1 ) . Für einen Farbton mit Code (r* , 0 , b*) mit r* + b* =1 und 1 ≥ r* ≥ 
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[image: image256.wmf]*

g

s

, 1 , 1–s ).

(Mögliche) Vollendung des Komplement-Begriffes

Für (r , g , b) ist das Komplement des zugehörigen Farbtons im Fall g ≥ b ≥ r (als Beispiel) das Komplement von 
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Als das Komplement von (r , g , b) könnten wir nun die Farbart ansehen, die zu Farbton 
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Nach der ersteren Sättigungsgrad-Definition ist s = 1–3r , und die gesuchte Farbart ist 

(
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 konvergieren gegen 0 , weil der Zähler quadratisch und der Nenner linear gegen 0 konvergiert. Für r = 0 stimmt es natürlich mit dem zuvor definierten Farbton-Komplement überein, für r→
[image: image277.wmf]1

-

3g

r)

-

s·(g

 konvergiert es gegen (
[image: image278.wmf]3

1

,
[image: image279.wmf]3

1

,
[image: image280.wmf]3

1

) . Stets ist der Rotanteil am größten und der Grünanteil am kleinsten, zur Ausgangs-Farbart genau umgekehrt, so wie wir es erwarten.

Nach der anderen Sättigungsgrad-Definition ist s = 1 – 
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) . Für r = 0 stimmt es natürlich mit dem zuvor definierten Farbton-Komplement überein, für r = 
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 ist es (
[image: image300.wmf]3

1

,
[image: image301.wmf]3

1

,
[image: image302.wmf]3

1

) . Sonst unterscheidet es sich von der Version im vorherigen Absatz, wenn nicht g + r = 
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 ! Stets ist der Rotanteil am größten und der Grünanteil am kleinsten, zur Ausgangs-Farbart genau umgekehrt, so wie wir es erwarten.

RGB-Code, CMY-Code und CMYK-Code im Farbdruck

Wie wir oben gesehen haben, genügt es bei der subtraktiven Farbmischung nicht festzulegen, welche Farbe der Farbstoff bzw. Farbfilter hat, sondern es kommt darauf an, wie die Materialkurve τ(λ) verläuft. Wir können also nicht ganz allgemein bei zwei Farbfiltern, deren Farbarten wir jeweils als Tupel von drei Grundfarben beschreiben, von diesen zwei Tupeln auf das Ergebnis schließen. Es macht nur Sinn, einem Drucker mindestens drei Farbstoffe zu einzubauen, so wie oben beschrieben:

Der Gelb-Farbstoff läßt die Wellenlängen für rot und grün voll durch (also τ(λ) = 1) und alle übrigen nur zum begrenzten Grad. Entsprechend der Cyan-Farbstoff bei den Wellenlängen für blau und grün mit vollem Durchlaß, ansonsten begrenzt; Magenta-Farbstoff bei den Wellenlängen für blau und rot voll, ansonsten begrenzt; ggf. Schwarz-Farbstoff bei allen Wellenlängen begrenzt. Jeweils ab Farbstoffmenge M0 ist dieser begrenzte Grad praktisch 0 , τ(λ) = 0 .

Farbeindrücke mit beliebig hohen Intensitäten sind freilich nicht druckbar, heller als das Papier geht es nicht. Der Anblick einer blendenden Sonne oder Lampe kann also nicht richtig wiedergegeben werden. Der Drucker ist für die Farbeindrücke ähnlich beschränkt wie der Fernseher. Setzen wir für den RGB-Code eine Obergrenze M1 fest, die das Maximum für R, für G und für B ist. 

Um den Farbeindruck wiederzugeben, braucht es im Dreifarbendruck für cyan die Menge 

C = M0 ∙ (1 – 
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) , für magenta M = M0 ∙ (1 – 
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) , für gelb Y = M0 ∙ (1 – 
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B

) . So wird jede der drei additiven Grundfarben von zwei Farbstoffen voll durchgelassen, vom dritten aber nur begrenzt, und dessen Menge ist genau an sein Bedürfnis angepaßt. 

Für den Vierfarbendruck ist es das einfachste, für schwarz die Menge K als den kleinsten der drei Werte C, M, Y aus dem Dreifarbendruck festzulegen und jeden dieser drei Werte um K zu vermindern. Das heißt, genau so viel Menge, wie sowohl von cyan als auch von magenta als auch von gelb verlangt war, wird durch schwarz ersetzt, aber nur einmal diese Menge, nicht dreimal. Das leuchtet ein, weil gleiche Menge an cyan, magenta und gelb bedeutet, daß jede der drei additiven Grundfarben genau begrenzt entsprechend dieser Menge durchgelassen wird. Eine andere Variante ist trotzdem, diese drei verminderten Werte jeweils noch durch (1 – 
[image: image308.wmf]0

M

K

) zu teilen, sofern K < M0 , also nicht R = G = B = 0 , was der gewünschten Farbe schwarz entsprechen würde. In beiden Varianten werden also nie für einen Bildpunkt gleichzeitig cyan, magenta und gelb verwendet, sondern nur höchstens zwei davon.
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