Worin war der Julianische Kalender so ungenau, daß die Katholische Kirche sich im 16. Jahrhundert zur Kalenderreform durchgerungen hat? Es war nicht nur, weil der Frühlingsanfang mittlerweile deutlich vor dem 20. März stattfand; sondern auch, weil die Vorausberechnung des Vollmondes nicht mehr so stimmte, wie es die Geistlichkeit im 6. Jahrhundert erkannte, was ja für das Osterdatum auch wichtig ist. Und die meisten orthodoxen Kirchen halten bis heute an diesen Fehlern fest. Wie kam damals die päpstliche Kommission darauf, wie oft man Schaltjahre weglassen muß? Aber stimmt es etwa so immer noch nicht, was ist an dem Verbesserungsvorschlag von Johann Heinrich von Mädler 1864, oder an dem Verbesserungsvorschlag, den die orthodoxe Kirchenkonferenz 1924 erwog und den die griechische und bulgarische Kirche verwenden? Wie hielten oder halten es andere Länder auf der Welt (hier sind der persische Kalender und der französische Revolutionskalender zu nennen)? Kann man wirklich auf Jahrtausende voraussagen, welche Variante am genauesten ist? Die Antwort vorweg, die unten näher untersucht wird: Nein, nicht wirklich, weil die genaue wahre Jahreslänge nicht so präzise und sicher vorherzusehen ist; und etwas Genaueres als alle diese Kalender-Varianten gibt es nicht.

Und ursprünglich sollten die Monate mit dem zu- und abnehmenden Mond zu tun haben, was längst nicht mehr der Fall ist. Wie regelt der islamische Kalender das, wie wirkt es sich mit den vier Jahreszeiten aus? Er gibt dem Monat nur 29 oder 30 Tage, aber dadurch hat das ganze Kalenderjahr weniger als 360 Tage, so daß jeder der zwölf Monate mal im Sommer und mal im Winter stattfindet. Ist diese Art von Kalender im Islam in der schematisierten Kalender-Variante am genauestmöglichen gelöst? Die Antwort vorweg, die unten näher untersucht wird: Nicht ganz, nur ein wenig genauer ginge es noch, aber mit einem krummen Zyklus von 79 Jahren Dauer. Einfacher und bequemer ginge es auf mehrere Weisen, aber nur mit Zwischenfehlern. Wie schafft es der jüdische oder der chinesische oder der altgermanische Kalender, daß die Monate zu den Mondphasen und gleichzeitig auch zu den Jahreszeiten passen? Kurz gesagt, indem manche Jahre einen 13. Monat haben; jedoch sind die Schaltmonate und die Schalttage ungenau bzw. schwer durchschaubar. Wie ginge das genauer mit einer durchschaubaren Kalendervorschrift? Die Antworten folgen ganz am Schluß, nach einer langen Rechnung.

Alle diese Überlegungen führten mich auf eine Abhandlung zur theoretischen Mathematik, die hier als erstes vorgestellt werden muß und als Grundlage dient, um alle diese Fragen zu beantworten.

Brüche mit möglichst kleinem Nenner als Näherungswerte für reelle Zahlen

Gegeben sei eine relle Zahl z. In Dezimalschreibweise kann sie, wenn sie irrational ist oder wenn man nicht weiß ob sie es ist, natürlich nur auf eine gewisse Stellenanzahl genau angegeben werden, und auf eine weitere Stelle vielleicht in ungefähr. Wir wissen, wie stark sich Rundungsfehler bei längeren Rechnungen (auch mit Taschenrechnern und Computern) fortpflanzen. Hier habe ich (neben der Kalenderfrage) eine Idee, wie man dies in manchen Fällen mildern könnte: Man nähert die Zahl z durch einen Bruch, dessen Zähler und Nenner zusammen höchstens so viele Stellen haben wie wir von z kennen, und der doch etwa ebenso genau den Wert von z trifft wie die genäherte Dezimaldarstellung. 

Damit dies niemand falsch versteht: es geht hier nicht darum, den Wert für z möglichst genau erst noch herauszufinden. Dafür ist die Mathematik ein zu weites Feld, um dies in einem einzigen Artikel zu behandeln. Schließlich gibt es in der Mathematik massenhaft verschiedenste Problemstellungen, wo eine Unbekannte zu ermitteln ist, und man braucht überall ganz unterschiedliche Rechenverfahren dafür. Das ist klar. Sondern hier wird vorausgesetzt, daß der Wert z im Rahmen der gewünschten Fehlerschranke bereits bekannt ist, also auf die nötige Anzahl von Dezimalstellen genau und ggf. auf eine weitere Dezimalstelle in ungefähr.

Wozu die Sache dann gut sein soll? 

Erstens dient die Sache für die Numerik: Wenn uns eine relle Zahl z auf die gewünschte Anzahl von Dezimalstellen bekannt ist und wir einen bestimmten Algorithmus darauf anwenden müssen, also eine Kette von Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen und Divisionen durchrechnen müssen, in denen z vorkommt – vielleicht geht es als Bruchrechnung besser als mit abgebrochenen Kommazahlen. Bruchrechnung führt zwar gewöhnlich auf schnell wachsende Zähler und Nenner. Jedoch ist die weit verbreitete Annahme ein wenig kurzsichtig, mit Kommazahlen ginge es mit weniger Rechenaufwand ebenso genau. Wenn man zwei Zahlen malnimmt, die man vorher jeweils auf eine gewisse Anzahl von Nachkommastellen gerundet hat – dann hat das Produkt ungefähr so viele Stellen wie beide Zahlen zusammen. Stimmen tun davon bestenfalls so viele Stellen, wie bei jeder der beiden Zahlen stimmen; aber wenn man den Rest einfach wegrundet und das gerundete Produkt für weitere Rechnungen verwendet, dann verstärkt sich der Fehler immer mehr und wächst rasch.

Zweitens dient die Sache für die Konstruktion von Kalendern, wie unten beschrieben.

Geht denn jede reelle Zahl z durch einen Bruch zu nähern, dessen Zähler und Nenner zusammen höchstens so viele Stellen haben wie wir von z kennen, und der doch etwa ebenso genau den Wert von z trifft, wie die genäherte Dezimaldarstellung? Und wie geht das?

Bekannt ist: Jede relle Zahl z kann ganz einfach mit jeder natürlichen Zahl n durch einen Bruch mit Nenner n genähert werden, so daß der Fehler höchstens
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ist: Man nimmt einfach den größten ganzzahligen Zähler m, bei dem der Bruch 
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 eine Näherung für z mit Fehler höchstens 
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, und jedes von beiden ist eine Näherung für z mit Fehler höchstens 
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 (Fehlerschranke). Zur Stellenanzahl: Ist z bekannt mit j Stellen hinter dem Komma, also etwa mit Fehler in der Zehnerpotenz j, so muß demnach auch n in der Zehnerpotenz j gewählt werden, also auch mit j Stellen. Und der Zähler wird bei 0 < z < 1 kleiner als der Nenner sein, jedoch bei 
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 < z < 1 mehr als ein Zehntel so groß, also wird er ebenso viele Dezimalstellen wie der Nenner haben, oder eine weniger. Das ist alles zusammen zu viel.

Nun fragt sich, ob wir zu jeder positiven reellen Zahl z zwei verschiedene Brüche 
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  geschickt (d.h. mit möglichst kleinen Zählern und Nennern) auswählen können, so daß z zwischen ihnen liegt und daß beide Brüche möglichst dicht zusammen liegen, d.h. daß die Fehlerschranke 
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 . Die Fehlerschranke kann also im günstigsten Fall 
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 sein, nämlich dann, wenn der Zähler 1 ist, also am kleinsten, d.h. wenn m2n1 – m1n2 = 1 . Das ergäbe für jeden der beiden Brüche eine Näherung für z mit Fehlerschranke 
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 ; n1 und n2 sollten sich möglichst wenig voneinander unterscheiden, zumindest sollten sie die gleiche Anzahl Dezimalstellen haben. Es fragt sich also, ob für jedes z ein solches Brüchepaar 
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  gefunden werden kann, und möglichst nicht nur ein einziges solches Brüchepaar, sondern sehr viele mit unterschiedlich großen Nennern, damit wir die Fehlerschranke 
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 in jede gewünschte Größenordnung bekommen. Das könnte unsere Aufgabe lösen. Und die Antwort ist: Ja, das geht immer!

So müssen (statt eines n in der Zehnerpotenz j) ein passendes n1 und ein passendes n2 gefunden werden, jeweils etwa in der Zehnerpotenz 
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, also jeweils mit etwa 
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 Stellen. Und der Zähler wird bei 0 < z < 1 meist ebenso viele Stellen haben, manchmal eine Stelle weniger. Also haben m1 und n1 zusammen höchstens etwa so viele Stellen, wie von z bekannt sind; ebenfalls m2 und n2 zusammen.

Die folgende schrittweise Konstruktionsvorschrift wird es bringen 

Darauf kam ich bereits durch einfachere Kalender-Überlegungen als die unten ausführlich dargelegten. 

Für beliebiges reelles z seien vier ganze Zahlen a, b, c, d vorgegeben (b > 0 , d > 0) mit 
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 . D.h., z sei durch zwei beliebige Brüche genähert, einen zu kleinen und einen zu großen. Jeder hat kleineren Fehler als 
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 =: s, und einer von beiden hat höchstens den halben Fehler 
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Ohne daß wir mehr Bedingungen an a, b, c und d stellen müssen, können wir daraus zwei bessere Näherungsbrüche konstruieren, wiederum einen zu kleinen und einen zu großen, im Sonderfall sogar einen genau zutreffenden (und anschließend läßt sich für diese das gleiche Verfahren wiederholen, falls der nachfolgende Fall 1), der Sonderfall, nicht eingetreten ist).

Fall 1) z = 
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Dann haben wir bereits einen exakten Bruch für z gefunden und brauchen keine Näherung.

Fall 2) z > 
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Das bedeutet bz + dz > a + c , somit bz – a > c – dz ; ferner c – dz > 0 wegen z < 
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Sei k := [
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a + ck ≤ bz + dkz  und  bz + d(k+1)z < a + c(k+1) . Wir haben also für z zwei neue Näherungswerte durch 
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 . Dadurch zeigt sich, daß k völlig unterschiedlich ausfallen kann: Falls z zwischen 
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 liegt, dann ist k=1 , aber je dichter z bei 
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 liegt, um so größer ist k , und zwar unbegrenzt groß.

Von den beiden Nennern der neuen Näherungswerte ist b + d(k+1) der größere. Er ist aber (sogar wenn b und d beliebig weit auseinander liegen) weniger als doppelt so groß wie der kleinere, b + dk, denn  2 (b + dk) = 2b + dk + dk > b + dk + d = b + d(k+1) . Bei Wiederholung dieses Verfahrens, für die hier gefundenen Näherungswerte als neue Ausgangs-Brüche, können wir daher o.B.d.A. voraussetzen, daß 2d > b und 2b > d gilt;  denn Fall 3) wird analog zu Fall 2) gelöst.

Je näher der Bruch 
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Folgendes ist nun zu zeigen: 

a)
Falls d > b
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 gilt, dann gilt auch: b + dk > (b + d(k+1))∙
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b)
Beide neuen Näherungswerte haben kleineren Fehler als 
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 (und einer von ihnen höchstens die Hälfte). Für diese neue Fehlerschranke gilt im Vergleich zur alten:
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c)
b+dk ≥ (k+1) ∙ min{b,d} , und das Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn b = d .

Falls b ≤ 2d und d ≤ 2b , dann ist b + d(k+1) ≥ 
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∙ max{b,d} , und das Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn entweder 2d = b gilt, oder zugleich 2b = d und k = 1 .
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Beweis:

Zu a) 

b + d(k+1) = (b + dk) + d = (b + dk) (1 + 
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Diese Fehlerschranke hat den gleichen Zähler wie die vorherige Fehlerschranke 
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 , also fast 6 . Aber auch bei k = 1 kann der Schrumpffaktor unbegrenzt groß sein, wenn b und d sehr unterschiedliche Größenordnungen haben.

Zu c)

Für b ≥ d gilt b + dk ≥ d + dk = d(1+k) , und für d ≥ b gilt b + dk ≥ b + bk = b(1+k) .

Für b ≥ d gilt 2 (b + d(k+1)) = 2b + (k+1)2d ≥ 2b + (k+1)b = b(2+k+1) = b(k+3) , 

und für d ≥ b gilt 2 (b + d(k+1)) = 2b + (k+1)2d ≥ d + 2d(k+1) = d(1+2k+2) ≥ d(1+k+2) = d(k+3) . 
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Zu e)
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Zu f)
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Fall 3) z < 
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Das bedeutet bz+dz < a+c , somit c–dz > bz–a ; ferner bz–a > 0 wegen z > 
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a(k+1) + c < b(k+1)z + dz und bkz + dz ≤ ak + c . Wir haben also für z zwei neue Näherungswerte durch 
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 liegt, um so größer ist k , und zwar unbegrenzt groß.

Von den beiden Nennern der neuen Näherungswerte ist b(k+1) + d der größere. Er ist aber (sogar wenn b und d beliebig weit auseinander liegen) weniger als doppelt so groß wie der kleinere, bk + d , denn  2 (bk + d) = bk + bk + 2d > bk + b + d = b(k+1) + d . 

Je näher der Bruch 
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 an z liegt , im Vergleich zu 
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 , um so größer wird k , und die Nenner der Ergebnis-Näherungen und und deren Genauigkeit werden entsprechend hoch. Denn es ist 
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Folgendes ergibt sich analog zu Fall 2), also sind die Rollen von b und d sowie die Rollen von a und c vertauscht: 

a)
Falls d > b
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Beide neuen Näherungswerte haben kleineren Fehler als 
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bk+d ≥ (k+1)∙min{b,d} , und das Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn b = d .

Falls b ≤ 2d und d ≤ 2b , dann ist b(k+1) + d ≥ 
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Wiederholte Anwendung der Konstruktion läßt die Nenner b und d unbegrenzt wachsen, weil sie sich ja mit jedem Schritt mindestens verdoppeln, und der Fehler konvergiert gegen 0 , weil er sich mit jedem Schritt mindestens auf etwa ein Sechstel verringert, da 3 + 2
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 knapp 6 ist. Wir werden nun die Startwerte so wählen, daß bc – ad minimal ist, nämlich 1 ; dann ist 
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Welches a, b, c und d sollen wir für den ersten Schritt der Konstruktion nehmen? 

Am einfachsten a := [z] , b := 1 , c := [z]+1 , d := 1 . Die Fehlerschranke ist 1 . 

Die erste Anwendung der Konstruktion bringt: 
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 , also eine ganze Zahl plus der nächstliegende Stammbruch.

In beiden Fällen ist die Fehlerschranke 
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 , also der Kehrwert des Produktes beider Näherungsbruch-Nenner, wie eingangs verlangt.

Jede weitere Anwendung der Konstruktion bringt ebenfalls, daß die Fehlerschranke der Kehrwert des Produktes der Nenner von beiden Näherungsbrüchen ist: Denn jedes Paar von Näherungsbrüchen (unabhängig vom Konstruktionsverfahren) hat ja den Bruch als Fehlerschranke mit dem Produkt von beiden Nennern bd als seinem Nenner, und mit dem Zähler bc–ad , und unser Konstruktionsverfahren führt wie gezeigt stets dahin, daß das neue Paar von Näherungsbrüchen stets in seiner Fehlerschranke auf den gleichen Zähler bc–ad kommt wie das vorherige; wenn also einmal der Zähler bc–ad den Wert 1 hat, dann auch in jedem daraus folgenden Schritt. Also erfüllt das Verfahren tatsächlich die Eingangsbedingung, daß der Kehrwert des Produktes der Nenner eine Fehlerschranke darstellt – und das für beliebig häufige aufeinanderfolgende Anwendung des Konstruktionsverfahrens.

Da beide Ursprungs-Nenner gleich sind (nämlich 1), erfüllen sie die Bedingung d > b
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 . Vier Fälle sind zu beachten, Sonderfälle ausgenommen (in allen Fällen hat natürlich die Fehlerschranke den Zähler  bc – ad = 1  und ist somit der Kehrwert des Produktes beider Näherungsbruch-Nenner, wie eingangs verlangt):
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Wir können es so lassen oder weiter umformen:  
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  analog zu Fall 1) , d.h. z durch 1–z ersetzt

Für die dritte Anwendung der Konstruktion ergeben sich natürlich acht Fälle, ohne die Sonderfälle. Zu den vorherigen vier Fällen gibt es nämlich je zwei Unterfälle a) und b) . Wir gehen davon nur auf das k ein, und das vorherige k+1 aus der zweiten Anwendung nennen wir jetzt p .
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Oberer Startbruch 
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Beispiele:

Ausprobieren mit der Kreiszahl π = 3,14159265358979...

Hier ist z=0,14159265358979...

Startwerte für die erste Näherung sind 3 als untere und 4 als obere Näherung. Da der Nachkomma-Anteil von π kleiner als 
[image: image441.wmf]2
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 ist, brauchen wir [
[image: image442.wmf]z
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] = [
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0,14159265
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= [7,062513305931] = 7 . Das erste Näherungspaar für π ist also 3 + 
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 < π < 3 + 
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 , die Fehlerschranke ist 
[image: image446.wmf]56

1

 = 0,01786 ; schon im ersten Schritt also sehr klein, weil π so einen kleinen Nachkomma-Anteil hat und weil darum die Nenner sofort verhältnismäßig groß werden. Tatsächlich ist 3 + 
[image: image447.wmf]7
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 – π = 0,00126 . Daß dies so viel besser als die Fehlerschranke ist, liegt daran, daß in der Gaußklammer ein Nachkomma-Anteil knapp über 0 steht, und das wiederum liegt daran, daß π nah bei einem Stammbruch liegt.

Für die zweite Näherung müssen obige Formeln auf z angewandt werden. Zunächst ist 
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 = 0,1333... zu beachten: z=0,14159265358979 liegt darüber, also Fall 2) der zweiten Näherung, k+1 = [
[image: image451.wmf]]z

z

1

[

-

1

z

] = [
[image: image452.wmf])

3

-

π

(

7

1

3

-

π

-

] = [
[image: image453.wmf]65358979

7·0,141592

-

1

358979

0,14159265

] 

= [
[image: image454.wmf]48715

0,00885142

358979

0,14159265

] = [15,9965944066] = 15 . Das zweite Näherungspaar für π ist 

3 + 
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 . Letzteres ist erstaunlich genau, weil in der letzteren Gaußklammer ein Nachkomma-Anteil sehr knapp unter 1 steht. Diese ist recht groß, weil die Näherung im vorigen Schritt besser als nach der Fehlerschranke zu erwarten war; daher wachsen die Nenner immer noch schnell und schrumpft die Fehlerschranke immer noch schnell. Die Fehlerschranke ist 
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 = 
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 = 0,00008348 . Tatsächlich ist 3 + 
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 – π = 0,00000027 .

Dritte Näherung: 
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 = 0,1415525 ; z liegt darüber, also Fall 2b) der dritten Näherung, k+1 = [
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= [293,63458] = 293 , k = 292 (ungeheuer groß, weil die Fehlerwartung im vorigen Schritt so sehr übertroffen wurde); und da Fall 2b). Das dritte Näherungspaar für π ist 
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 . Die Fehlerschranke ist 
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 = 0,000000000910 . Tatsächlich ist 3 + 
[image: image475.wmf]33215
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 – π = 0,000000000332 , wie anhand der Fehlerschranke in etwa zu erwarten war. Daß die Fehler-Erwartung diesmal nicht so stark übertroffen wird, liegt daran, daß der Ausdruck in der Gaußklammer einen mittelgroßen Nachkomma-Anteil hat. Sowohl die Größe der Nenner als auch die Fehlerschranke haben sich in diesem Schritt sehr weit entwickelt, weil das Argument in der Gaußklammer so ungeheuer groß ist.

Vierte Näherung: 
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] = [1,737] = 1 (diesmal so klein wie nur möglich, weil im vorigen Schritt die Fehlererwartung kaum übertroffen wurde). Das vierte Näherungspaar für π ist 
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 . Die Fehlerschranke ist 
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 = 0,0000000001515 . Tatsächlich ist 3 + 
[image: image488.wmf]99532
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 – π = 0,0000000000291 , wie anhand der Fehlerschranke in etwa zu erwarten war. Daß die Fehler-Erwartung diesmal nicht so stark übertroffen wird, liegt daran, daß der Ausdruck in der Gaußklammer einen mittelgroßen Nachkomma-Anteil hat. Sowohl die Größe der Nenner als auch die Fehlerschranke haben sich in diesem Schritt nicht sehr weit entwickelt, weil das Argument in der Gaußklammer minimal ist.

Fünfte Näherung: 
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] = [2,797] = 2 (diesmal klein, weil die Fehlerwartung im vorigen Schritt kaum übertroffen wurde). Das fünfte Näherungspaar für π ist 
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 – π = 0,00000000000161 , besser als anhand der Fehlerschranke zu erwarten war, weil der Nachkomma-Anteil in der Gaußklammer nicht in mittlerer Größe liegt.

Sechste Näherung: 
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 = 0,1415926535870 ; z liegt darüber, also 
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] = [3,9] = 3 (wieder sehr hoher Nachkomma-Anteil, wird für hohe Genauigkeit sorgen; die 9 hinter dem Komma ist sicher, jedoch für die nächste Stelle haben wir π nicht genau genug vorgegeben; macht nichts, weil nach Konstruktionsvorschrift auch bei 3,98 noch die 3 für k zu nehmen wäre). Das sechste Näherungspaar für π ist 
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 . Die Fehlerschranke ist 
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 – π = 0,00000000000003 , wie nicht anhand der Fehlerschranke zu erwarten war, aber wegen des fast ganzzahligen Argumentes in der Gaußklammer. Die letzte vorgegebene Dezimalstelle von π ist somit fast richtig erreicht.

Die siebte Näherung ist mit der vorgegebenen Genauigkeit von π nicht möglich, denn in der Gaußklammer ist der Divisor 244252–1725033∙0,14159265358979 = 0,00000004 nicht mal mehr auf die vorderste vorhandene Dezimalstelle sicher, der Divident ist 1360120∙0,14159265358979–192583 = 0,00000055 (eine Zehnerpotenz größer), und somit k nicht annähernd zuverlässig zu bestimmen. Jedes mögliche k würde die vorgegebene Stellenanzahl für π voll erfüllen. Bei höherer vorgegebener Genauigkeit müßte aber die siebte Näherung wieder einen merklichen Fortschritt bringen, weil k nicht klein sein kann.

In der zweiten Näherung haben also Zähler und Nenner zusammen deutlich weniger Stellen, als es der Genauigkeit des Bruches entspricht; in der dritten und vierten Näherung jedoch nicht, weil der Fehler dort eher der Fehlerschranke entspricht. Sonst haben sie etwas weniger Stellen.

Ausprobieren mit der Eulerschen Zahl e = 2,71828182845904...

Hier ist z=0,71828182845904...

Startwerte für die erste Näherung sind 2 als untere und 3 als obere Näherung. Da der Nachkomma-Anteil von e größer als 
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 , die Fehlerschranke ist 
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 = 0,08333 . Tatsächlich ist 3 – 
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 – e = 0,03172 , etwas weniger als die Hälfte, wie erwartet.

Für die zweite Näherung müssen obige Formeln auf z angewandt werden. Zunächst ist 
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= [2,220479285645] = 2 . Pech, gerade hier wieder nur k = 1 , schlechter geht es nicht. Das zweite Näherungspaar für e ist 3 – 
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 und die Fehlerschranke ist 
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 = 0,01299 . Tatsächlich ist e – 3 + 
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 = 0,003996 , etwas weniger als die Hälfte, wie erwartet.

Dritte Näherung: 
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= [4,53557347609] = 4 , k = 3 . Das dritte Näherungspaar für e ist 
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) = 0,000331 , wie anhand der Fehlerschranke in etwa zu erwarten war. 
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] = [1,15319312857] = 1 . Wieder Pech im Vorkomma-Anteil, aber Glück im Nachkomma-Anteil. Das vierte Näherungspaar für e ist 
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 – e = 0,0000280 , etwas besser als anhand der Fehlerschranke in etwa zu erwarten war, weil in der Gaußklammer ein kleiner Nachkomma-Anteil steht. 
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 – e = 0,00000175 , wie anhand der Fehlerschranke in etwa zu erwarten war. Diesmal etwas mehr Fortschritt in der Fehlerschranke und in der Größe der Nenner, weil der Ausdruck in der Gaußklammer diesmal etwas höher war.

Sechste Näherung: 
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 = 0,000000110 , etwas besser als anhand der Fehlerschranke in etwa zu erwarten war, weil in der Gaußklammer ein kleiner Nachkomma-Anteil steht.
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] = [7,5227] = 7 (diesmal wieder höher, weil beim vorigen Schritt das Ergebnis genauer als die Fehlerschranke war). Das siebte Näherungspaar für e ist 
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 . Die Fehlerschranke ist 


[image: image602.wmf]9545·8544

1

 = 
[image: image603.wmf]81552480

1

 = 0,0000000123 . Tatsächlich ist e – (2 + 
[image: image604.wmf]9545

6856

) = 0,00000000552 , wie anhand der Fehlerschranke in etwa zu erwarten war. Diesmal wieder etwas mehr Fortschritt in der Fehlerschranke und in der Größe der Nenner, weil der Ausdruck in der Gaußklammer diesmal etwas höher war.

Achte Näherung: 
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] = [1,0951] = 1 (wieder Pech im Vorkomma-Anteil, aber Glück im Nachkomma-Anteil, liegt nicht an den Ergebnissen im vorigen Schritt). Das achte Näherungspaar für e ist 2 + 
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 = 0,0000000002001 . Tatsächlich ist 2 + 
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 – e = 0,000000000277 , etwas besser als anhand der Fehlerschranke in etwa zu erwarten war, weil in der Gaußklammer ein kleiner Nachkomma-Anteil steht.

Neunte Näherung: 
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] = [9,5179] = 9 (diesmal höher, weil beim vorigen Schritt das Ergebnis genauer als die Fehlerschranke war). Das neunte Näherungspaar für e ist 
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Die Fehlerschranke ist 
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 = 0,0000000000252 . Tatsächlich ist 2 + 
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 – e = 0,0000000000115 , wie anhand der Fehlerschranke in etwa zu erwarten war. Diesmal etwas mehr Fortschritt in der Fehlerschranke und in der Größe der Nenner, weil der Ausdruck in der Gaußklammer diesmal etwas höher war.

Zehnte Näherung: 
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Die Fehlerschranke ist 
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) = 0,000000000000477 , etwas besser als anhand der Fehlerschranke in etwa zu erwarten war, weil in der Gaußklammer ein kleiner Nachkomma-Anteil steht.

Elfte Näherung: 
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Die Fehlerschranke ist 
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) = 0,00000000000001 , wie anhand der Fehlerschranke in etwa zu erwarten war. Diesmal mehr Fortschritt in der Fehlerschranke und in der Größe der Nenner, weil der Ausdruck in der Gaußklammer diesmal hoch war. Die letzte vorgegebene Dezimalstelle von e ist somit nahezu richtig erreicht.

Die zwölfte Näherung ist mit der vorgegebenen Genauigkeit von e nicht möglich, denn in der Gaußklammer sind Divisor und Divident nicht mal mehr auf die vorderste vorhandene Dezimalstelle sicher (5394991∙0,71828182845904–3875124 = 0,0000001 und 

3588559–4996032∙0,71828182845904 = 0,0000001), und somit k nicht zuverlässig zu bestimmen. Jedes mögliche k würde die vorgegebene Stellenanzahl für e voll erfüllen.

Hier sind also mehr Näherungen im Rahmen der gleichen Stellengenauigkeit möglich als bei π, weil wir mit e weniger Glück als mit π haben.

Zugegeben, es ist in diesen Beispielen bei den ersten Schritten gar nicht nötig, so viele Dezimalstellen in die Rechnung einzubeziehen.

Für Kalenderkonstruktionen liegt dieses Verfahren ebenfalls zugrunde, es ist z.B. auf die tatsächliche Jahreslänge von 365,2422 Tagen anzuwenden. So wie auf π und e angewandt, mit diesen einfachen Startwerten, wird das Verfahren dort ebenso krumme Brüche als Ergebnisse bringen, und dazu die Schaltjahrs-Verteilung so bringen, daß sie den geringsten Kalender-Zwischenfehler ergibt. Das wird aber umständlich. Um jedoch auf die handhabbareren Schaltjahrs-Regelungen des Gregorianischen Kalenders, des Mädler-Kalendervorschlags und des orthodoxen Neo-Julianischen Kalenders zu kommen und diese zu begründen, ist dieses Verfahren in abweichender Weise anzuwenden, nämlich mit anderen Startwerten als mit benachbarten ganzen Zahlen oder mit benachbarten Stammbrüchen, sondern z.B. mit dem Stammbruch des Nenners [
[image: image657.wmf]z
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] (oder auch eines geschickt gewählten anderen Nenners) und mit dem Stammbruch des doppelten Nenners.

Schaltjahre in einem Kalender mit rein jahreszeitenbezogenem Jahr, das immer 365 oder 366 Tage hat

Bekanntlich wurde der Julianische Kalender, der ausnahmslos alle vier Jahre ein Schaltjahr ansetzt, im 16. Jahrhundert ersetzt durch den Gregorianischen Kalender, der den Schalttag jeweils dreimal in 400 Jahren streicht. Dies hatte seinen Grund darin, daß der wahre Frühlingsanfang seit Jahrhunderten nicht mehr auf den 20. März fiel wie noch im 3. Jahrhundert, sondern auf den 10. oder 11. März. Ganz richtig für die ferne Zukunft ist der Gregorianische Kalender jedoch auch nicht, weil seine mittlere Jahreslänge von 365,2425 Tagen auch nicht ganz der wahren Jahreslänge entspricht, sondern ein wenig zu lang ist, nach heutigem Wissensstand. Außerdem hat der Gregorianische Kalender einen Zwischenfehler extra eingebaut, den er immer wieder macht und auch immer wieder ausgleicht: Da die Schaltjahre stets Jahrgänge sind, die man durch vier teilen kann, jedoch gelegentlich ein durch vier teilbarer Jahrgang kein Schaltjahr ist, so gibt es zuweilen sieben Jahre hintereinander ohne Schaltjahr, z.B. die Jahre 1897 bis 1903. Jedes Nicht-Schaltjahr hat einen Vierteltag zu wenig, also haben sieben Nicht-Schaltjahre hintereinander zusammen fast zwei Tage zu wenig. Der Frühlingsanfang kann also während dieser sieben Jahre nicht immer auf den 20. März fallen, sondern muß zwischendurch zumindest auch mal spät am 21. März oder früh am 19. März stattfinden. Zu vermeiden wäre dies nur mit einer komplizierteren Schaltjahrsregelung. Wie kann das aussehen?

Zunächst ist wichtig, was Frühlingsanfang genau heißt. Der Begriff "Tag- und Nacht-Gleiche" ist ungenau. Es gibt verschiedene genauere Erklärungen 

(http://de.wikipedia.org/wiki/Tropisches_Jahr). Am einfachsten kann man es so sagen: Der Frühlingsanfang ist der Moment, wenn die Sonne genau über einer Stelle auf dem Äquator senkrecht steht. Und dies geschieht (nach der mittleren Dauer des Sonnentages, die nicht leicht zu berechnen ist) alle 365,242 Tage, auf drei Nachkommastellen gerundet. Fünf Nachkommastellen entsprechen der richtigen Sekundenanzahl, weil der Tag 86.400 Sekunden, also fast 100.000 Sekunden, hat. Jedoch ist eine größere Genauigkeit fraglich, denn die Zeitdauer von Frühlingsanfang zu Frühlingsanfang ist nicht jedes Jahr die gleiche, sondern schwankt wegen der Anziehungskraft des Mondes von Jahr zu Jahr um einige Minuten (nach gleicher Wikipedia-Seite waren es 365d 5h 55m von 2000 auf 2001, ganz besonders viel, hingegen 365d 5h 41m von 2006 auf 2007, ganz besonders wenig). Bezogen auf eine festgelegte Uhrzeit, z.B. Mitteleuropäische Zeit, tritt der Frühlingsanfang jedes Jahr um eine andere Uhrzeit ein: Jedes Jahr knapp sechs Stunden später als im Vorjahr.

Heutzutage ist die wahre Länge des aktuellen Jahres zwar auf die Zehntausendstel-Sekunde bekannt, aber die mittlere Jahreslänge (über Jahrtausende hinweg, wobei auch das Kreiseln der Erdachse einen Einfluß von mehreren Sekunden hat) bestenfalls auf die Zehntel-Sekunde, so daß der Frühlingsanfang in 6000 Jahren etwa auf 10 Minuten genau berechnet werden könnte, und selbst das ist umstritten. Nach verschiedenen Definitionen, mit denen man der langfristigen mittleren Jahreslänge auf die Spur kommen will, ergeben sich hierfür 365,2422 oder 365,2424 Tage (das erstere wurde stärker untersucht und dient als Grundlage für den Neo-Julianischen Kalender, sowie für den Mädler-Kalendervorschlag), und so genau geht es wohl auf jahrtausendeweite Sicht höchstens, weil die Kreiselbewegung der Erdachse pro Jahrhundert etwa eine halbe Sekunde Abweichung verursacht. Kennen wir nur vier Nachkommastellen, dann wissen wir die Dauer eines Jahrtausends nur auf eine Nachkommastelle, also nur auf knapp zweieinhalb Stunden genau, und die Dauer von zwei Jahrtausenden nur auf knapp fünf Stunden genau! 

Eine Anmerkung: Im Lauf der Jahrhunderte hat sich der Julianische Kalender gegenüber den Sternkreiszeichen ähnlich langsam verschoben wie gegenüber den Jahreszeiten – aber in die andere Richtung: während sich die Jahreszeiten immer mehr "verfrühten", haben sich die Sternkreiszeichen immer mehr "verspätet". Dies liegt daran, daß zwar der Ablauf der Jahreszeiten wie gesagt etwas kürzer als 365,25 Tage ist, jedoch die Umlaufzeit der Erde um die Sonne etwas länger als 365,25 Tage. Die Erdachse kreiselt nämlich im Laufe von zehntausenden Jahren. Und diese allmähliche "Verspätung" ist durch die Kalenderreform zwangsläufig noch etwas schneller geworden. Das kann man auch nicht ändern: eine Kalenderanpassung an die Jahreszeiten und zugleich eine Kalenderanpassung an die Sternkreiszeichen, das widerspricht sich. Das erstere ist wichtiger.

Kurz vorweg die ganze Überlegung in knapper einfacher Form, wodurch ich auf das Verfahren zur Bruch-Annäherung gekommen bin: Um den Zwischenfehler der 7 Nicht-Schaltjahre zu vermeiden, liegt es nahe, daß es statt 7 nur 4 sein dürfen, und dies muß dafür öfter als alle 100 Jahre sein, die Schaltjahre müßten also in Abständen von 4 Jahren oder 5 Jahren stattfinden; sicherlich öfter in Abständen von 4 Jahren als in Abständen von 5 Jahren, da 4 Jahre der Wahrheit näher kommen als 5 Jahre, wie schon Julius Cäsar mit seinem Kalender erkannte. Nie sollte es zweimal hintereinander einen Abstand von 5 Jahren geben, weil das ein größerer Zwischenfehler wäre, als wenn man die Abstände der Schaltjahre umverteilt. Also: Wie viel mal hintereinander einen Abstand von 4 Jahren, bevor es einen Abstand von 5 Jahren gibt? Nachrechnen zeigt, daß 7 mal ein wenig zu viel ist (gibt einen Zyklus von 7∙4+5 Jahren, also 33 Jahren), aber 6 mal zu wenig (gibt einen Zyklus von 6∙4+5 Jahren, also 29 Jahren) ; das spricht dafür, mehrere Blöcke hintereinander von je 33 Jahren und dann einen Block von 29 Jahren zu schalten, aber wie viele Blöcke? Dies ist bereits nicht ganz sicher, weil man dafür die wahre Tageslänge genauer wissen müßte, was aber wenig Zweck hat, wenn sie sich in langen Zeiträumen ändert.

Der Julianische Kalender und sein Fehler

Wenden wir den ersten Schritt des obigen Bruch-Annäherungsverfahrens an auf die Jahreslänge von 365,2422 Tagen. Da der Nachkomma-Anteil kleiner als 
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 , die Fehlerschranke ist 
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 = 0,0500 ; schon im ersten Schritt also recht klein, weil die Jahreslänge so einen kleinen Nachkomma-Anteil hat und weil darum die Nenner sofort entsprechend groß werden. Tatsächlich ist 365 + 
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 – 
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 = 0,0078 . Zufall, die Jahreslänge liegt nah bei einem Stammbruch. Der Fehler des Julianischen Kalenders liegt demnach bei einem Tag in 
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 = 128 Jahren. Hierauf gehen der Mädler-Kalendervorschlag und der orthodoxe Neo-Julianische Kalender ein, jedoch der Gregorianische Kalender nimmt stattdessen 134 Jahre an. So ergibt sich die Regelung für die Schaltjahrs-Ausnahmen.

Neo-Julianischer Kalender, den die Orthodoxen Kirchen von Griechenland und Bulgarien verwenden

Ein Tag Fehler in 128 Jahren, das heißt sieben Tage in 896 Jahren, fast genau in 900 Jahren. Also gegenüber dem Julianischen Kalender die Änderung, daß der Schalttag je siebenmal in 900 Jahren entfällt. Am besten in den durch 100 teibaren Jahrgängen mit der Ausnahme, daß in abwechselnden Abständen von 400 Jahren und 500 Jahren der Schalttag im vollen Hunderter doch stattfindet. Es ergibt sich wie beim Gregorianischen Kalender der Zwischenfehler, den sieben aufeinanderfolgende Jahre ohne Schaltjahr mit sich bringen.

Gregorianischer Kalender

Legt man jedoch 365,2424 Tage als Jahreslänge zugrunde, ist der jährliche Fehler 0,0076 , und der Fehler des Julianischen Kalenders liegt demnach bei einem Tag in 
[image: image669.wmf]0,0076
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 = 132 Jahren, d.h. bei drei Tagen in 396 Jahren, fast genau in 400 Jahren. Und die Experten von Gregor XIII. meinten, es seien 365,242546 Tage (http://www.nabkal.de/gregmath.html) , das wäre ein Tag in 134 Jahren, d.h. drei Tage in 402 Jahren. Daher kommt die Regelung des Gregorianischen Kalenders, daß der Schalttag je dreimal in 400 Jahren entfällt, am besten in den 100 teilbaren Jahrgängen, jedoch nicht in den durch 400 teilbaren Jahrgängen.

Kalenderentwurf von Omar Khayyām (Persien)

Dies ergibt sich, wenn wir den zweiten Schritt des obigen Bruch-Annäherungsverfahrens anwenden, um einen Wechsel von 4-Jahres-Abständen und 5-Jahres-Abständen zwischen den Schaltjahren zu schaffen; anwenden auf z = 0,2422 . Zunächst ist 
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 = 0,2222... zu beachten: z = 0,2422 liegt darüber, somit bruchtechnisch näher an 
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 als an 
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 , es tritt also Fall 2) des zweiten Schrittes ein; daher werden die Schaltjahre öfter in 4-Jahres-Abständen als in 5-Jahres-Abständen sein; k+1 = [
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] = [7,76] = 7 . Das zweite genäherte Paar für die Jahreslänge ist 365 + 
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 . Die Fehlerschranke ist 
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 = 0,00104. Tatsächlich ist 365 + 
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 = 0,0002 , was einem Fehler von einem Tag in etwa 5000 Jahren entspricht. Allerdings mit Tageslänge 365,2424 wäre der Fehler kleiner als 0,0001 und damit nicht mehr feststellbar. Dann ginge das Verfahren nicht mehr in einem weiteren Schritt fortzusetzen, weil bei der Berechnung von k ein Divisor kleiner als 0,001 erscheint, und die vierte Stelle ist aufgrund der Ungenauigkeit in der Tageslänge bereits fraglich.

Da 
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 echt näher an 0,2422 liegt als 
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 , empfehlen sich jeweils 8 Schaltjahre in 33 Jahren, und zwar wegen k+1 = 7 jeweils 7mal hintereinander in 4-Jahres-Abständen und dann einmal im 5-Jahres-Abstand. Die Schaltjahre sind also 8mal nacheinander in den Jahrgängen, die man durch 4 teilen kann, dann 8mal hintereinander in den Jahren, die beim Teilen durch 4 den Rest 1 haben, 8mal hintereinander in den Jahren, die beim Teilen durch 4 den Rest 2 haben, und 8mal hintereinander in den Jahren, die beim Teilen durch 4 den Rest 3 haben.

Variante zu Omar Khayyām

Wenden wir das Bruch-Annäherungsverfahren an mit der Ausgangsnäherung 
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 < 0,2422 < 
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 . Wir legen also erstmals die Startwerte anders fest, so daß wir die Schaltjahre in Abständen von 3 oder 6 Jahren planen, damit es stets ein durch 3 teilbarer Jahrgang ist. Das ergibt eine etwas einfachere Verteilung der Schaltjahre als soeben.
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 ; z liegt wie gesagt darüber, somit bruchtechnisch näher an 
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 , daher werden die Schaltjahre öfter in 3-Jahres-Abständen als in 6-Jahres-Abständen sein; 
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 = 0,02777... Tatsächlich ist 365 + 
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 = 0,0078 . 

Da 
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 echt näher an 0,2422 liegt als 
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 , spricht bis hierher die Rechnung für je 3 Schaltjahre in 12 Jahren, und zwar wegen k+1 = 2 dafür, jeweils zweimal die Schaltjahre in Abständen von 3 Jahren zu schalten und einmal im Abstand von 6 Jahren. Schaltjahre wären demnach alle durch 6 teilbaren Jahre und diejenigen Jahre, die beim Teilen durch 12 den Rest 3 (oder stattdessen 9) haben. So entspricht es genau dem Gesamtfehler der Julianischen Kalenders, aber mit einem Zwischenfehler, weil es mal fünf Jahre hintereinander ohne Schaltjahr gibt und mal nur zwei Jahre.

Wenden wir nun das obige Bruch-Annäherungsverfahren nochmals an, mit der Ausgangsnäherung 


[image: image713.wmf]9

2

 < 0,2422 < 
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 . Das dient dazu, um 12-Jahres-Blöcke im soeben beschriebenen Schema zu schalten, aber dazwischen auch 9-Jahres-Blöcke mit 2 Schaltjahren.
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 = 0,2381 ; z liegt darüber, somit bruchtechnisch näher an 
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 , daher werden die 12er-Blöcke öfter als die 9er-Blöcke sein; 
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] = [1,92] = 1 . Das neue Näherungspaar für die Jahreslänge ist 365 +   
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 = 0,004329... Tatsächlich ist 
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 = 0,0002 , wie gehabt. Diese hohe Genauigkeit beim größeren Nenner liegt daran, daß in der Gaußklammer eine Zahl dicht unter einer ganzen Zahl steht.

Da 
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 echt näher an 0,2422 liegt als 
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 , empfehlen sich wiederum jeweils 8 Schaltjahre in 33 Jahren, und zwar wegen k+1 = 2 jeweils zwei 12er-Blöcke hintereinander und dann ein 9er-Block. Es kann also 33 Jahre lang so bleiben, daß alle durch 6 teilbaren Jahre und alle Jahre, die beim Teilen durch 12 den Rest 9 haben, Schaltjahre sind; danach verschiebt es sich. So entspricht es genau dem Gesamtfehler bei Omar Khayyām, aber mit einem Zwischenfehler, weil es mal mehr als vier Jahre hintereinander ohne Schaltjahr gibt, mal weniger als drei Jahre.

Kalendervorschlag von Johann Heinrich von Mädler

Wenden wir das obige Bruch-Annäherungsverfahren an mit der Ausgangsnäherung 
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 , um die Schaltjahre in Abständen von 4 und 8 Jahren zu planen, damit es immer durch 4 teilbare Jahre sind, jedoch nicht so wie beim Gregorianischen oder Neo-Julianischen Kalender, sondern gleichmäßiger.
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 ; z liegt erheblich darüber, somit bruchtechnisch erheblich näher an 
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, daher werden die Schaltjahre erheblich öfter in 4-Jahres-Abständen als in 8-Jahres-Abständen sein; 
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 = 0,00781 . Tatsächlich ist 
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Da 
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 echt näher an 0,2422 liegt als 
[image: image757.wmf]132

32

 , empfehlen sich je 31 Schaltjahre in 128 Jahren, und zwar wegen k+1=31 jeweils 31mal hintereinander in 4-Jahres-Abständen und danach dann einmal im 8-Jahres-Abstand. Das Schaltjahr entfällt also alle 128 Jahre einmal.

Allerdings mit Tageslänge 365,2424 liegt 
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 näher, so daß der Schalttag nicht alle 128 Jahre entfiele, sondern alle 132 Jahre, somit dreimal in 396 Jahren. Das entspräche im Ergebnis fast genau dem Gregorianischen Kalender, bei dem es 400 Jahre sind, jedoch wären es krummere Jahreszahlen, in denen der Schattag entfällt.

So oder so ergibt sich wie beim Gregorianischen Kalender der Zwischenfehler, den sieben aufeinanderfolgende Jahre ohne Schaltjahr mit sich bringen.

Kombination von Johann Heinrich von Mädler und Omar Khayyām

Hierfür versuchen wir den dritten Schritt des obigen Bruch-Annäherungsverfahrens anzuwenden, ausgehend von Omar Khayyām. Wir gehen also von der Näherung 365 + 
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 < 0,2422 < 365 + 
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 als Basis für eine weitere Näherung aus. Das dient dazu, um 33-Jahres-Blöcke mit 8 Schaltjahren gemäß Omar Khayyām zu schalten, aber dazwischen auch 29-Jahres-Blöcke mit 7 Schaltjahren. Letzteres hieße 6mal hintereinander 4-Jahres-Abstand der Schaltjahre und dann einmal 5-Jahres-Abstand, das würde den Zwischenfehler minimieren.
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 = 0,24194 ; z liegt knapp darüber, somit bruchtechnisch etwas näher an 
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, es tritt also Fall 2b) des dritten Schrittes ein; daher werden die 33er-Blöcke öfter als die 29er-Blöcke sein; 
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] ; k läßt sich nicht sicher entscheiden, denn wenn 0,2422 eine Rundung für 0,24215 ist, ist k=[2,47] , aber wenn 0,2422 eine Rundung für 0,24225 ist, ist k=[4,39] . Wir haben aber bereits gesehen, daß für 0,2422 ein Zyklus von 128 Jahren angebracht ist, d.h. dreimal 33 Jahre und dann einmal 29 Jahre. Demnach müßte k+1=3 oder k+1=4 sein. Mit k=3 ist das neue Näherungspaar für die Jahreslänge 
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 , aber es ist nicht ganz sicher, ob z nicht doch kleiner als 
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 oder größer als 
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 ist. So oder so ist der Gesamtfehler nicht mehr feststellbar.

Diese Schaltjahresvorschrift bedeutet, daß der Khayyām-Zyklus dreimal hintereinander geschaltet wird und dann ein 29-Jahres-Zyklus kommt. So wird der Khayyām-Zyklus alle 128 Jahre einmal gestört, indem statt 7mal hintereinander die 4-Jahres-Blöcke einmal nur 6mal hintereinander kommen, nachdem sie dreimal 7mal hintereinander waren. So gibt es in 128 Jahren 27mal den 4-Jahres-Abstand zwischen den Schaltjahren, und 4mal den 5-Jahres-Abstand. Es führt zum gleichen Gesamtfehler wie der Mädler-Kalendervorschlag, vermeidet aber den üblichen Zwischenfehler.

Gedachte neue Kalenderreform, Festlegung des Frühlingsanfangs auf den 20. März, d.h. Zwischenfehler null

Vorweg: In diesen Überlegungen werden Variablen namens z, a, b usw. verwendet, die einen unveränderlichen Wert haben. Warum ich dafür Variablen verwende und nicht einfach die konkreten Zahlen einsetze? Weil der Wert für z ein wenig umstritten ist, und weil der gleiche Rechenweg auch für ganz andere Kalender anwendbar wäre, die das Jahr nicht zu 365 oder 366 Tagen zählen, sondern auf den zu- und abnehmenden Mond Rücksicht nehmen, wenn dieser nicht viel stärker als der Frühlingsanfang schwanken würde. Auf letzteres wird später noch etwas näher eingegangen.

Stellen wir uns mal eine neue Kalenderreform vor, mit der Vorschrift, daß die Schaltjahre immer so geschaltet werden müssen, daß der Frühlingsanfang immer nach Mitteleuropäischer Zeit auf den 20. März fällt. Das würde heißen (wenn man es so genau nimmt): Den 29. Februar gäbe es (anstatt wie gewohnt) genau in denjenigen Jahren, wenn der Frühlingsanfang nach MEZ auf eine Uhrzeit von 0:00 Uhr bis etwa 5:48 Uhr fällt – denn dann findet er am 366. Tag nach dem vorherigen Frühlingsanfang statt, sonst am 365. Tag. So wiederholt sich der Schaltjahreszyklus niemals exakt, sondern ändert sich immer wieder – und das recht schnell, wenn man den wahren Frühlingsanfang zugrunde legen wollte, der so sehr schwankt.

Eine ähnliche Schaltjahresvorschrift hatte der französische Revolutionskalender von 1792, er wurde jedoch schon 1806 abgeschafft und daher nicht richtig ausgewertet. Auch im persischen Kalender des frühen Mittelalters wurde eine ähnliche Vorschrift eingebaut. Dieser Kalender ist seit 1925 reformiert mit einem Zyklus von 2820 Jahren, mit mehreren Stufen von Unterzyklen, ziemlich kompliziert, so daß es in 2820 Jahren jeweils 683 Schaltjahre gibt. Damit beträgt die durchschnittliche Jahreslänge 365,2421986 Tage: http://www.ortelius.de/kalender/pers_de.php 
Unsere neue Kalendervorschrift muß also darum ein wenig geändert werden, um Schaltjahre für längere Zeit vorausberechnen zu können. Außerdem auch, weil die mittlere Jahreslänge (über Jahrtausende hinweg, wobei auch das Kreiseln der Erdachse einen Einfluß von mehreren Sekunden hat) bestenfalls auf die Zehntel-Sekunde ermittelt werden kann und die langfristige mittlere Jahreslänge nicht genauer als mit der Angabe von 365,2422 oder 365,2424 Tagen bestimmt werden kann. Kennen wir nur vier Nachkommastellen, dann wissen wir die Dauer eines Jahrtausends wie gesagt nur auf eine Nachkommastelle, also nur auf knapp zweieinhalb Stunden genau, und die Dauer von zwei Jahrtausenden nur auf knapp fünf Stunden genau! Sagen wir daher z.B.: Immer, wenn der Frühlingsanfang zwischen 21:30 Uhr und 2:30 MEZ stattfindet, darf entweder der scheidende oder der kommende Tag der 20. März sein; d.h. die Kalender-Experten dürfen dann nach Belieben entscheiden, ob dieses oder das nächste Jahr ein Schaltjahr ist.

Um diesen Spielraum so zu nutzen, daß wir die Schaltjahre für zwei Jahrtausende möglichst leicht vorausberechnen können, dazu müssen wir uns den Frühlingsanfang in immer gleichmäßigen Abständen nach der mittleren Jahreslänge mit vier Nachkommastellen denken; er wird in den nächsten zwei Jahrtausenden stets um weniger als fünf Stunden vom wahren Frühlingsanfang abweichen, kann also statt seiner als Richtmaß für den Kalender dienen.

Wenn wir die Schaltjahre vorausberechnen, können wir zu erkennen hoffen, wie weit sie sich zyklisch wiederholen. Um welche Uhrzeit heuer der Frühlingsanfang stattfindet, davon wird es sicher abhängen, an welcher Stelle im Zyklus wir uns ggf. heuer befinden. Wenn es wirklich einen Zyklus gibt, wird er vermutlich in einem Jahr beginnen, wenn der Frühlingsanfang etwa um 0:00 Uhr MEZ stattfindet. Dieses "etwa" darf nur einige Minuten vorher oder nachher bedeuten, sonst könnte dieser Fehler sich zu dem bisherigen Fehler addieren und den gesetzten Fehlerrahmen schon bald sprengen, wenn der Frühlingsanfang einmal ungefähr um 21:30 oder 2:30 MEZ liegt. Wann gibt es oder gab es ein solches Jahr mit etwa 0:00 MEZ als Frühlingsanfang? Siehe http://www.dasinternet.net/fruehlingsanfang_1900-2100.php : 1982 paßt gut (23:54 Uhr) , 2011 und 2015 kommen dem nahe (00:20 Uhr bzw. 23:44 Uhr). Wie viel macht die besagte schwankende Jahreslänge aus? Im Jahr 2001 fand der Frühlingsanfang besonders spät nach dem Vorjahr statt, um 14:31 MEZ, also  
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 = 0,605 Tage nach Mitternacht. Suchen wir eine ganze Zahl n (positiv oder negativ), so daß die Zahl  0,605 + n ∙ 0,2422  auf zwei Nachkommastellen gerundet eine ganze Zahl ist, so finden wir sie in n=–19 und in n=14. Die Jahre 1982 (=2001–19) und 2015 (=2001+14) passen demnach besonders gut. Hingegen im Jahr 2007 fand der Frühlingsanfang besonders früh nach dem Vorjahr statt, um 1:07 MEZ, also  
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 = 0,047 Tage nach Mitternacht. Suchen wir eine ganze Zahl n (positiv oder negativ), so daß die Zahl  0,047 + n ∙ 0,2422  auf zwei Nachkommastellen abgeschnitten eine ganze Zahl ist, so finden wir sie in n=–25 und in n=37, was ebenfalls für 1982 spricht.

Setzen wir also einen Jahrgang voraus, in dem das Ereignis stattfindet: Frühlingsanfang etwa um 0:00 Uhr MEZ. Nach der Vorschrift hat entweder dieses oder das nächste Jahr ein Schaltjahr zu sein, das dürfen wir uns aussuchen – auch wenn die Vorschrift nur Spielraum von wenigen Minuten um Mitternacht statt weniger Stunden um Mitternacht geben würde. Denken wir uns im Weiteren den Frühlingsanfang dieses Jahres exakt um Mitternacht: der Spielraum für die Kalendervorschrift reicht, daß die folgende Rechnung paßt.

Ein Jahr vor diesem Ereignis ist der Frühlingsanfang um 0,242 Tage vor Mitternacht, also um 0,758 Tage nach Mitternacht; vor zwei Jahren um 0,516 Tage, vor drei Jahren 0,273 Tage, vor vier Jahren 0,031 – und da sprang er über die Mitternachtsmarke, denn vor fünf Jahren waren es 0,789 Tage.

Im ersten Jahr nach diesem Ereignis ist der Frühlingsanfang um 0,242 Tage nach Mitternacht, nach zwei Jahren um 0,484 Tage, nach drei Jahren 0,727 , nach vier Jahren 0,969 – erst nach fünf Jahren springt er über die Mitternachtsmarke, dann um 0,211 Tage nach Mitternacht, also etwas früher als zuvor im ersten Jahr. Das nächste Mal springt er nach neun Jahren über die Mitternachtsmarke (auf 0,180 Tage), dann nach 13 Jahren (auf 0,149 Tage) usw., also zunächst alle vier Jahre, aber freilich bleibt das nicht immer so: Da die markante Uhrzeit bei dem Mitternachtssprung immer früher nach Mitternacht wird und immer näher an die Mitternacht rückt, von Mal zu Mal, wird es auch mal passieren, daß die Uhrzeit nach weiteren vier Jahren nicht mehr die Mitternacht überspringt, sondern davor bleibt, und daß somit der nächste Mitternachtssprung erst fünf Jahre (statt vier) nach dem vorigen stattfindet. Nach wie vielen Jahren insgesamt wird das passieren? Danach wird der Frühlingsanfang aber wieder später am frühen Morgen sein, so daß es wieder eine Zeit lang alle vier Jahre ein Schaltjahr gibt. Auf Dauer gibt es Schaltjahre also meist in Abständen von vier Jahren, aber zuweilen im Abstand von fünf Jahren. Wann ist dieses "zuweilen"?

Mit z := 0,2422 (wir kennen also z nur auf vier Nachkommastellen, bessere Angaben sind wie gesagt fragwürdig) rechnen wir nach. Die Toleranzgrenze der Kalendervorschrift, in Tagen ausgedrückt, nennen wir g, und wir haben g oben als 
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 = 0,10416666... genommen, entsprechend den zweieinhalb Stunden, also ziemlich groß. Die Jahreszahlen denken wir uns in diesem Kalender für die jetzige Rechnung anstatt mit Christi Geburt so ersetzt, daß das Ausgangsjahr mit Frühlingsanfang gegen 0:00 Uhr die Jahrgangs-Kennzahl –1 habe, das nächste Jahr die Jahrgangs-Kennzahl 0 usw. ; allgemein hat ein Jahrgang also die Jahrgangs-Kennzahl n > 0 , wenn er n+1 Jahre nach dem Ausgangsjahr liegt, und die Jahrgangs-Kennzahl n < –1, wenn er –n–1 Jahre vor dem Ausgangsjahr liegt. Die Uhrzeit des Frühlingsanfangs in einem Jahrgang n sei als Tagesbruchteil geschrieben und mit u(n) bezeichnet, d.h. für die Uhrzeit 9:38 z.B. ist u(n) =  
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 = 0,401 . Der Frühlingsanfang zu Jahrgangs-Kennzahl n liegt also um u(n) nach Mitternacht.

Die Kalendervorschrift besagt: Wenn u(n) kleiner als g oder größer als 1–g ist, muß entweder n oder n+1 einem Schaltjahr entsprechen, dies ist freigestellt. Anders ausgedrückt: Wenn u(n–1) kleiner als g oder größer als 1–g ist, muß entweder n–1 oder n einem Schaltjahr entsprechen, dies ist freigestellt. Dies ist in etwa damit gleichbedeutend, mit wenigen Minuten Fehler, daß u(n) größer als z–g und kleiner als z+g ist, weil u(n) der Nachkomma-Anteil von u(n–1)+z ist, mit wenigen Minuten Fehler. Die Kalendervorschrift besagt weiterhin: Wenn u(n) im Bereich von g bis z–g liegt, muß n einem Schaltjahr entsprechen, und wenn u(n) im Bereich von z+g bis 1–g liegt, darf n keinem Schaltjahr entsprechen. u(n) ist annähernd der Nachkomma-Anteil von (n+1) ∙ z , wobei der Nachkomma-Anteil auch für negative Zahlen als nichtnegativ zu verstehen sei, wenigstens 0 und weniger als 1 ; so hat z.B. die Zahl –2,7 den Nachkomma-Anteil 0,3 . Diese Näherung stimmt für kleinere n , wie oben erläutert, bis auf einige Minuten, jedoch für größere n bei ungenauer Kenntnis von z und bei Veränderlichkeit von z immer weniger genau, darum war g so hoch angesetzt. 

Die Kalendervorschrift bleibt eingehalten, wenn wir die besagte Wahlfreiheit folgendermaßen nutzen: Ein Jahrgang mit Jahrgangs-Kennzahl n sei genau dann Schaltjahr, wenn der Nachkomma-Anteil von (n+1)z größer als 0 und höchstens z ist. Dies ist damit gleichbedeutend, daß der Frühlingsanfang immer auf den 20. März fällt, wenn wir uns den Frühlingsanfang im Jahre –1 genau um Mitternacht und von Jahr zu Jahr alle Frühlingsanfänge in genau gleichen Abständen denken. Anders ausgedrückt: Für ein Schaltjahr gibt es zu der Jahrgangs-Kennzahl n eine ganze Zahl m, so daß nz ≤ m < (n+1)z , für ein Nicht-Schaltjahr hingegen gibt es zu der Jahrgangs-Kennzahl n eine ganze Zahl m, so daß m < nz < (n+1)z ≤ m+1 . Demnach entspricht die Jahrgangs-Kennzahl –1 , das Ausgangsjahr mit Frühlingsanfang gegen 0:00 Uhr, keinem Schaltjahr, aber das nachfolgende Jahr 0 ist ein Schaltjahr, mit Frühlingsanfang am 20. März um 0,2422 Tage nach Mitternacht. Diese Schaltvorschrift ist eindeutig definiert, es gibt also genau einen möglichen Schaltjahres-Rhythmus mit Zwischenfehler null im Rahmen der zugelassenen und möglichen Genauigkeit, und es gilt nun nachzurechnen, in welchen Abständen dabei die Schaltjahre auftreten.

Lassen wir nach dem Jahr 0 den beschriebenen 33-Jahres-Zyklus gemäß Omar Khayyām folgen (d.h. Schalttag in den Jahren 4 , 8 , 12 , 16 , 20 , 24 , 28 , 33) und wiederholen diesen mehrfach. Ist die hier gestellte Schaltvorschrift damit erfüllt? Zu beachten: Wenn ein Jahr 366 Tage hat, dann liegt der Frühlingsanfang im Vergleich zum Vorjahr im Mittel um 1–z = 0,7578 Tage früher; wenn ein Jahr jedoch 365 Tage hat, liegt er z = 0,2422 Tage später. Die Jahre 1 bis 33 haben folglich den Frühlingsanfang um so viele Tage nach dem 20. März 0:00 Uhr (stärker gerundet, bis auf die wichtigen Stellen): 0,48 ; 0,73 ; 0,97 ; 0,21 ; 0,45 ; 0,70 ; 0,94 ; 0,18 ; 0,42 ; 0,66 ; 0,91 ; 0,15 ; 0,39 ; 0,63 ; 0,88 ; 0,12 ; 0,36 ; 0,60 ; 0,84 ; 0,09 ; 0,33 ; 0,57 ; 0,81 ; 0,06 ; 0,30 ; 0,54 ; 0,78 ; 0,024 ; 0,27 ; 0,51 ; 0,75 ; 0,99 ; 0,235 . Es trifft also gerade noch stets zu, daß der Frühlingsanfang am 20. März stattfindet, weil diese Zahlen gerade noch alle größer als 0 und kleiner als 1 sind. Im Jahr 33 hat sich logischerweise die Uhrzeit des Frühlingsanfangs ganz leicht gegenüber dem Jahr 0 gemindert, von 0,2422 Tagen auf 0,235 Tage. So werden sich die hier genannten Differenzen mit jedem 33-Jahres-Zyklus um etwa 0,007 Tage mindern und würden schon nach wenigen Zyklen ganz leicht die 0 unterschreiten, und zwar im 28. Jahr des Zyklus. Dagegen kann der 128-Jahres-Zyklus helfen. Tut er das? Nach drei 33-Jahres-Blöcken ist die Differenz am Blockende (unter Vermeidung von Zwischen-Rundungsfehlern) auf 0,220 Tage gesunken, und die Differenz an der kritischsten Stelle im 28. Zyklus-Jahr auf 0,009 . Es paßt also gerade noch. Folgt nun ein 29-Jahres-Block wie oben beschrieben (d.h. Schalttag im 29. Jahr statt 28. , und dann den Block beenden), so ergibt sich die Abweichung zum bisherigen Schema genau an der Stelle, wo es ganz knapp wird; genau da wird der Schalttag weggelassen, so daß im 28. Jahr nach dem dritten 33-Jahres-Block die sonst fällige Mitternachts-Differenz von 0,002 Tagen nicht eintritt (da ist es wegen Ungenauigkeit der Zahl 0,2422 in der fünften Nachkomma-Stelle fraglich, ob es nicht doch unter 0 ginge) nicht eintritt, sondern stattdessen 1,002 Tage. Und im Jahr darauf, das den 128-Jahres-Zyklus abschließt, sind es 0,244 Tage. Am Schluß ergibt sich also wieder fast exakt die gleiche Neumond-Differenz wie im Jahr 0 , wie zu erwarten war. Ob dieser 128-Jahres-Zyklus auch nach mehreren Wiederholungen auch ganz im Rahmen bleibt, oder ob es stattdessen ein etwas anderer Zyklus tut, wie er oben beschrieben wurde – das läßt sich nicht sagen, weil die mittlere Dauer der Jahreszeiten zu ungewiß und veränderlich ist, um genau genug rechnen zu können.

Nun wiederholen wir die Rechnung des vorangegangenen Absatzes in ganz theoretischer Form (nur spaßeshalber).

Wegen 0 < z < 1 hat die Zahlenfolge ( 0∙z , 1∙z , 2∙z , 3∙z , 4∙z , usw.) die Eigenschaft, daß der Vorkomma-Anteil von Folgeglied zu Folgeglied entweder gleich bleibt oder um 1 wächst. Keine natürliche Zahl wird als Vorkomma-Anteil übergangen. Nach der Jahrgangs-Kennzahl 0 folgt so lange kein Schaltjahr, solange (n+1)∙z nicht 1 überschreitet. Das erste Schaltjahr nach dem Jahr 0 muß durch diejenige Jahrgangs-Kennzahl n gekennzeichnet sein, deren m die 1 ist, d.h. für die nz ≤ 1 < (n+1)z gilt; danach folgt so lange kein weiteres Schaltjahr, solange (n+1)z nicht 2 überschreitet. Das zweite Schaltjahr nach dem Jahr 0 muß durch diejenige Jahrgangs-Kennzahl n gekennzeichnet sein, deren m die 2 ist, d.h. für die nz ≤ 2 < (n+1)z gilt; danach folgt so lange kein weiteres Schaltjahr, solange (n+1)z nicht 3 überschreitet. Das dritte Schaltjahr nach dem Jahr 0 muß durch diejenige Jahrgangs-Kennzahl n gekennzeichnet sein, deren m die 3 ist, d.h. für die nz ≤ 3 < (n+1)z gilt; danach folgt so lange kein weiteres Schaltjahr, solange (n+1)z nicht 4 überschreitet; usw. Hat also ein Schaltjahr nach dem Jahr 0 die Jahrgangs-Kennzahl n , so gibt das zu n gehörige m mit  nz ≤ m < (n+1)z an, daß dieses Schaltjahr das m-te Schaltjahr nach dem Jahr 0 ist. Dies können wir auch so schreiben: n ≤ 
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 < n+1 . Somit ist n immer der Vorkomma-Anteil von 
[image: image782.wmf]z

m

 , auch genannt die Gaußklammer von 
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 , geschrieben n = [
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] . 

Zusammengefaßt: Das m-te Schaltjahr nach dem Jahr 0 hat stets die Jahrgangs-Kennzahl n = [
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m

] , d.h. es liegt um n = [
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] Jahre nach dem Jahr 0 , für jede natürliche Zahl m und für m = 0 . Wir nennen es das Schaltjahr mit der Schaltjahrs-Kennzahl m .

Der Abstand vom m-ten Schaltjahr zum m+1-ten Schaltjahr nach dem Jahr 0 beträgt 

[
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] Jahre; mit a := [
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] sind das a+1 Jahre, falls der Nachkomma-Anteil von 
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 kleiner ist als der Nachkomma-Anteil von 
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 (letzterer ist 
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 – a), aber sonst a Jahre. Durchrechnen: 

a = [
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] = [
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] = [4,129] = 4 ; also 5 Jahre Abstand zwischen den Schaltjahren, falls der Nachkomma-Anteil von 
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  kleiner ist als 
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 – a = 0,129 , sonst 4 Jahre Abstand. Der 5-Jahres-Abstand wird eher selten sein, denn dies ist eine ziemlich kleine Zahl zwischen 0 und 1 . Ein Schaltjahr mit a+1 Jahren Abstand zum vorherigen Schaltjahr nennen wir ein Sprungschaltjahr. Wenn z = 
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 wäre, dann wäre 
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 – a = 
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 , dann würden 4-Jahres-Abstand und 5-Jahres-Abstand genau abwechselnd erfolgen. Und daß der Nachkomma-Anteil von 
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 so eine kleine Zahl zwischen 0 und 1 ist, liegt daran, daß 
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 geringfügig größer als eine ganze Zahl ist, d.h. daß z geringfügig kleiner als ein Stammbruch ist, nämlich geringfügig kleiner als 
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 , wie allgemein bekannt. Somit ist die Ähnlichkeit zu Omar Khayyām bereits erkennbar und mehr als Ähnlichkeit vermutbar.

Vorhin erkannten wir bereits: das erste Schaltjahr nach dem Jahr 0 folgt nach 

1 + [
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] = 1 + [4,129] = 5 = a+1 Jahren, das zweite Schaltjahr folgt nach insgesamt 

1 + [
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] = 1 + [2∙4,129] = 1 + [8,258] = 9 = 2a+1 Jahren, das dritte nach 

1 + [
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] = 1 + [3∙4,129] = 1 + [12,387] = 13 = 3a+1 Jahren. Bis hierher also das m-te Schaltjahr nach ma+1 Jahren. Dies geht so lange weiter, wie kein 5-Jahres-Sprung erfolgt, also solange die hier verwendeten Nachkomma-Anteile um 0,129 wachsen. Das werden sie einschließlich so lange, bis sie näher als um 0,129 an die 1 herankommen, danach  werden sie kleiner als 0,129 werden, verbunden mit einem vergrößerten Sprung des Vorkomma-Anteils, der dann den ersten 5-Jahres-Schaltjahr-Abstand nach dem Jahr 0 bringen wird, also das erste Sprungschaltjahr nach dem Jahr 0 . Und das Jahr 0 stellt, wie wir vorhin sahen, selbst ein Sprungschaltjahr dar.

Um dies weiter auszurechnen, wird weiter umgeformt, und zwar formelmäßig ausgedrückt: Daß das m-te Schaltjahr nach dem Jahr 0 ein Sprungschaltjahr ist, ist wie gesagt (ab m = 1) damit gleichbedeutend, daß der Nachkomma-Anteil von 
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 , ist. Anders ausgedrückt, analog zu oben: Für ein Sprungschaltjahr ist der Vorkomma-Anteil von 
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[image: image813.wmf]z

m
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 . Noch anders ausgedrückt: Für ein Sprungschaltjahr gibt es zu der Schaltjahrs-Kennzahl m eine ganze Zahl k', so daß 
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 , für ein anderes Schaltjahr hingegen gibt es zu der Schaltjahrs-Kennzahl m eine ganze Zahl k', so daß 
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Wegen a < 
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 , 
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 , usw.)  die Eigenschaft, daß der Vorkomma-Anteil von Folgeglied zu Folgeglied entweder um a oder um a+1 wächst. Nach der Jahrgangs-Kennzahl 0 folgen so lange nur im a-Abstand Schaltjahre, solange der Vorkomma-Anteil von 
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 bei ma bleibt, aber nicht mehr, wenn er das erste Mal stärker wächst, also stattdessen ma+1 erreicht. Das erste Sprungschaltjahr nach dem Jahr 0 muß also durch diejenige Schaltjahrs-Kennzahl m gekennzeichnet sein, deren k' gleich ma+1 ist, d.h. für die 
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 gilt; danach folgen so lange nur im a-Abstand weitere Schaltjahre, solange der Vorkomma-Anteil von 
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 bei ma+1 bleibt, aber nicht mehr, wenn er wieder einmal stärker wächst, also stattdessen ma+2 erreicht. Das zweite Sprungschaltjahr nach dem Jahr 0 muß also durch diejenige Schaltjahrs-Kennzahl m gekennzeichnet sein, deren k' gleich ma+2 ist, d.h. für die 
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 gilt; danach folgen so lange nur im a-Abstand weitere Schaltjahre, solange der Vorkomma-Anteil von 
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 bei ma+2 bleibt, aber nicht mehr, wenn er wieder einmal stärker wächst, also stattdessen ma+3 erreicht.  Das dritte Sprungschaltjahr nach dem Jahr 0 muß also durch diejenige Schaltjahrs-Kennzahl m gekennzeichnet sein, deren k' gleich mit  ma+3 ist,  d.h.  für die 
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 gilt; danach folgen so lange nur im a-Abstand weitere Schaltjahre, solange der Vorkomma-Anteil von 
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 bei ma+3 bleibt, aber nicht mehr, wenn er wieder einmal stärker wächst, also stattdessen ma+4 erreicht; usw. Hat also ein Sprungschaltjahr nach dem Jahr 0 die Schaltjahrs-Kennzahl m , so gibt das zu m gehörige k mit 
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 an, daß dieses Sprungschaltjahr das k-te Sprungschaltjahr nach dem Jahr 0 ist. Und die Ungleichung 
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Zusammengefaßt: Das k-te Sprungschaltjahr nach dem Jahr 0 hat stets die Schaltjahrs-Kennzahl 

m = 1 + [
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] , d.h. es ist das (1 + [
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])-te Schaltjahr nach dem Jahr 0 , für jede natürliche Zahl k (jedoch nicht für k=0, sondern das Jahr 0 selber hat die Schaltjahrs-Kennzahl 0 statt 1). Wir nennen es das Sprungschaltjahr mit der Schaltjahrsprung-Kennzahl k .

Die Anzahl der Schaltjahre vom k-ten Sprungschaltjahr zum k+1-ten Sprungschaltjahr nach dem Jahr 0 beträgt für k > 0  [(k+1)
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], für k=0 ist es 1 + [
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]; mit b := [
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] sind das b+1 Schaltjahre, falls der Nachkomma-Anteil von (k+1)
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 kleiner ist als der Nachkomma-Anteil von 
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 – b), aber sonst b Schaltjahre – jedoch nicht für k=0 , also gleich beim Jahr 0, wo es 1 + [
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] = b+1 Schaltjahre zum ersten nachfolgenden Sprungschaltjahr sind, obwohl beide Nachkomma-Anteile trivialerweise exakt gleich sind. Insgesamt muß es statt "kleiner als" also "höchstens so groß wie" heißen, denn Gleichheit beider Nachkomma-Anteile ist später sehr unwahrscheinlich, allenfalls mögliche Gleichheit im Rahmen der machbaren Rechengenauigkeit. Und diese Definition von b entspricht genau dem k+1 , das wir bei der Konstruktion des Khayyām-Kalenders verwendeten, also genau dem standardmäßigen Bruch-Näherungsverfahren im zweiten Schritt. Durchrechnen wie oben: 
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] = [7,76] = 7 ; also 8 Schaltjahre Abstand zwischen den Sprungschaltjahren, falls der Nachkomma-Anteil von 
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 – b = 0,76 , sonst 7 Schaltjahre Abstand. Der 8-Schaltjahres-Abstand wird eher häufig sein, denn dies ist eine ziemlich große Zahl zwischen 0 und 1 . Dann sind es von Sprungschaltjahr zu Sprungschaltjahr a(b+1)+1 = 4∙8+1 = 33 Jahre. Dieser Kalender entspricht also in seiner Schaltbestimmung, mit Ausnahmen in Jahrhundert-Abständen, genau dem Kalender nach Omar Khayyām und damit genau dem oberen Näherungsbruch, den das standardmäßige Näherungsverfahren für z im zweiten Schritt gebracht hat. Hingegen bei 7 Schaltjahren Abstand sind es nur ab+1 = 4∙7+1 

= 29 Jahre. Dies entspricht genau dem unteren Näherungsbruch. Ein Sprungschaltjahr mit nur b Schaltjahren Abstand zum vorherigen Sprungschaltjahr nennen wir ein Blockschaltjahr, denn es schließt einen größeren Jahresblock ab, der schon einen zweistufigen Zyklus darstellt.

Das erste Sprungschaltjahr nach dem Jahr 0 folgt nach 1 + [
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] = 1 + [7,76] = 8 = b+1 Schaltjahren, das zweite Sprungschaltjahr folgt nach insgesamt 
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] = 1 + [2∙7,76] = 1 + [15,52] = 16 = 2(b+1) Schaltjahren, das dritte nach 

1 + [3
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] = 1 + [3∙7,76] = 1 + [23,28] = 24 = 3(b+1) Schaltjahren. Bis hierher also das k-te Sprungschaltjahr nach k(b+1) Schaltjahren. Dies geht so lange weiter, wie kein 7-Schaltjahres-Abstand erfolgt, also solange die hier verwendeten Nachkomma-Anteile um jeweils 0,24 schrumpfen. Das werden sie einschließlich so lange, bis sie kleiner als 0,24 werden, danach werden sie größer als 0,76 werden, verbunden mit einem verminderten Sprung des Vorkomma-Anteils, der dann den ersten 7-Schaltjahres-Abstand nach dem Jahr 0 bringen wird, also das erste Blockschaltjahr nach dem Jahr 0 . Und ob das Jahr 0 selbst ein Blockschaltjahr darstellt, werden wir uns noch überlegen müssen.

Um dies weiter auszurechnen, wird es weiter umgeformt, und zwar in Formel ausgedrückt: Daß das k-te Sprungschaltjahr nach dem Jahr 0 kein Blockschaltjahr ist, ist wie gesagt (ab k = 1) damit gleichbedeutend, daß der Nachkomma-Anteil von k
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 – b ist. Anders ausgedrückt, analog zu oben: Für ein Blockschaltjahr ist der Vorkomma-Anteil von (k–1)
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 . Noch anders ausgedrückt: Für ein Blockschaltjahr (aber auch für das erste Sprungschaltjahr nach dem Jahr 0) gibt es zu der Schaltjahrsprung-Kennzahl k eine ganze Zahl j', so daß gilt j'–b ≤ (k–1)
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 < j'+1 , für ein anderes Sprungschaltjahr hingegen gibt es zu der Schaltjahrsprung-Kennzahl k eine ganze Zahl j', so daß (k–1)
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 nur für k=1 eine ganze Zahl sein wird, können wir die Bedingung für Blockschaltjahre zu j'–b < (k–1)
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 , usw.)  die Eigenschaft, daß der Vorkomma-Anteil von Folgeglied zu Folgeglied entweder um b oder um b+1 wächst. Nach der Jahrgangs-Kennzahl 0 folgen so lange nur im (b+1)-Abstand Sprungschaltjahre, solange der Vorkomma-Anteil von k
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 bei k(b+1)–1 bleibt, aber nicht mehr, wenn er das erste Mal schwächer wächst, also stattdessen nur k(b+1)–2 erreicht. Das erste Blockschaltjahr nach dem Jahr 0 muß also durch diejenige Schaltjahrsprung-Kennzahl k gekennzeichnet sein, deren j' gleich k(b+1)–2 ist, d.h. für die k(b+1)–2–b = (k–1)(b+1)–1 < (k–1)
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 < k(b+1)–1 gilt; danach folgen so lange nur im (b+1)-Abstand weitere Sprungschaltjahre, solange der Vorkomma-Anteil von 
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 bei k(b+1)–2 bleibt, aber nicht mehr, wenn er wieder einmal schwächer wächst, also stattdessen k(b+1)–3 erreicht. Das zweite Blockschaltjahr nach dem Jahr 0 muß also durch diejenige Schaltjahrsprung-Kennzahl k gekennzeichnet sein, deren j' gleich k(b+1)–3 ist, d.h. für die 

k(b+1)–3–b = (k–1)(b+1)–2 < (k–1)
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 < k(b+1)–2 gilt; danach folgen so lange nur im (b+1)-Abstand weitere Sprungschaltjahre, solange der Vorkomma-Anteil von k
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 bei k(b+1)–3 bleibt, aber nicht mehr, wenn er wieder einmal schwächer wächst, also stattdessen k(b+1)–4 erreicht.  Das dritte Blockschaltjahr nach dem Jahr 0 muß also durch diejenige Schaltjahrsprung-Kennzahl k gezeichnet sein, deren j' gleich k(b+1)–4 ist, d.h. für die k(b+1)–4–b = (k–1)(b+1)–3 < (k–1)
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 < k(b+1)–3 gilt; danach folgen so lange nur im (b+1)-Abstand weitere Sprungschaltjahre, solange der Vorkomma-Anteil von k
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 bei k(b+1)–4 bleibt, aber nicht mehr, wenn er wieder einmal schwächer wächst, also stattdessen k(b+1)–5 erreicht; usw. Hat also ein Blockschaltjahr nach dem Jahr 0 die Schaltjahrsprung-Kennzahl k , so gibt das zu k gehörige j mit (k–1)(b+1)–j < (k–1)
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 < k(b+1)–j an, daß dieses Blockschaltjahr das j-te Blockschaltjahr nach dem Jahr 0 ist. Die Ungleichung (k–1)(b+1)–j < (k–1)
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Zusammengefaßt: Das j-te Blockschaltjahr nach dem Jahr 0 hat stets die Schaltjahrsprung-Kennzahl 

k = 1 + [j
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])-te Sprungschaltjahr nach dem Jahr 0, für jede natürliche Zahl j (jedoch nicht für j=0, sondern das mutmaßliche Blockschaltjahr 1 selber hat die Schaltjahrsprung-Kennzahl 0 statt 1). Wir nennen es das Blockschaltjahr mit der Schaltjahrblock-Kennzahl j .

Die Anzahl der Sprungschaltjahre vom j-ten Blockschaltjahr zum j+1-ten Blockschaltjahr nach dem Jahr 0 beträgt für j > 0  [(j+1)
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für j=0 ist es 1 + [
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c := [
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] = c+1 Sprungschaltjahre zum ersten nachfolgenden Blockschaltjahr sind, obwohl beide Nachkomma-Anteile trivialerweise exakt gleich sind. Insgesamt muß es statt "kleiner als" also "höchstens so groß wie" heißen, denn Gleichheit beider Nachkomma-Anteile ist später sehr unwahrscheinlich, allenfalls mögliche Gleichheit im Rahmen der machbaren Rechengenauigkeit. Und diese Definition von c entspricht genau dem k+1 , das wir bei der Kombination des Khayyām-Kalenders mit dem Mädler-Kalender verwendeten, also genau dem standardmäßigen Bruch-Näherungsverfahren im dritten Schritt. Durchrechnen wie oben: 
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] = [4] = 4 ; aber wenn wir uns hinter 0,2422 noch eine weitere Nachkommastelle denken und diese nicht kennen, dann ist das Ergebnis c=4 fraglich. Nehmen wir an, es sind 4 Sprungschaltjahre von Blockschaltjahr zu Blockschaltjahr, dann sind dies 3(b+1)+b = 4(b+1)–1 = 4∙8–1 = 31 Schaltjahre und 33∙3+29 = 128 Jahre insgesamt. Dieser Kalender entspricht also in seiner Schaltbestimmung der Kombination von Omar Khayyām und Johann Heinrich Mädler, daß der Khayyām-Zyklus dreimal hintereinander geschaltet wird und dann ein 29-Jahres-Zyklus kommt.

Nun noch dazu, warum Jahr 0 selbst ein Blockschaltjahr ist: Wenn der Block 128 Jahre umfaßt, darunter 31 Schaltjahre, dann hat er 365∙128+31 = 46751 Tage. 128mal die natürliche Jahreslänge, das sind 128∙365,2422 = 46751,00 Tage mit ungewisser Abweichung in der dritten Nachkommastelle. Die Abweichung ist kleiner als 0,01 Tage, das sind knapp 15 Minuten. Im Rahmen der Fehlertoleranz hat also auch der Jahrgang, der 128 Jahre vor dem Jahr –1 liegt, seinen Frühlingsanfang um Mitternacht, wir könnten ihn also auch statt seiner als Ausgangspunkt der Rechnung nehmen, und das Jahr danach als Ausgangs-Schaltjahr anstelle des Jahres 0, und demnach ist das Jahr 0 ein Blockschaltjahr. Und ein anderer Block statt 128 Jahre, wenn er sinnvoll ausgewählt ist, muß zum gleichwertigen Ergebnis führen.

Schaltjahre in einem Kalender mit rein mondbezogenem Jahr, das immer 354 oder 355 Tage hat

Wozu das? Damit der Monat immer bei Neumond oder kurz nach Neumond beginnt. Der Nachteil ist klar: Dann muß ja der Jahresbeginn von Jahrzehnt zu Jahrzehnt völlig die Jahreszeit wechseln, und somit muß es auch jedes Kalenderdatum tun. Ja, und so funktioniert der islamische Kalender. Das Jahr hat zwar immer 12 Monate, aber der Monat beginnt immer kurz nach Neumond. So ist keine Rücksicht auf die Jahreszeiten möglich. Umgekehrt nimmt ein Kalender mit 365 oder 366 Tagen keine Rücksicht auf den Mond. Auf Jahreszeiten und Mond zugleich Rücksicht zu nehmen, ist unmöglich, wenn das Jahr nie mehr als 12 Monate haben soll.

Freilich ist der Ramadan auf der nördlichen Erdhälfte in solchen Jahren am schwierigsten, wenn er mit dem Juni oder Juli zusammenfällt: Wenn man nur nachts essen und trinken darf und die Nacht so kurz ist. Im Polargebiet ist es dann ganz unmöglich, wenn man dort nicht ersatzweise den Sonnenaufgang und -untergang eines südlicheren Ortes auf gleichem Längengrad als Maßstab nehmen will, z.B. Stockholm als Maßstab für Hammerfest. So etwa meinen es manche islamischen Rechtsgelehrten; andere meinen, Menschen sollten nicht in den Polargebieten leben.

Die durchschnittliche Zeitdauer von Neumond zu Neumond wird gemeinhin mit 29,530589 Tagen angegeben; demnach dauern 12 Mondphasen 354,36707 Tage. Ob dies aber für viele Jahrhunderte so genau bleibt, ist fragwürdig, wenn die Dauer des Sonnenjahres schon nicht so genau vorhersagbar ist. Sagen wir also 29,53059 Tage bzw. 354,3671 Tage. Der Stand der Sonne hat nämlich auch Einfluß auf die Mondphasen, und die Dauer von Neumond zu Neumond schwankt nicht nur um Minuten, sondern um mehr als eine Stunde! Dies liegt vor allem daran, daß Erde und Mond leicht elliptische Bahnen mit wechselhafter Bahngeschwindigkeit haben. Die wahre Umlaufzeit des Mondes um die Erde, ohne Rücksicht auf die Bahn der Erde um die Sonne, läßt sich jedoch mit 27,32158 Tagen angeben. Die Drehgeschwindigkeit ist proportional zum Kehrwert, und die Drehgeschwindigkeit der Erde um die Sonne ist davon abzuziehen, um die Drehgeschwindigkeit des Mondes in Bezug auf die Erdbahn um die Sonne zu bekommen. Daher ist die mittlere Dauer von Neumond zu Neumond in Tagen: 
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Ausführliche Begründung hierzu: Sei T‘ := 27,32158 Tage die Umlaufzeit des Mondes um die Erde und T* := 365,2422 Tage die Durchlaufdauer der Jahreszeiten. Das oben gezeigte Näherungsverfahren gilt für jede reelle Zahl, somit auch für 
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Der Zeitraum mT‘ ist eine ganze Anzahl von Mondumläufen , der Zeitraum nT* ist eine ganze Anzahl von Sonnenjahren. Beides unterscheidet sich nur um die Differenz T’ε , die bei geeigneter (dabei unbegrenzt wachsender) Wahl von m und n beliebig klein zu machen geht. Ist der Zeitraum vom m Mondumläufen kleiner als der Zeitraum von n Sonnenjahren, so befindet sich die Dauer von m – n Mondphasen zwangsläufig dazwischen; wenn hingegen größer statt kleiner, befindet sie sich ebenfalls dazwischen. Diese m – n Mondphasen sind unterschiedlich lang, ihre Summe liegt aber wie gesagt zwischen mT‘ und nT* , ihre durchschnittliche Länge L also zwischen 
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Abgeänderte Begründung: Für jedes ε > 0 und jedes ganze n > 
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Daher muß 
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 als die mittlere Mondphase überhaupt angesehen werden.

Es gibt zwei Varianten des islamischen Kalenders: Eine Variante legt die Dauer des Kalendermonats gar nicht im Voraus fest, sondern macht den Monatsanfang immer davon abhängig, wann die zunehmende Mondsichel zu sehen ist – obwohl sich der Neumond natürlich heutzutage auf Jahrhunderte genau vorausberechnen läßt! Das ist ein noch unregelmäßigerer Kalender, als wenn man nach dem vorausberechneten Neumond gehen wollte, und selbst das wäre bereits noch unregelmäßiger und komplizierter als der oben angedachte Kalender mit Frühlingsanfang immer am 20. März, weil die Mondphasen so sehr schwanken. Außerdem sind sich die Moslem-Gemeinden über den richtigen Tag nicht immer einig. Die andere (die schematisierte) Variante gibt den ungeraden Kalendermonaten stets 30 Tage, den geraden Kalendermonaten 29 – und hat jeweils in 30 Jahren 11 Schaltjahre, in denen dem letzten Monat ein 30. Tag hinzugefügt wird. Diese Schaltjahre finden in Abständen von 2 oder 3 Jahren statt; das bringt weniger Zwischenfehler, als wenn man alle durch 3 teilbaren Jahrgänge und zusätzlich alle 30 Jahre ein weiteres Jahr zu Schaltjahren erklären würde, oder wenn man für die 11 Jahre nur ungerade Jahrgänge oder nur gerade Jahrgänge auswählen würde. http://www.ortelius.de/kalender/isl_de.php 
Islamischer Kalender, schematisierte Variante

Dreimal muß das obige Bruch-Annäherungsverfahren auf z = 0,3671 angewandt werden, um ein ausreichendes Ergebnis zu bringen. Wegen z < 
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 ; sollten also die Schaltjahre immer gleiche Abstände haben, so müßten sie alle drei Jahre stattfinden. Jedoch ist z – 
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 = 0,034 , somit hätte der Kalender etwa pro 30 Jahre einen Tag Fehler, und das ist noch erheblich schlechter als der Fehler des Julianischen Kalenders.

Der zweite Verfahrensschritt bedeutet, einen Wechsel von 2-Jahres-Abständen und 3-Jahres-Abständen zwischen den Schaltjahren zu schaffen. Zunächst ist  
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z = 0,3671 liegt darunter, somit bruchtechnisch näher an 
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) = 0,0035 , somit hätte der Kalender etwa pro 286 Jahre einen Tag Fehler, das wäre etwa halb so fehlerhaft wie der Julianische Kalender.

Da 
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 echt näher an 0,3671 liegt als 
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 , bräuchte es auf diese Weise jeweils 4 Schaltjahre in 11 Jahren, und zwar wegen k+1 = 3 jeweils dreimal hintereinander in 3-Jahres-Abständen und dann einmal im 2-Jahres-Abstand. Die Schaltjahre wären also 4mal nacheinander in den Jahrgängen, die man durch 3 teilen kann, dann 4mal hintereinander in den Jahren, die beim Teilen durch 3 den Rest 2 haben, und 4mal hintereinander in den Jahren, die beim Teilen durch 4 den Rest 1 haben.

Weil dies etwas umständlich ist (und zur Vorbereitung auf den dritten Verfahrensschritt) schauen wir uns auch die Variante mit jeweils 3 Schaltjahren in 8 Jahren an: 354 + 
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 = 0,0079 , macht einen Tag Fehler in 127 Jahren, also fast genau so viel Fehler wie beim Julianischen Kalender; und zwar wegen k = 2 sind die Schaltjahre jeweils zweimal hintereinander in 3-Jahres-Abständen und dann einmal im 2-Jahres-Abstand. Also dreimal hintereinander in den Jahrgängen, die man durch 3 teilen kann, dann dreimal hintereinander in den Jahren, die beim Teilen durch 3 den Rest 2 haben, und dreimal hintereinander in den Jahren, die beim Teilen durch 4 den Rest 1 haben. Nicht wirklich besser so.

Der dritte Verfahrensschritt bedeutet, einen Wechsel von 11-Jahres-Blöcken und 8-Jahres-Blöcken zu schaffen: 
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) = 0,0004 , somit hat der Kalender in rund 5000 Jahren einen Tag Fehler, das ist sehr präzise für den kurzen Zyklus von 30 Jahren. Und das, obwohl 1,66 nicht sehr dicht bei 2 liegt. Es liegt daran, daß für k = 1 generell auch eine relativ große Abweichung des 
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 von k+1 nur einen geringen Fehler für den k+1-bezogenen Näherungswert bringt, jedoch eine geringe Abweichung des 
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 von k bereits einen hohen Fehler für den k-bezogenen Näherungswert bringt, denn wenn z genau in der Mitte zwischen beiden Näherungswerten 
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 = 0,3675 wäre, dann hätte 
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 statt 
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 , s.o. Die Abweichung von 1,66 gegen 2 ist deutlich kleiner als die Abweichung von 0,3878 gegen 2 , und das macht einiges für die Genauigkeit des Ergebnisses aus.

Da 
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 echt näher an 0,3671 liegt als 
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 , empfehlen sich jeweils 11 Schaltjahre in 30 Jahren, und zwar wegen k+1 = 2 jeweils zwei 11er-Blöcke hintereinander und dann ein 8er-Block.

Abweichungen vom 30-Jahres-Zyklus des schematisierten islamischen Kalenders

Der vierte Verfahrensschritt bedeutet, einen Wechsel von 30-Jahres-Blöcken und 19-Jahres-Blöcken zu schaffen: 
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 = 0,3673 ; z = 0,3671 liegt darunter, somit bruchtechnisch näher an 
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 , daher werden die 30-Jahres-Blöcke öfter als die 19-Jahres-Blöcke sein; 
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] = [1,9] = 1; das vierte Näherungspaar für die Jahreslänge ist 354 + 
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 . Die Fehlerschranke ist 
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 = 0,00026. Tatsächlich ist 
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) = 0,00001 , somit ist der Kalenderfehler nicht mehr annähernd feststellbar, weit über 60.000 Jahre wahrscheinlich für einen Tag Fehler, so daß die Ungenauigkeit und Verschiebung der mittleren Mondphase schon eine Rolle spielt.

Da 
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 weitaus echt näher an 0,3671 liegt als 
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 , empfehlen sich jeweils 29 Schaltjahre in 79 Jahren, und zwar wegen k+1 = 2 jeweils 2 30er-Blöcke hintereinander und dann ein 19er-Block. So haben wir aber die glatte Zahl 30 durch die krumme Zahl 79 ersetzt.

Schaltjahre abwechselnd alle 2 Jahre und alle 4 Jahre

Wenden wir das Bruch-Annäherungsverfahren an mit der Ausgangsnäherung 
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 . Wir legen also wieder die Startwerte anders fest als normal, so daß wir die Schaltjahre in Abständen von 2 oder 4 Jahren planen, damit es stets ein gerader oder stets ein ungerader Jahrgang ist. Das ergibt eine etwas einfachere Verteilung der Schaltjahre als soeben.
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 ; z liegt darüber, somit bruchtechnisch näher an 
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 , daher werden die Schaltjahre öfter in 2-Jahres-Abständen als in 4-Jahres-Abständen sein; 
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Da 
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 echt näher an 0,3671 liegt als 
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 , spricht bis hierher die Rechnung für je 3 Schaltjahre in 8 Jahren, und zwar wegen k+1 = 2 dafür, jeweils zweimal die Schaltjahre in Abständen von 2 Jahren zu schalten und einmal im Abstand von 4 Jahren. Schaltjahre können demnach alle geraden Jahre mit Ausnahme der durch 8 teilbaren Jahre sein. So entspricht es genau dem Gesamtfehler des anderen 8-Jahres-Zyklus, aber mit einem Zwischenfehler, weil es drei Jahre hintereinander ohne Schaltjahr gibt.

Hingegen bei dem ungenaueren Weg mit je 2 Schaltjahren in 6 Jahren, da könnten Schaltjahre alle geraden Jahre mit Ausnahme der durch 6 teilbaren Jahre sein.

Wenden wir nun das obige Bruch-Annäherungsverfahren nochmals an, mit der Ausgangsnäherung 
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 . Das dient dazu, um 8-Jahres-Blöcke im soeben beschriebenen Schema zu schalten, aber dazwischen auch 6-Jahres-Blöcke mit 2 Schaltjahren.
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 = 0,3571 ; z liegt darüber, somit bruchtechnisch näher an 
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 , daher werden die 8er-Blöcke öfter als die 6er-Blöcke sein; 
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Da 
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 echt näher an 0,3671 liegt als 
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 , empfehlen sich wiederum jeweils 11 Schaltjahre in 30 Jahren, und zwar wegen k = 3 jeweils drei 8er-Blöcke hintereinander und dann ein 6er-Block. So entspricht der Gesamtfehler genau dem schematisiertem islamischen Kalender, aber mit einem Zwischenfehler, weil es mehr als zwei Jahre hintereinander ohne Schaltjahr gibt; dafür sind die Schaltjahre etwas leichter, nur gerade Jahrgänge: 30 Jahre lang sind es alle geraden Jahre mit Ausnahme der durch 8 teilbaren, dann 30 Jahre lang alle geraden Jahre mit Ausnahme derjenigen, die beim Teilen durch 8 den Rest 6 lassen, dann 30 Jahre lang alle geraden Jahrgänge mit Ausnahme derjenigen, die beim Teilen durch 8 den Rest 4 lassen, usw.

Denkbare Alternativen

Die primitivste Lösung, der reine 3-Jahres-Zyklus, ließe sich verbessern, indem man den einen Tag, der in 30 Jahren fehlt, einfach ergänzt und zu den 10 Schaltjahren ein elftes hinzufügt. Das wären ebenfalls 11 Schaltjahre in 30 Jahren. Dann gäbe es aber einmal in 30 Jahren zwei Schaltjahre hintereinander, mit entsprechendem Zwischenfehler. 

Die Lösung mit dem reinen 11-Jahres-Zyklus ließe sich verbessern, indem man den einen Tag, der in 286 Jahren fehlt, einfach ergänzt (286 ist durch 11 teilbar) und zu den 26 Schaltjahren dieses Zeitraumes ein 27stes hinzufügt. Dann gäbe es auch, aber seltener (in krummem Rhythmus), zwei Schaltjahre hintereinander.

Die Lösungen mit dem reinen 8-Jahres-Zyklus ließen sich verbessern, indem man den einen Tag, der in etwa 128 Jahren zu viel ist, einfach streicht, also alle 128 Jahre ein Schaltjahr fallen läßt. Da 900 nicht durch 8 teilbar ist, geht es nicht wie beim Neo-Julianischen Kalender mit Streichen von 7 Schaltjahren in 900 Jahren, allenfalls irgendwie mit 14 in 1800 Jahren. Jedoch hat der Julianische Kalender auch etwa einen Tag in 128 Jahren zu viel, und der Gregorianische Kalender fährt gut damit, je drei Schaltjahre in 400 Jahren zu streichen. Warum nicht hier ebenso verfahren? Da allerdings die vollen Hunderter nicht alle im reinen 8-Jahres-Zyklus als Schaltjahre vorgesehen sind, müssen die drei zu streichenden Schaltjahre irgendwie anders ausgesucht werden.

Die Lösungen mit dem 30-Jahres-Zyklus ließen sich verbessern, indem man den einen Tag, der nach mehreren Jahrtausenden fehlt, dann einfach ergänzt und so einmal zwei Schaltjahre hintereinander hat. Aber wie viele Jahre es sind, bis der eine Tag fehlt, läßt sich nur grob sagen. Am einfachsten wäre es, den Tag alle 6000 Jahre zu ergänzen.

Zwischenfehler null?

Wenn wir die obige Überlegung hierher übertragen wollen, die wir für den dauerhaften Frühlingsanfang am 20. März angestellt haben, so geht es darum, daß immer am Neujahrstag Neumond sein soll, oder immer am letzten Tag des Kalenderjahres. Dies ist nicht ebenso einfach, weil die Dauer von Neumond zu Neumond nicht nur um wenige Minuten schwankt, sondern um mehr als eine Stunde. Die Toleranzgrenze ist also kurzfristig weit höher und langfristig immer noch etwas höher als beim sonnenbezogenen Kalender anzusetzen, wenn die Bedingung so aufgeweicht werden soll, daß wir uns den Neumond in gleichmäßigen Abständen denken dürften, und daß ein Jahrgang mit Jahrgangs-Kennzahl n genau dann Schaltjahr sei, wenn der zum Jahresende erwartete Neumond am 355. Tag nach dem vorherigen liegt, also höchstens um z = 0,3671 Tage nach Tagesbeginn.

Das Ausgangsjahr ist auf etwas andere Weise zu setzen als wie oben für den Frühlingsanfang am 20. März, weil die Zahl 0,3671 im Unterschied zu 0,2422 nicht nahe unter, sondern nahe über einem Stammbruch liegt. Lassen wir z.B. mit einem bestimmten Stichtag, an dem der so idealisierte Neumond 7 Minuten und 12 Sekunden nach Tagesbeginn liegt (also 0,005 Tage), den letzten Tag eines Jahres einleiten, geben diesem Jahr die Jahrgangs-Kennzahl 0 , und danach lassen wir den beschriebenen 30-Jahres-Zyklus folgen (d.h. Schalttag in den Jahren 3 , 6 , 9 , 11 , 14 , 17 , 20 , 22 , 25 , 28 , 30) und wiederholen diesen mehrfach. Ist die Forderung damit erfüllt, daß der Neumond immer auf den letzten Tag des Kalenderjahres fallen soll? Zu beachten: Wenn ein Jahr 355 Tage hat, dann liegt der jahresabschließende Neumond im Vergleich zum vorjahresabschließenden Neumond im Mittel um 1–z = 0,6329 Tage früher; wenn ein Jahr jedoch 354 Tage hat, liegt er z = 0,3671 Tage später. Die Jahre 1 bis 30 haben folglich den Neumond zu ihrem Jahresende um so viele Tage nach dem Tagesbeginn des letzten Tages (stärker gerundet, bis auf das letzte): 0,35 ; 0,74 ; 0,11 ; 0,47 ; 0,84 ; 0,21 ; 0,57 ; 0,94 ; 0,31 ; 0,68 ; 0,04 ; 0,41 ; 0,78 ; 0,14 ; 0,51 ; 0,88 ; 0,25 ; 0,61 ; 0,98 ; 0,35 ; 0,71 ; 0,08 ; 0,45 ; 0,82 ; 0,18 ; 0,55 ; 0,92 ; 0,28 ; 0,65 ; 0,018 . Es trifft also gerade noch stets zu, daß der Neumond am letzten Tag des Jahres stattfindet, weil diese Zahlen gerade noch alle größer als 0 und kleiner als 1 sind. Im Jahr 30 hat sich logischerweise die Uhrzeit des Abschluß-Neumondes gegenüber dem Jahr 0 ganz leicht erhöht, von 0,005 Tagen auf 0,018 Tage; sonst ist sie stets höher. So werden sich die hier genannten Differenzen mit jedem 30-Jahres-Zyklus um etwa 0,01 Tage erhöhen und schon nach wenigen Zyklen ganz leicht die 1 überschreiten.

Kalender mit Bezug auf Jahreszeiten und Mond zugleich

Das geht nur, indem einige Kalenderjahre 12 Monate und andere Jahre 13 Monate haben. Nur so kann der Monatsbezug zum zu- und abnehmenden Mond und gleichzeitig zur Jahreszeit erreicht werden. Das Kalenderjahr wird also in seiner Länge um einen Monat schwanken. So funktionieren der jüdische und der chinesische Kalender, und auch die Jahreszeiten-Feste der alten Germanen. Aber die 12-Monate-Jahre werden öfter als die 13-Monate-Jahre sein müssen, weil die wahre Jahresdauer weniger als 12
[image: image1107.wmf]2
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 Monde beträgt, und daher wird einer der 12 Monate manchmal einen Schalttag haben müssen, wie im Julianischen/Gregorianischen Kalender der Februar, und dieser Schalttag wird zumindest in den 12-Monate-Jahren oft auftauchen müssen; wahrscheinlich wird das Schaltschema leichter, wenn er zuweilen auch in den 13-Monate-Jahren auftauchen darf.

Nun fragt sich, wie viele Tage welcher Monat überhaupt haben muß. Die normalen 12 Monate brauchen natürlich ohne Schalttag genau abwechselnd 30 Tage und 29 Tage; in manchen Jahren wird in einem der 29-Tage-Monate ein einzelner Schalttag hinzugefügt, also ist der eine Monat in seiner Länge veränderlich. Die 12-Monate-Jahre haben also teils 354 Tage und teils 355 Tage, wie in der schematisierten Variante des islamischen Kalenders. Wie auch sonst? Aber sicherlich in anderer Häufigkeit, da der 13. Monat nicht ohne Einfluß darauf bleiben kann. Soll der 13. Monat 29 oder 30 Tage haben? Wenn der 13. Monat 29 Tage hat, käme das 13-Monate-Jahr auf insgesamt 383 Tage, nur ggf. manchmal 384 (die natürliche Dauer von 13 Monden liegt knapp unter 384); jedoch gäbe es mehrere 29-Monate hintereinander, zumindest wenn gerade kein Schalttag stattfindet, und dadurch einen entsprechenden Zwischenfehler. Wenn der 13. Monat 30 Tage hat, hat das 13-Monate-Jahr 384 Tage, nur ggf. manchmal 385; das letztere nur, wenn im gleichen Jahr ein einzelner Schalttag stattfindet, also weniger oft, und nur dann häufen sich die 30-Tage-Monate sehr. Es ist also offenbar mit 30 Tagen besser, und um so weniger einzelne Schalttage werden im Lauf der Zeit gebraucht, nämlich genau so viele weniger, wie es 13. Monate gibt. Wären es mehr, wären sie sicherlich schwieriger zu schalten: der Julianische Kalender hätte auch bereits mehr Schwierigkeiten gehabt, wenn die wahre Jahreslänge nicht bei etwa 365
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 Tagen läge, sondern grob ungefähr bei 365
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 . Würde der 13. Monat zu 29 Tagen angesetzt, wären die vielen Schalttage wahrscheinlich am einfachsten zu schalten, indem sie u.a. immer im 13-Monate-Jahr stattfänden, was dann in Summe dem gleichkäme, daß der 13. Monat doch stets 30 Tage hat.

Allemal muß also die Kalender-Jahreslänge um viele Tage von 365 oder 366 Tagen abweichen, so daß der Jahresanfang sich von Jahr zu Jahr gegenüber der Jahreszeit verschiebt, mal viele Tage zu früh und mal viele Tage zu spät. Wie viele Tage mindestens? Eine Schwankung von einem Monat werden wir mindestens in Kauf nehmen müssen.

Es geht nicht auf die einfachere Art, daß alle 12-Monate-Jahre gleich lang und auch alle 13-Monate-Jahre gleich lang wären, also kein einzelner Schalttag stattfände; denn dann ergäben sich für die Häufigkeit des 13-Monate-Jahres zwei Bedingungen zugleich, nämlich die Anpassung an die Mondphasen und die Anpassung an die Jahreszeiten. Das wäre ein Gleichungssystem, das zwei Gleichungen mit nur einer Unbekannten hat, also ein Widerspruch. Die Sache wird also variabler sein müssen, denn es muß ja für die zwei Gleichungen notwendig zwei Unbekannte geben, die zu bestimmen sind, und das müssen sein: die Häufigkeit eines einzelnen Schalttages und die Häufigkeit eines ganzen Schaltmonats. Die Rechnung wird so verlaufen, daß in manchem Kalenderjahr eines von beiden auftreten darf, aber auch in manchem Kalenderjahr beides auftreten darf, und in den restlichen Kalenderjahren weder noch, so daß es also vier verschiedene Kalender-Jahreslängen geben darf. Haben wir optimale Lösungen für die Häufigkeit gefunden, dann können wir sehen, ob dies tatsächlich eintreten wird. Jedoch brauchen wir für den 13. Monat, den Schaltmonat, nur eine einzige Tagesanzahl zuzulassen (wie gesagt am besten 30), sonst gäbe es in den zwei Gleichungen sogar drei Unbekannte, was nicht sinnvoll oder nötig sein kann. Wie sehen die zwei Gleichungen aus?

Gibt es einen Schaltzyklus von insgesamt j Jahren, der m Jahrgänge mit einzelnem Schalttag und n Jahrgänge mit 13. Monat aufweist, so haben die j Jahre zusammen 354j + m + 30n Tage, und zugleich haben sie zusammen 12j + n Monate; die mittlere Jahreslänge beträgt also 
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 Tage, und die mittlere Monatslänge beträgt also 
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 Tage. Die Brüche 
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 und 
[image: image1116.wmf]j

n

 sind die zwei Unbekannten, die es zu bestimmen gilt. Zum einen muß die mittlere Kalender-Jahreslänge möglichst dicht bei 365,2422 (oder 365,2424 ?) Tagen liegen, es kommt somit darauf an, daß 354 + 
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 + 30
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 möglichst dich bei 365+z3 := 365,2422 liegt. Zum anderen muß die mittlere Kalender-Monatslänge möglichst dicht bei 29,530589 (oder nur 29,53059 ?) Tagen liegen, es kommt somit darauf an, daß 
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 möglichst dicht bei 29+ z2 := 29,53059 liegt; eine Nachkommastelle mehr als für die Jahreslänge ist für die Monatslänge sinnvoll, da das Jahr ungefähr zehnmal so lang wie der Monat ist. Die Monats-Bedingung bedeutet 354 + 
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 ≈ (12+
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)(29+ z2) = 12(29+ z2) + (29+ z2) 
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 ; wir haben also ein lineares Gleichungssystem von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten. Die Lösung liegt darin, daß (12+
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)(29+z2), weil es die mittlere Kalender-Jahresdauer nähern muß, auch möglichst dicht bei 365+ z3 liegen muß, d.h. 
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 möglichst dicht bei   
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 – 12 =: z1 = 0,36827 . Für alle vorhandenen Versionen von z2 und z3 ergibt sich dieses Ergebnis auf diese fünf Stellen, aber die sechste Stelle wäre ungewiß. Für 
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 , für die Häufigkeit des einzelnen Schaltages im 12-Monate-Jahr, ergibt sich die Bedingung: 
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 muß möglichst dicht liegen bei 365+ z3 – 354 – 30
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 ≈ 11+ z3 – 30z1 = 11,2422 – 30∙0,36827 = 0,1941 . Wenn wir 0,36827 ersetzen durch 
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 – 12, dann ist es 0,1942 . Ersetzen wir aber 0,2422 durch 0,2424 , dann ist es 0,1942 bzw. 0,1940 . Setzen wir z4 := 0,1941 .

Hätten wir den 13. Monat mit 29 statt 30 Tagen angesetzt, wäre z1 gleich, jedoch z4 stattdessen 11,2422 – 29∙0,36827 = 0,5624 , es wäre also größer, und zwar (logisch!) genau um so viel größer, wie die Häufigkeit des 13. Monats darstellt, so daß die Rechnung aufs gleiche Ergebnis hinauskäme, wenn wir in alle 13-Monate-Jahre einen einzelnen Schalttag mit hineinlegen und somit die restlichen verbleibenden einzelnen Schalttage genau so häufig sein müssen, wie es z4 = 0,1941 entspricht. Mit z4 = 0,1941 wird es einfacher sein, als nach einem Näherungsbruch für 0,5624 zu suchen, denn 0,1941 liegt nahe bei 
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 , jedoch 0,5624 ist erheblich größer als 
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 und erheblich kleiner als 
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, die erste Näherung des bewährten Bruch-Näherungsverfahrens wäre also bereits ziemlich schlecht. Und in der zweiten Näherung wäre der Ausdruck in der Gaußklammer für k+1 hier 2,508 , der Nachkomma-Anteil also ungefähr 
[image: image1134.wmf]2

1

 ; das wäre äußerst schlecht.

Da z1 + z4 = 0,36827 + 0,1941 = 0,5624 weitaus kleiner als 1 ist, ist es möglich, den einzelnen Schalttag und den 30tägigen 13. Monat nur in verschiedenen Jahren zu schalten, also nur drei verschiedene Jahreslängen zu bekommen und so das 385-Tage-Jahr zu vermeiden. Jedoch wird es vermutlich einfacher sein, die Schaltregelungen für beides getrennt zu bestimmen und Überschneidung zuzulassen.

Wir werden viele Möglichkeiten für die Häufigkeit des Schaltmonats und des einzelnen Schalttages finden. Dafür ist es grundsätzlich für beide egal, ob sie am Anfang oder am Ende oder in der Mitte des Kalenderjahres stattfinden. Dennoch gehen wir kurz darauf ein: Am einfachsten ist es für den Kalender, den 13. Monat stets am Jahresende einzuschalten, dann hat jeder Monatsname immer die gleiche Monatsnummer. Somit ist es weitergehend am einfachsten, allen ungeraden Monaten 30 Tage zu geben; und allen geraden Monaten 29 Tage, außer dann, wenn der einzelne Schalttag eintritt. So gibt es, was auch sinnvoll ist, nie zwei Monate hintereinander mit 29 Tagen. Zwei Monate hintereinander mit 30 Tagen sind natürlich zuweilen nötig, und das ist stets der Fall, wenn der 13. Monat stattfindet, nämlich dieser Monat und der nachfolgende 1. Monat des nächsten Jahres. Drei Monate hintereinander mit 30 Tagen sind unschön, jedoch ohne große Komplikationen unvermeidbar, wann immer der einzelne Schalttag stattfindet. Einer der geraden Monate muß es sein, dem dieser Tag angehängt wird, so daß er in den betreffenden Jahren 30 Tage statt 29 hat. Es soll nicht der 2. Monat oder der 12. Monat des Jahres sein, denn sonst würde es wegen des 13. Monats schwierig werden, daß wir nie vier Monate hintereinander mit 30 Tagen hätten. Um die 30-Tage-Monate insgesamt möglichst gleichmäßig zu verteilen, sollte der einzelne Schalttag in der Mitte des Jahres liegen, also dem 6. Monat angefügt werden.

Es sollten ja 
[image: image1135.wmf]j
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 und 
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 den gleichen Nenner haben, es sollte also ein Zyklus bestehen, der zugleich 
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 an z1 und 
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 an z4 annähert. Wenn wir also für z1 einen geeigneten Bruch nach den üblichen Näherungsverfahren aussuchen, diesen als 
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 nehmen und für 
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 nur einen Bruch mit dem gleichen Nenner nehmen wollen, so wird 
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 sicherlich ungenau. Suchen wir stattdessen mit den üblichen Näherungsverfahren für z4 einen geeigneten Bruch aus und nehmen ihn als 
[image: image1142.wmf]j
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, werden wir wahrscheinlich ganz andere Nenner bekommen, die sich für 
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 zur Näherung an z1 nicht eignen. Verwenden wir zwei Näherungsbrüche mit unterschiedlichen Nennern, 
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  und 
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  , dann gibt es einen Hauptnenner zu beiden Brüchen, nämlich das kleinste gemeinsame Vielfache von j1 und j2 , und beide Brüche lassen sich auf den Hauptnenner erweitern, so daß der Kalender sich erst nach so vielen Jahren wiederholt, wie es dem Hauptnenner entspricht. Der jährliche Fehler für 
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  ist aber kritischer als der für 
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  , weil er sich auf ganze Monate bezieht: Sein Kehrwert sagt nicht, nach wie vielen Jahren ein Tag Fehler eintritt, sondern nach wie vielen Jahren ein Monat Fehler eintritt. Auch Zwischenfehler machen entsprechend viel aus. Hingegen bezieht sich der Fehler für 
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  nur auf Tage, wie bisher.

Wie wirken sich dann beide Fehler zusammen aus? 
Sei x der Fehler von 
[image: image1149.wmf]1
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  , also x := 
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  – z4 , und y der Fehler von 
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 , also y := 
[image: image1152.wmf]2

j

n

 – z1 . Die mittlere Kalender-Jahreslänge beträgt  354 + 
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  + 30
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  = 354 + z4 + x + 30(z1+y)  = 354 + 11 + z3 – 30z1 + x + 30(z1+y) = 365 + z3 + x + 30y ; der Fehler gegen die Jahreszeiten ist also  x + 30y = 
[image: image1155.wmf]1

j

m

  – z4 + 30 (
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 – z1) , somit wirkt x weder verstärkt noch abgeschwächt, jedoch y (wie erwartet) 30fach verstärkt. Demnach wird der Kalender alle 
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 Jahre je einen Tag Gesamtfehler Fehler gegenüber den Jahreszeiten haben. Wenn beide Fehler entgegengesetzt sind, d.h. 
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 < z4 und 
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 > z1 , oder umgekehrt  
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 > z4 und 
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 < z1 , dann heben sich beide Fehler teilweise gegenseitig auf.
Die mittlere Kalender-Monatslänge beträgt  
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 ; der Fehler der mittleren Monatslänge ist also  
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 , somit wirkt x hier ein klein wenig abgeschwächt und y auf weniger als die Hälfte abgeschwächt. Demnach wird der Kalender alle 
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 Jahre je einen Tag Gesamtfehler Fehler gegenüber den Mondphasen haben. Wenn beide Fehler entgegengesetzt sind, dann heben sich beide Fehler teilweise gegenseitig auf.
Häufigkeit des einzelnen Schalttages

Zunächst besprechen wir die Möglichkeiten für 
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  unabhängig von 
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 , also 
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 als möglichst günstige Näherung für z4 = 0,1941 zu wählen. Es wird gut gelingen. Der Jahreszeiten-Gesamtfehler von je einem Tag in 
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 Jahren wird bei sehr gut genäherter Wahl von 
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 Jahre hinauslaufen, sonst leider gewöhnlich auf erheblich weniger Jahre. Der Mondphasen-Gesamtfehler von je einem Tag in 
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 Jahren wird bei sehr gut genäherter Wahl von 
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 ebenfalls etwa auf 
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 Jahre hinauslaufen, sonst gewöhnlich auf weniger Jahre.
Der jüdische Kalender sucht den Fehler nicht möglichst gering zu halten, sondern nimmt Komplikationen und einen größeren Zwischenfehler extra in Kauf, und zwar zu dem Zweck, daß bestimmte Feiertage nicht auf bestimmte Wochentage fallen. Zum Vergleich stelle man sich vor: Im Gregorianischen Kalender würde der 29. Februar nicht regelmäßig in den durch vier teilbaren Jahren stattfinden, sondern in ungleichmäßigen Abständen von drei bis fünf Jahren, und das immer so, daß bestimmte Feiertage nicht auf bestimmte Wochentage fallen! Und außerdem würde zum gleichen Zweck in den Jahren, die den 29. Februar nicht haben, manchmal auch der 31. März wegfallen! http://www.ortelius.de/kalender/j_de.php 
Standardmäßiges Brüche-Näherungsverfahren für die Häufigkeit des Schalttages

Wenden wir also das übliche Verfahren auf z4 = 0,1941 an.

Wegen z4 < 
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 ergibt der erste Schritt Stammbrüche: Es ist [
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] = [
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] = [5,15] = 5 , also 
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 < z4 < 
[image: image1191.wmf]5

1

 ; wegen  
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 < z4 und auch 
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 < z4 liegt 
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 näher bei z4 als 
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 ; sollten also die Schalttagsjahre immer gleiche Abstände haben, so müßten sie alle fünf Jahre stattfinden. Es ist 


[image: image1198.wmf]5
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 – z4 = 0,0059 , somit hätte der Kalender pro höchstens 169 Jahre einen Tag Fehler, etwas weniger Fehler als beim Julianischen Kalender. Schon im ersten Schritt ein recht gutes Ergebnis, weil z4 so klein ist und nah bei einem Stammbruch liegt.

Der zweite Verfahrensschritt bedeutet, einen Wechsel von 5-Jahres-Abständen und 6-Jahres-Abständen zwischen den Schalttagsjahren zu schaffen. Zunächst ist 
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 = 0,181818... zu beachten: z4 = 0,1941 liegt darüber, somit bruchtechnisch näher an 
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 als an 
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 , es tritt also Fall 2) des zweiten Schrittes ein; daher werden die Schalttagsjahre öfter in 5-Jahres-Abständen als in 6-Jahres-Abständen sein; k+1 = [
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] = [6,6] = 6 ; das zweite Näherungspaar ist 
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 . Die Fehlerschranke ist 
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 = 
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 = 0,0009. Tatsächlich ist 
[image: image1213.wmf]36

7

 – z4 = 0,0003 , somit hat der Kalender etwa pro höchstens 3000 Jahre einen Tag Fehler, vergleichbar mit Gregorianischem Kalender u.a. Da 
[image: image1214.wmf]36

7

 echt näher an 0,1941 liegt als 
[image: image1215.wmf]31

6

 , braucht es auf diese Weise jeweils 7 Schalttagsjahre in 36 Jahren, und zwar wegen k+1 = 6 jeweils 6mal hintereinander in 5-Jahres-Abständen und dann einmal im 6-Jahres-Abstand. Die Schaltjahre sind also 7mal nacheinander in den Jahrgängen, die man durch 5 teilen kann, dann 7mal hintereinander in den Jahren, die beim Teilen durch 5 den Rest 1 haben, 7mal hintereinander in den Jahren, die beim Teilen durch 5 den Rest 2 haben, 7mal hintereinander in den Jahren, die beim Teilen durch 5 den Rest 3 haben, und 7mal hintereinander in den Jahren, die beim Teilen durch 5 den Rest 4 haben.

Schalttagsjahre abwechselnd alle 4 Jahre und alle 8 Jahre

Wenden wir das obige Bruch-Annäherungsverfahren an mit der Ausgangsnäherung 
[image: image1216.wmf]8
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 < 0,1941 < 
[image: image1217.wmf]4
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 . Wir legen also wieder die Startwerte anders fest als normal, so daß wir die Schalttagsjahre in Abständen von 4 oder 8 Jahren planen, damit es stets ein durch 4 teilbarer Jahrgang ist. Das ergibt eine etwas einfachere Verteilung der Schalttagsjahre als soeben.
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 ; z4 liegt darüber, somit bruchtechnisch näher an 
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 als an 
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 , daher werden die Schalttagsjahre öfter in 4-Jahres-Abständen als in 8-Jahres-Abständen sein; 
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] = [2,472] = 2 . Das Näherungspaar ist 
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 . Die Fehlerschranke ist 
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 = 0,0125 . Tatsächlich ist 
[image: image1235.wmf]20

4

 – z4 = 0,0059 wie gehabt; Gesamtfehler etwas kleiner als beim Julianischen Kalender, so wie beim reinen 5-Jahres-Zyklus. 

Da 
[image: image1236.wmf]20
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 echt näher an 0,1941 liegt als 
[image: image1237.wmf]16

3

 (im Rahmen der möglichen Rechengenauigkeit), spricht bis hierher die Rechnung für je 4 Schalttagsjahre in 20 Jahren, und zwar wegen k+1 = 3 dafür, jeweils dreimal die Schalttagsjahre in Abständen von 4 Jahren zu schalten und einmal im Abstand von 8 Jahren. Schalttagsjahre wären demnach alle durch 4 teilbaren Jahre mit Ausnahme der durch 20 teilbaren Jahre.

Ersatzweise mit vergleichbarem Fehler können je 3 Schalttagsjahre in 16 Jahren geschaltet werden, und zwar wegen k = 2 jeweils zweimal die Schalttagsjahre in Abständen von 4 Jahren und einmal im Abstand von 8 Jahren. Schalttagsjahre wären demnach alle durch 4 teilbaren Jahre mit Ausnahme der durch 16 teilbaren Jahre.

Wenden wir nun das obige Bruch-Annäherungsverfahren nochmals an, mit der Ausgangsnäherung 
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 < 0,1941 < 
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 . Das dient dazu, um 20-Jahres-Blöcke im soeben beschriebenen Schema zu schalten, aber dazwischen auch 16-Jahres-Blöcke.
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 = 0,19444... ; z4 liegt darunter, somit bruchtechnisch näher an 
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 als an 
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, daher sollten die 16er-Blöcke öfter als die 20er-Blöcke sein; k = [
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] = [1,1] = 1 . Das neue Näherungspaar ist nun 
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 . Die Fehlerschranke ist 
[image: image1251.wmf]36

7

 – 
[image: image1252.wmf]52

10

 = 
[image: image1253.wmf]36

7

 – 
[image: image1254.wmf]26

5

 = 
[image: image1255.wmf]18·26

5·18

-

7·13

 = 
[image: image1256.wmf]18·26

1

 = 0,0005 . Tatsächlich ist 
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 – z4 = 0,0003 , wie gehabt. Da 
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 echt näher an 0,1941 liegt als 
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 , empfehlen sich wiederum jeweils 7 Schalttagsjahre in 36 Jahren, und zwar wegen k = 1 jeweils ein 16er-Block und dann ein 20er-Block. So entspricht der Gesamtfehler genau der zuvor gefundenen Lösung, aber mit einem Zwischenfehler, weil es mal mehr als fünf Jahre hintereinander ohne einzelnen Schalttag gibt (sieben sogar) und meistens weniger als vier; dafür sind die Schalttagsjahre etwas leichter, nämlich alle durch 4 teilbaren Jahrgänge mit Ausnahme derjenigen, die durch 36 teilbar sind oder die beim Teilen durch 36 den Rest 20 lassen.

Schalttagsjahre abwechselnd alle 3 Jahre und alle 6 Jahre

Wenden wir das Bruch-Annäherungsverfahren an mit der Ausgangsnäherung 
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 < 0,1941 < 
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 . Wir legen also wieder die Startwerte anders fest als normal, so daß wir die Schalttagsjahre in Abständen von 3 oder 6 Jahren planen, damit es stets ein durch 3 teilbarer Jahrgang ist. Das ergibt ebenfalls eine etwas einfachere Verteilung der Schalttagsjahre.
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 ; z4 liegt darunter, somit bruchtechnisch näher an 
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 als an 
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 , daher werden die Schalttagsjahre öfter in 6-Jahres-Abständen als in 3-Jahres-Abständen sein; 
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 = 0,0095 . Tatsächlich ist 
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 – z4 = 0,0059 wie gehabt; Gesamtfehler etwas kleiner als beim Julianischen Kalender, so wie beim reinen 5-Jahres-Zyklus; jedoch z4 – 
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 = 0,0036 etwas kleiner.

Da 
[image: image1281.wmf]21

4

 echt näher an 0,1941 liegt als 
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3

 (im Rahmen der möglichen Rechengenauigkeit), spricht bis hierher die Rechnung für je 4 Schalttagsjahre in 21 Jahren, und zwar wegen k+1 = 3 dafür, jeweils dreimal die Schalttagsjahre in Abständen von 6 Jahren zu schalten und einmal im Abstand von 3 Jahren. Etwas umständlicher als die vorige Variante, die durch 3 teilbaren Jahrgänge mit je drei Ausnahmen in 21 Jahren.

Ersatzweise mit schon bekanntem Gesamtfehler können je 3 Schalttagsjahre in 15 Jahren geschaltet werden, und zwar wegen k = 2 jeweils zweimal die Schalttagsjahre in Abständen von 6 Jahren und einmal im Abstand von 3 Jahren. Schalttagsjahre wären demnach alle durch 3 teilbaren Jahre mit je zwei Ausnahmen in 15 Jahren, wieder etwas bequemer, aber nicht viel bequemer.

Wenden wir nun das obige Bruch-Annäherungsverfahren nochmals an, mit der Ausgangsnäherung  
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 < 0,1941 < 
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 . Das dient dazu, um 21-Jahres-Blöcke im soeben beschriebenen Schema zu schalten, aber dazwischen auch 15-Jahres-Blöcke.
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 = 0,19444... ; z4 liegt darunter, somit bruchtechnisch näher an 
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 als an 
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, daher sollten die 21er-Blöcke öfter als die 15er-Blöcke sein; 

k = [
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 . Die Fehlerschranke ist 
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 = 0,0015 . Tatsächlich ist 
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 – z4 = 0,0003 , wie gehabt. Da 
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 echt näher an 0,1941 liegt als 
[image: image1304.wmf]52
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 , empfehlen sich wiederum jeweils 7 Schalttagsjahre in 36 Jahren, und zwar wegen k = 1 jeweils ein 21er-Block und dann ein 15er-Block. So entspricht der Gesamtfehler genau der zuerst gefundenen Lösung, aber mit einem Zwischenfehler, weil es mal weniger als vier Jahre hintereinander ohne einzelnen Schalttag gibt (zwei sogar nur); dafür sind die Schalttagsjahre etwas leichter, nur durch 3 teilbare Jahrgänge; aber schwieriger als in der zweiten Lösung, weil es hier nicht zwei, sondern fünf Ausnahmen in 36 Jahren gibt. Der Zwischenfehler muß vergleichbar mit der zweiten Lösung sein, weil nicht ohne gründliches Durchrechnen ersichtlich ist, welche Variante den größeren Zwischenfehler hat, und weil dies von der Schaltung des 13. Monats abhängen muß.

Schalttagsjahre abwechselnd alle 5 Jahre und alle 10 Jahre

Wenden wir das Bruch-Annäherungsverfahren an mit der Ausgangsnäherung 
[image: image1305.wmf]10
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 < 0,1941 < 
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 . Wir legen also wieder die Startwerte anders fest als normal, so daß wir die Schalttagsjahre in Abständen von 5 oder 10 Jahren planen, damit es stets ein durch 5 teilbarer Jahrgang ist. Das ergibt eine etwas einfachere Verteilung der Schalttagsjahre als soeben.
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 = 0,118 ; z4 liegt darüber, somit bruchtechnisch näher an 
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 als an 
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 , daher werden die Schalttagsjahre öfter in 5-Jahres-Abständen als in 10-Jahres-Abständen sein; k = [
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 . Die Fehlerschranke ist 
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 = 0,0002 . Tatsächlich ist 
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 – z4 = 0,0001 ; Gesamtfehler also ein Tag in höchstens etwa 60.000 Jahren. Da 
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 echt näher an 0,1941 liegt als 
[image: image1325.wmf]165
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 , spricht die Rechnung für je 33 Schalttagsjahre in 170 Jahren, und zwar wegen k+1 = 32 dafür, jeweils 32mal die Schalttagsjahre in Abständen von 5 Jahren zu schalten und einmal im Abstand von 10 Jahren. Schalttagsjahre wären demnach alle durch 5 teilbaren Jahre mit Ausnahme der durch 170 teilbaren Jahre. Es ist also recht einfach, nur gibt es alle 170 Jahre den Zwischenfehler, daß wir neun Jahre hintereinander ohne einzelnen Schalttag haben.

Denkbare andere Weiterentwicklung des 5-Jahres-Zyklus

Wenn so viele Varianten mit Zyklen, die durch 5 teilbar sind, in 169 Jahren je einen Tag zu viel bringen, dann können wir überlegen, wie oft der Schalttag weggelassen werden muß. Es geht eigentlich nur alle 170 Jahre einmal; oder mit deren Vielfachen, die sehr groß und dabei auch krumm werden. Der 5-Jahres-Zyklus wird damit durch die soeben dargestellte Variante ersetzt.

Kein Zwischenfehler null für den Schalttag erreichbar

Um die obige Rechnung für den dauerhaften Frühlingsanfang am 20. März hierher zu übertragen – dafür ist der Fehlerbeitrag des 13. Monats zu groß. Bereits für den Mondphasen-Fehler ist er etwas zu groß zum Vernachlässigen, und für den Jahreszeiten-Fehler spielt er die Hauptrolle.

Drei Varianten kommen demnach für unterschiedliche Gesamtfehler in Betracht: 5-Jahres-Zyklus; 36-Jahres-Zyklus; 170-Jahres-Zyklus. Letzterer hat den kleinsten Gesamtfehler, aber den größten Zwischenfehler. Der 36-Jahres-Zyklus hat zwei erwägbare Schaltvarianten: eine mit gewöhnlich 5-Jahres-Abständen und zuweilen 6-Jahres-Abständen; und eine einfachere, aber mit Zwischenfehler, mit 4-Jahres-Abständen und 8-Jahres-Abständen.

Häufigkeit des 13. Monats

Nun besprechen wir die Möglichkeiten für 
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 als möglichst günstige Näherung für z1 = 0,36827 zu wählen. Der Nachkomma-Anteil z1 = 0,36827 ist zufällig dem Nachkomma-Anteil von 354,3671 sehr ähnlich, darum werden die Jahre mit 13. Monat ähnlich oft auftreten wie die Schaltjahre im islamischen Kalender. Leider ist also gerade das nicht so einfach. Zudem wird sich die Fehlerrechnung für 0,36827 schwieriger erweisen als alles Bisherige. Der Jahreszeiten-Gesamtfehler von je einem Tag in 
[image: image1329.wmf]|

)

z

-

j

n

(

 

30

z

-

j

m

|

1

 

1

2

4

1

+

 Jahren wird bei sehr gut genäherter Wahl von 
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 Jahre hinauslaufen (das bedeutet je einen Monat in etwa 
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 Jahren), sonst gewöhnlich auf etwas weniger Jahre. Es werden also viel bessere Näherungen als für die Häufigkeit des einzelnen Schalttages benötigt. Der Mondphasen-Gesamtfehler von je einem Tag in 
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 Jahren wird bei sehr gut genäherter Wahl von 
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± 0,17224 Jahre hinauslaufen (wobei die 0,17224 Jahre offenbar vernachlässigbar sind), sonst leider gewöhnlich auf weniger Jahre. Das sind etwa 60mal so viele Jahre wie beim Jahreszeiten-Gesamtfehler, also ein sehr kleiner Fehler im Vergleich zu diesem.
Die Häufigkeit des 13. Monats im jüdischen Kalender (erst nach der Vertreibung aus Palästina genau festgelegt)

Dreimal muß das obige Bruch-Annäherungsverfahren auf z = 12,36827 (bzw. auf z1 = 0,36827) angewandt werden, um ein ausreichendes Ergebnis zu bringen. Wegen z1 < 
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 ergibt der erste Schritt Stammbrüche: Es ist [
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] = [2,7154] = 2 , also 12 + 
[image: image1340.wmf]3

1

 < z < 12 + 
[image: image1341.wmf]2

1

 ; wegen 
[image: image1342.wmf]2

3

1

1

+

+

 = 
[image: image1343.wmf]5

2

 > z1 und auch 
[image: image1344.wmf]2

2

1

3

1

+

 = 
[image: image1345.wmf]12

5
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 näher bei z1 als 
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 ; sollten also die 13-Monate-Jahre immer gleiche Abstände haben, so müßten sie alle drei Jahre stattfinden. Jedoch ist z1 – 
[image: image1348.wmf]3
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 = 0,034 , somit hätte der Kalender etwa pro höchstens 30 Jahre einen Monat Jahreszeiten-Fehler und taugte somit nichts.

Der zweite Verfahrensschritt bedeutet, einen Wechsel von 2-Jahres-Abständen und 3-Jahres-Abständen zwischen den 13-Monate-Jahren zu schaffen. Zunächst ist 
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 = 0,4 zu beachten: z1=0,36827 liegt darunter, somit bruchtechnisch näher an 
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 als an 
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 , es tritt also Fall 1) des zweiten Schrittes ein; daher werden die 13-Monate-Jahre öfter in 3-Jahres-Abständen als in 2-Jahres-Abständen sein; k+1 = [
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] = [3,5137] = 3 ; das zweite Näherungspaar für die Jahreslänge ist 12 + 
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. Die Fehlerschranke ist 
[image: image1362.wmf]11·8

1

 = 
[image: image1363.wmf]88

1

 = 0,0113. Tatsächlich ist 
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[image: image1365.wmf]11
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) = 0,00463 , somit hätte der Kalender etwa pro höchstens 216 Jahre einen Monat Jahreszeiten-Fehler, also etwa pro höchstens 7 Jahre einen Tag. Viel zu ungenau. Da 
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 echt näher an 0,36827 liegt als 
[image: image1367.wmf]8
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 , bräuchte es auf diese Weise jeweils 4 13-Monate-Jahre in 11 Jahren, und zwar wegen k+1 = 3 jeweils dreimal hintereinander in 3-Jahres-Abständen und dann einmal im 2-Jahres-Abstand. Die 13-Monate-Jahre wären also 4mal nacheinander in den Jahrgängen, die man durch 3 teilen kann, dann 4mal hintereinander in den Jahren, die beim Teilen durch 3 den Rest 2 haben, und 4mal hintereinander in den Jahren, die beim Teilen durch 4 den Rest 1 haben.

Weil dies nicht so glatt aufgeht (und zur Vorbereitung auf den dritten Verfahrensschritt) schauen wir uns auch die Variante mit jeweils 3 13-Monate-Jahren in 8 Jahren an: 12 + 
[image: image1368.wmf]8
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 – 
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 = 0,00673 , macht einen Monat Jahreszeiten-Fehler in höchstens 149 Jahren, noch schwerwiegender; und zwar wegen k = 2 sind die 13-Monate-Jahre jeweils zweimal hintereinander in 3-Jahres-Abständen und dann einmal im 2-Jahres-Abstand. Also dreimal hintereinander in den Jahrgängen, die man durch 3 teilen kann, dann dreimal hintereinander in den Jahren, die beim Teilen durch 3 den Rest 2 haben, und dreimal hintereinander in den Jahren, die beim Teilen durch 4 den Rest 1 haben. Nicht wirklich besser so.

Der dritte Verfahrensschritt bedeutet, einen Wechsel von 11-Jahres-Blöcken und 8-Jahres-Blöcken zu schaffen: 
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 = 0,3684 ; z1=0,36827 liegt darunter, somit bruchtechnisch näher an 
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 als an 
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 , es tritt also Fall 1a) des dritten Schrittes ein; daher sollten die 11-Jahres-Blöcke öfter als die 8-Jahres-Blöcke sein; k+1 = [
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] = [2,055] = 2 , k = 1 ; das dritte Näherungspaar für die Jahreslänge ist 12 + 
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 . Die Fehlerschranke ist 
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 = 0,00175. Tatsächlich ist 12 + 
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 = 0,00015 , somit hat der Kalender in rund höchstens 7000 Jahren einen Monat Jahreszeiten-Fehler, also in höchstens rund 240 Jahren einen Tag, das ist sehr präzise für den kurzen Zyklus von 19 Jahren, es ist aber immer noch etwa der halbe Jahreszeiten-Fehler wie beim Julianischen Kalender.

Da 
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 echt näher an 0,36827 liegt als 
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 , empfehlen sich jeweils 7 13-Monate-Jahre in 19 Jahren, und zwar wegen k = 1 jeweils ein 11er-Block und dann ein 8er-Block.

Abweichungen vom 13-Monate-Schema des jüdischen Kalenders

Jedoch ist 30 glatter als 19 . Das wären jeweils 11 13-Monate-Jahre in 30 Jahren, und zwar wegen k+1 = 2 jeweils zwei 11er-Blöcke hintereinander und dann ein 8er-Block. Allerdings ist   
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 – (12 + 
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) = 0,00160 , bedeutet in etwa höchstens 620 Jahren einen Monat Jahreszeiten-Fehler, so daß nach etwa höchstens 1860 Jahren ein Frühlingsmonat ganz zum Wintermonat geworden ist; Jahreszeiten-Fehler etwa sechsmal so groß wie beim Julianischen Kalender.

Obwohl die 
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 hier eine noch bessere Näherung an z1 darstellt, als es die 
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 beim reinen Mondkalender tut, so ist doch der vierte Verfahrensschritt hier nötiger, weil hier größere Genauigkeit benötigt wird als in allen vorherigen Überlegen, weil es hier in der Fehlerrechnung nicht mehr um Bruchteile von Tagen geht, sondern um Bruchteile von Monaten.

Der vierte Verfahrensschritt bedeutet, einen Wechsel von 30-Jahres-Blöcken und 19-Jahres-Blöcken zu schaffen: 
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 = 0,3673 ; z1=0,36827 liegt darüber, somit bruchtechnisch näher an 
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 als an 
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 , daher werden die 19-Jahres-Blöcke öfter als die 30-Jahres-Blöcke sein; 
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 . Die Fehlerschranke ist 
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[image: image1408.wmf]353

130

 – 
[image: image1409.wmf]Monate

e

Jahresläng

 = 0,00000, somit ist der Kalenderfehler nicht mehr feststellbar, über 100.000 Jahre (höchstens) für einen Monat Jahreszeiten-Fehler.

Da 
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 vermutlich echt näher an 0,36827 liegt als 
[image: image1411.wmf]334
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  , empfehlen sich jeweils 130 13-Monate-Jahre in 353 Jahren, und zwar wegen k+1 = 17 jeweils 17 19er-Blöcke hintereinander und dann ein 30er-Block. Jedoch sind 334 und 353 sehr krumme Zahlen. Etwas besser wäre daher, statt 16 oder 17, sogar 18 19er-Blöcke hintereinander und dann einen 30er-Block zu schalten. Das ergibt einen Zyklus von 372 Jahren, was immerhin durch 12 teilbar ist. Der Kalenderfehler bleibt auch dann noch unfeststellbar, s.u.

13-Monate-Jahre abwechselnd alle 2 Jahre und alle 4 Jahre

Wenden wir das Bruch-Annäherungsverfahren an mit der Ausgangsnäherung 
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 < 0,36827 < 
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 . Wir legen also wieder die Startwerte anders fest als normal, so daß wir die 13-Monate-Jahre in Abständen von 2 oder 4 Jahren planen, damit es stets ein gerader oder stets ein ungerader Jahrgang ist. Das ergibt eine etwas einfachere Verteilung der 13-Monate-Jahre als soeben.
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 , daher werden die 13-Monate-Jahre öfter in 2-Jahres-Abständen als in 4-Jahres-Abständen sein; 
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Da 
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 echt näher an 0,36827 liegt als 
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 , spricht bis hierher die Rechnung für je 3 13-Monate-Jahre in 8 Jahren, und zwar wegen k+1 = 2 dafür, jeweils zweimal die 13-Monate-Jahre in Abständen von 2 Jahren zu schalten und einmal im Abstand von 4 Jahren.

Hingegen bei dem ungenaueren Weg mit je 2 13-Monate-Jahren in 6 Jahren, da gibt es den 13. Monat stets einmal im Abstand von 2 Jahren und einmal im Abstand von 4 Jahren. Da wäre es aber besser, wenn wir dies nicht mit einem 8-Jahres-Block abwechseln, immer nur Abstände von 3 Jahren zu schalten.

Wenden wir nun das obige Bruch-Annäherungsverfahren nochmals an, mit der Ausgangsnäherung 
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 < 0,36827 < 
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 . Das dient dazu, um 8-Jahres-Blöcke im soeben beschriebenen Schema zu schalten, aber dazwischen auch 6-Jahres-Blöcke.
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 = 0,3571 ; z1 liegt darüber, somit bruchtechnisch näher an 
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 , daher werden die 8er-Blöcke öfter als die 6er-Blöcke sein; k = [
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] = [3,90] = 3 . Das neue Näherungspaar für die Jahreslänge ist 
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Da 
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 echt näher an 0,36827 liegt als 
[image: image1459.wmf]30
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 , empfehlen sich wiederum jeweils 14 13-Monate-Jahre in 38 Jahren, und zwar wegen k+1 = 4 jeweils vier 8er-Blöcke hintereinander und dann ein 6er-Block. So entspricht der Gesamtfehler soweit dem jüdischen Kalender, doch sind die 13-Monate-Jahre etwas leichter, nur gerade Jahrgänge: 38 Jahre lang sind es alle geraden Jahre mit Ausnahme der durch 8 teilbaren (z.B. vom Jahr 3 bis zum Jahr 39), dann 38 Jahre lang alle geraden Jahre mit Ausnahme derjenigen, die beim Teilen durch 8 den Rest 6 lassen, dann 30 Jahre lang alle geraden Jahrgänge mit Ausnahme derjenigen, die beim Teilen durch 8 den Rest 4 lassen, usw. Der Zwischenfehler ist aber innerhalb von 38 Jahren bereits spürbar: Wenn ein Jahr 13 Monate hat, dann liegt der jahresabschließende Neumond im Vergleich zum jahresabschließenden Neumond des Vorjahres im Mittel um +13∙29,53059–365,2422 = +18,6555 Tage gegen die Jahreszeiten verschoben; wenn ein Jahr jedoch 12 Monate hat, sind es +12∙29,53059–365,2422 = – 10,8751 Tage. Sollte im Jahrgang 2 z.B. der Neumond zum Jahresende genau 30 Tage nach der Wintersonnenwende sein, liegt er in den nachfolgenden Jahren um so viele Tage nach ihr:  19,1 ; 37,8 ; 26,9 ; 45,6 ; 34,7 ; 23,8 ; 12,9 ; 31,6 ; 20,7 ; 39,4 ; 28,5 ; 47,2 ; 36,3 ; 25,4 ; 14,5 ; 33,2 ; 22,3 ; 41,0 ; 30,1 ; 48,7 ; 37,9 ; 27,0 ; 16,1 ; 34,8 ; 23,9 ; 42,6 ; 31,7 ; 50,3 ; 39,5 ; 28, 6 ; 17,7 ; 36,4 ; 25,5 ; 44,1 ; 33,3 ; 51,9 ; 41,0  usw. Das Spektrum reicht also von 51,9 bis 12,9 herunter und schwankt somit um 39,0 Tage, deutlich über einen Monat.

Jedoch ist 30 glatter als 38 , wenn es auch größeren Fehler bringt. Das wären wiederum jeweils 11 13-Monate-Jahre in 30 Jahren, und zwar wegen k = 3 jeweils drei 8er-Blöcke hintereinander und dann ein 6er-Block. Gesamtfehler wie schon beschrieben, aber mit einem Zwischenfehler, weil es drei Jahre hintereinander ohne 13. Monat gibt; dafür sind die 13-Monate-Jahre etwas leichter, nur gerade Jahrgänge: 30 Jahre lang sind es alle geraden Jahre mit Ausnahme der durch 8 teilbaren, dann 30 Jahre lang alle geraden Jahre mit Ausnahme derjenigen, die beim Teilen durch 8 den Rest 6 lassen, dann 30 Jahre lang alle geraden Jahrgänge mit Ausnahme derjenigen, die beim Teilen durch 8 den Rest 4 lassen, usw.

Der vierte Verfahrensschritt bedeutet, einen Wechsel von 30-Jahres-Blöcken und 38-Jahres-Blöcken zu schaffen: 
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[image: image1463.wmf]38

14

 als an 
[image: image1464.wmf]30

11

 , daher werden die 38-Jahres-Blöcke öfter als die 30-Jahres-Blöcke sein; k = [
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 = 0,00000. Somit ist für beide Näherungen der Kalenderfehler nicht mehr feststellbar, über 100.000 Jahre (höchstens) für einen Monat Jahreszeiten-Fehler. Da wir nun nicht wissen, ob 
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 echt näher an 0,36827 liegt als 
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  , empfehlen sich entweder: jeweils 137 13‑Monate-Jahre in 372 Jahren, und zwar wegen k+1 = 9 jeweils 9 38er-Blöcke hintereinander und dann ein 30er-Block; oder 123 13-Monate-Jahre in 334 Jahren, und zwar wegen k = 8 jeweils 8 38er-Blöcke hintereinander und dann ein 30er-Block. Die erstere Lösung ist glatter, weil 372 durch 12 teilbar ist. Und so gilt am längsten die Schaltregelung des 38-Jahres-Zyklus, nämlich etwa 9∙38 = 342 Jahre lang.

Dieser 372-Jahres-Zyklus hat genau so viele Schaltmonate und den gleichen Gesamtfehler wie der vorherige 372-Jahres-Zyklus, jedoch einen anderen Schaltrhythmus und daher einen merklichen Zwischenfehler: Am größten muß der Zwischenfehler dann werden, wenn der 6-Jahres-Block statt des 8-Jahres-Blockes an die Reihe kommt. Dann gibt es einen Jahrgang, nach dem der 13. Monat in den folgenden 12 Jahren in folgenden Abständen geschaltet wird: 2 Jahre, 4 Jahre, 2 Jahre, 4 Jahre. Das gibt es bei reinen 8-Jahres-Blöcken nicht. Sollte in diesem Jahrgang z.B. der Neumond zum Jahresende genau 30 Tage nach der Wintersonnenwende sein, liegt er in den nachfolgenden Jahren um so viele Tage nach ihr: 19,1 ; 37,8 ; 26,9 ; 16,0 ; 5,2 ; 23,8 ; 12,9 ; 31,6 ; 20,7 ; 9,8 ; –1,0 (d.h. hier liegt er vor ihr) ; 17,6 ; 6,7 ; 25,4 ; 14,5 ; 33,2  usw. Das Spektrum reicht also von 37,8 bis –1,0 herunter und schwankt somit um 38,8 Tage, deutlich über einen Monat.

Denkbare Alternativen zum 19- oder 38-Jahres-Zyklus (Vorüberlegung)

Die ungenauen Zyklen lassen sich auch dadurch verbessern, daß wir sie zwar unbegrenzt oft hintereinander ausführen, jedoch manchmal einen fehlenden Monat ergänzen oder einen überflüssigen Monat weglassen, und dann mit dem gewohnten Zyklus unbeirrt fortfahren. Das muß aber zwangsläufig im besten Fall dazu führen, daß der Kalender vor dieser Korrektur einen knappen halben Monat zu viel hat, und nach der Korrektur einen knappen halben Monat zu wenig, oder umgekehrt.

Die primitivste Lösung, der reine 3-Jahres-Zyklus, ließe sich verbessern, indem wir den einen Monat, der in 30 Jahren fehlt, einfach ergänzen und zu den 10 13-Monate-Jahren ein elftes hinzufügen. Das wären ebenfalls 11 13-Monate-Jahre in 30 Jahren. Dann gäbe es aber einmal in 30 Jahren zwei 13-Monate-Jahre hintereinander, mit entsprechendem erheblichem Zwischenfehler. Sollte im Jahrgang 0 z.B. der Neumond zum Jahresende genau 30 Tage nach der Wintersonnenwende sein, liegt er bei reinem Dreier-Abstand in den nachfolgenden Jahren um so viele Tage nach ihr: 19,1 ; 8,2 ; 26,9 ; 16,0 ; 5,2 ; 23,8 ; 12,9 ; 2,1 ; 20,7 ; 9,8 ; –1,0 (d.h. hier liegt er noch vor ihr) ; 17,6 ; 6,7 ; –4,1 ; 14,5 ; 3,7 ; –7,2 ; 11,4 ; 0,6 ; –10,3 ; 8,3 ; –2,5 ; –13,4 ; 5,2 ; –5,6 ; –16,5 ; 2,1 ; –8,7 ; –19,6 ; –0,9 ; wird nun aber an irgendeiner Stelle in dieser Jahrgangsreihe der zusätzliche 13. Monat eingefügt, so erhöhen sich die Zahlen ab dieser Stelle um 30; wo soll diese Stelle am besten sein? An viertletzter Stelle in der Zahlenreihe steht zum letzten Mal eine größere Zahl als null, also kann der Korrekturmonat erst im drittletzten Jahr eingefügt werden, um zu vermeiden, daß eine größere Zahl als 30 in die Reihe gelangt: dann ändert sich die Reihe in den drei letzten Zahlen: 19,1 ; 8,2 ; 26,9 ; 16,0 ; 5,2 ; 23,8 ; 12,9 ; 2,1 ; 20,7 ; 9,8 ; –1,0 ; 17,6 ; 6,7 ; –4,1 ; 14,5 ; 3,7 ; –7,2 ; 11,4 ; 0,6 ; –10,3 ; 8,3 ; –2,5 ; –13,4 ; 5,2 ; –5,6 ; –16,5 ; 2,1 ; 20,8 ; 9,9 ; 28,583 . So ist die kleinste Zahl in der Reihe die –16,5 im 26. Jahr, die größte weiterhin die 30 im Ausgangsjahr, es gibt also eine Spanne von 46,5 Tagen allein innerhalb von 30 Monaten. Wenn wir aber stattdessen die -16,51 ausschalten, also den Korrekturmonat spätestens dort einschalten, dann verbleibt die -13,4 als kleinste Zahl, die größte wächst jedoch auf 32,1 an, und so beträgt die Spanne nur 45,5 Tage; und das auch, wenn diese Überlegung fortgesetzt wird.
Alle drei Lösungen mit reinem 30-Jahres-Zyklus sind aber wegen des gemeinsamen Gesamtfehlers noch verbesserungsbedürftig. Ein Monat in etwa 620 Jahren fehlt.

630-Jahres-Zyklus mit genauerem schwierigerem Schaltrhythmus

Ergänzen wir beim 30-Jahres-Zyklus einen Monat in 630 Jahren, bekommen wir 11∙21+1 = 232 Monate in 630 Jahren, mittlere Jahresdauer in Monaten ist 
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) = 0,00002, also einen Monat Jahreszeiten-Fehler in rund höchstens 60.000 Jahren, d.h. einen Tag in rund höchstens 2000 Jahren, vergleichbar mit Gregorianischem Kalender u.a. Und mit welchem Zwischenfehler? Am günstigsten sicherlich in der 30-Jahres-Variante mit zwei 11-Jahres-Blöcken und einem 8-Jahres-Block, d.h. 13. Monat in den Jahren 3 , 6 , 9 , 11 , 14 , 17 , 20 , 22 , 25 , 28 , 30 : Sollte im Jahrgang 0 z.B. der Neumond zum Jahresende genau 30 Tage nach der Wintersonnenwende sein, liegt er in den nachfolgenden Jahren um so viele Tage nach ihr (nur die wichtigen Stellen so wenig gerundet wie möglich): 19,1 ; 8,2 ; 26,9 ; 16,0 ; 5,2 ; 23,8 ; 12,9 ; 2,06 ; 20,7 ; 9,8 ; 28,5 ; 17,6 ; 6,7 ; 25,4 ; 14,5 ; 3,7 ; 22,3 ; 11,4 ; 0,6 ; 19,2 ; 8,3 ; 27,0 ; 16,1 ; 5,2 ; 23,9 ; 13,0 ; 2,15 ; 20,8 ; 9,9 ; 28,584 . Im Jahr 30 ist die Differenz gegenüber dem Jahr 0 um 1,416 Tage gesunken, also werden alle diese 30 Differenzen nach jeweils 30 Jahren um 1,416 Tage sinken. Am geringsten ist sie stets im 8. Jahr des 30-Jahres-Blocks, am größten im letzten Jahr; der 20. Block endet bei vorher eingefügtem Korrekturmonat mit 31,21 , der 21. Block mit 29,79 . Wenn im 8. Jahr des 12. Zyklus der Korrekturmonat eingefügt wird, besteht die stärkste Abweichung nach unten im 8. Jahr des 11. Zyklus, nämlich –12,10 , und die stärkste Abweichung nach oben im Schlußjahr des 12. Zyklus, nämlich 42,54 . So wird der Wunschbereich, der von 0,47 (gerundet 30–29,53059) bis 30 reicht, verfehlt um 12,57 Tage, und es gibt eine Spanne von 55,1 Tagen.

630-Jahres-Zyklus mit ungenauerem leichterem Schaltrhythmus

Hingegen in der 30-Jahres-Variante mit lauter Dreier-Abständen und einem zusätzlichen Monat im 28. Jahr, da muß es das Beste sein, den noch fälligen Korrekturmonat genau einen halben Zyklus versetzt einzufügen, also in irgendeinem Zyklus im 13. Jahr; wenn dies im 13. Jahr des 5. Zyklus geschieht, besteht die stärkste Abweichung nach unten im 26. Jahr des 4. Zyklus, nämlich –20,76 , und die stärkste Abweichung nach oben im Schlußjahr des 5. Zyklus, nämlich 52,45 . Verfehlung um 22,45 Tage, Spanne von 73,2 Tagen, schon mehr als zwei Monaten.

630-Jahres-Zyklus mit nur geraden Schaltjahrgängen

Hingegen in der 30-Jahres-Variante mit drei 8-Jahres-Blöcken und einem 6-Jahres-Block, d.h. 13. Monat in den Jahren 2 , 4 , 8 , 10 , 12 , 16 , 18 , 20 , 24 , 26 , 30 : Sollte im Jahrgang 0 z.B. der Neumond zum Jahresende genau 30 Tage nach der Wintersonnenwende sein, liegt er in den nachfolgenden Jahren um so viele Tage nach ihr (nur die wichtigen Stellen so wenig gerundet wie möglich): 19,1 ; 37,8 ; 26,9 ; 45,6 ; 34,7 ; 23,8 ; 12,9 ; 31,6 ; 20,7 ; 39,4 ; 28,5 ; 47,2 ; 36,3 ; 25,4 ; 14,5 ; 33,2 ; 22,3 ; 41,0 ; 30,1 ; 48,74 ; 37,9 ; 27,0 ; 16,1 ; 34,8 ; 23,9 ; 42,6 ; 31,7 ; 20,8 ; 9,93 ; 28,584 . So ist die Differenz stets im vorletzten Jahr des 30-Jahres-Blockes am niedrigsten, dafür im 20. Jahr am größten. Wenn im drittletzten Jahr des 20. Zyklus (statt im vorletzten, damit es den 13. Monat weiterhin nur in geraden Jahrgängen gibt) der Korrekturmonat eingefügt wird, besteht die stärkste Abweichung nach unten im vorletzten Jahr des 19. Zyklus, nämlich –18,45 , und die stärkste Abweichung nach oben im 20. Jahr des 20. Zyklus, nämlich 51,37 . Das ist eine Spanne von 69,8 Tagen, immer noch mehr als zwei Monaten.

600-Jahres-Zyklus basierend auf 30-Jahres-Zyklus

Ergänzen wir beim 30-Jahres-Zyklus einen Monat in 600 Jahren anstatt 630 , bekommen wir 221  13-Monate-Jahre in je 600 Jahren, mit Zwischenfehler ja nach Variante des 30-Jahres-Zyklus, so wie für den 630-Jahres-Zyklus beschrieben. Mittlere Jahresdauer in Monaten ist 
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 = 12,3683333... ; und 
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 = 0,00006 , also einen Monat Jahreszeiten-Fehler in höchstens etwa 16.000 Jahren, d.h. einen Tag in höchstens rund 500 Jahren, viermal so genau wie der Julianische Kalender.

600-Jahres-Zyklus basierend auf 8-Jahres-Zyklus mit genauerem schwierigerem Schaltrhythmus

Die Lösungen mit dem reinen 8-Jahres-Zyklus ließen sich verbessern, indem wir die Monate streichen, die zu viel sind. Einen Monat in etwa 149 Jahren, das sind vier Monate in etwa 596 Jahren, also streichen wir irgendwie vier Monate in 600 Jahren und bekommen eine glatte Zyklus-Dauer. Das sind 

3∙75–4 = 221 13-Monate-Jahre in 600 Jahren, mittlere Jahresdauer in Monaten ist wiederum 
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 = 0,00006 , also einen Monat Jahreszeiten-Fehler in höchstens etwa 16.000 Jahren, d.h. einen Tag in höchstens rund 500 Jahren, viermal so genau wie der Julianische Kalender. Und mit welchem Zwischenfehler? Am günstigsten sicherlich in der 8-Jahres-Variante mit 13. Monat in den Jahren 3 , 6 , 8 : Sollte im Jahrgang 0 z.B. der Neumond zum Jahresende genau 30 Tage nach der Wintersonnenwende sein, liegt er in den nachfolgenden Jahren um so viele Tage nach ihr: 19,12 ; 8,25 ; 26,91 ; 16,03 ; 5,16 ; 23,81 ; 12,94 ; 31,591 . Im Jahr 8 ist ist die Differenz gegenüber dem Jahr 0 um 1,591 Tage gewachsen, also werden alle diese 8 Differenzen nach jeweils 8 Jahren um 1,591 Tage wachsen. Am geringsten ist sie stets im 5. Jahr des 8-Jahres-Blocks, am größten im letzten Jahr; der 75. Block endet bei vorher vier gestrichenen Korrekturmonaten mit 31,20 (der kleine Unterschied zum obigen Ende des 20. Blocks ist Rundungsfehler). Die Spanne von nur 26,4 Tagen innerhalb eines einzigen Blockes läßt ein wenig hoffen. Aber wann in den 75 Zyklen sollen vier Monate gestrichen werden? In irgendeinem Zyklus den 13. Monat im 3. Jahr zu streichen, würde fünf Jahre hintereinander ohne 13. Monat bedeuten; also muß es im 6. oder 8. Jahr geschehen, das bedeutet immerhin vier Jahre hintereinander ohne 13. Monat, was keine andere Version hat. Es sollte möglichst in gleichmäßigen Abständen geschehen. Das Gleichmäßigste ist z.B. in den Jahren 144 , 296 , 446 und 598 . Bis zum Jahr 144 wird die 5,16 nicht unterschritten, aber die 31,591 wächst immer mehr, bis auf 30+17∙1,591 = 57,05 im Jahr 136 . Das geht im nächsten 8-Jahres-Block, der von 137 bis 144 dauert, nicht mehr so weiter, weil im Jahr 144 der 13. Monat entfällt und nun alle Differenzen sinken; aber dafür kommt im übernächsten Block, von 145 bis 152, ein neues Minimum, nämlich im Jahr 149 , es ist 5,16+18∙1,591–29,5306 = 4,27 . Bis zum Jahr 296 folgt kein neues Minimum mehr, weil alles nur wächst, aber das Zwischenmaximum wächst bis dahin auf 30+36∙1,591–29,5306 = 57,75 im Jahr 288 . Das nachfolgende Zwischenminimum im Jahr 301 bleibt aber über dem vorherigen, es ist 5,16+37∙1,591–2∙29,5306 = 4,97 . Bis zum Jahr 446 wächst das Zwischenmaximum auf 30+55∙1,591–2∙29,5306 = 58,44 im Jahr 440 , noch höher, so daß es ein neues Maximum und kein neues Minumum gibt. Dieser Trend muß auch 598 bestehen bleiben: Das Gesamtmaximum kommt 592 mit 30+74∙1,591–3∙29,5306 = 59,14 . Die gesamte Spanne beträgt somit 59,14–4,27 = 54,9 . Der geringste Zwischenfehler mit glattem Zyklus, und nicht komplizierter als die Variante mit Spanne von 55,1 Tagen.

600-Jahres-Zyklus basierend auf 8-Jahres-Zyklus mit nur geraden Schaltjahrgängen

Hingegen in der 8-Jahres-Variante mit 13. Monat nur in geraden Jahren, das formulieren wir nun am besten so um, daß es die Jahre 2 , 4 , 6 sind, aber nicht 8; denn so haben alle durch 8 teilbaren Jahrgänge keinen 13. Monat (also auch alle durch 200 teilbaren nicht), aber alle übrigen geraden Jahrgänge mit den vier Ausnahmen in 600 Jahren, und diese Ausnahmen müssen durch 4 teilbar sein, damit es nie mehr als drei Jahre hintereinander ohne 13. Monat gibt. Sollte im Jahrgang 0 z.B. der Neumond zum Jahresende genau 30 Tage nach der Wintersonnenwende sein, liegt er in den nachfolgenden Jahren um so viele Tage nach ihr: 19,12 ; 37,78 ; 26,91 ; 45,56 ; 34,69 ; 53,34 ; 42,47 ; 31,591 . So ist die Differenz im ersten Jahr des 8-Jahres-Blockes am niedrigsten, dafür im 6. Jahr am größten. Im Jahr 8 ist ist die Differenz gegenüber dem Jahr 0 immer noch um 1,591 Tage gewachsen, also werden immer noch alle diese 8 Differenzen nach jeweils 8 Jahren um 1,591 Tage wachsen, außer bei den Weglassungen. Der 75. Block endet immer noch mit 31,20 . Am bequemsten wären für die vier Weglassungen die drei restlichen vollen Hunderter und ein weiterer Jahrgang, möglichst dicht bei einem vollen Zweihunderter, egal welchem, z.B. 596 . Bis zum Jahr 100 wird die 19,12 nicht unterschritten, aber die 53,34 wächst immer mehr, bis auf 53,34+11∙1,591 = 70,84 im Jahr 94 . Das geht im nächsten 8-Jahres-Block, der von 97 bis 104 dauert, nicht mehr so weiter, weil im Jahr 100 der 13. Monat entfällt und nun alle Differenzen sinken; aber dafür kommt im übernächsten Block, von 105 bis 112, ein neues Minimum, nämlich im Jahr 105 , es ist 19,12+13∙1,591–29,5306 = 10,27 . Bis zum Jahr 300 folgt kein neues Minimum mehr, weil alles nur wächst, aber das Zwischenmaximum wächst bis dahin auf 53,34+36∙1,591–29,5306 = 81,09 im Jahr 294 . Das nachfolgende Zwischenminimum im Jahr 305 bleibt aber über dem vorherigen, es ist 19,12+38∙1,591–2∙29,5306 = 20,52 . Um das Jahr 500 ergibt sich das gleiche Bild, im Jahr 494 kommt mit 53,34+61∙1,591–2∙29,5306 = 91,33 die größte Differenz, eine kleinere als 10,27  folgt nicht. Kurz vor Schluß, in den Jahren 596 bis 600, wird es noch einmal kleiner als zuvor, jedoch können die Differenzen dort nicht die 31,20 unterschreiten. Es gibt also insgesamt eine Spanne von 91,33–10,27 = 81,1 Tagen, das ist noch schlimmer als 73,2 Tage, also nicht lohnenswert. Nehmen wir aber stattdessen die vier Weglassungen in möglichst gleichmäßigen Abständen, z.B. in den Jahren 140 , 292 , 444 und 596 , so wächst die 53,34 zunächst noch etwas weiter, bis auf 53,34+16∙1,591 = 78,80 im Jahr 134 . Dafür beläuft sich das Minimum im übernächsten Block, im Jahr 145 , auf 19,12+18∙1,591–29,5306 = 18,23 . Bis zum Jahr 292 wächst das Zwischenmaximum bis auf 53,34+35∙1,591–29,5306 = 79,49 im Jahr 286 , es erhöht sich also weiter; und da die Ausnahmen alle in gleichen Abständen erfolgen, kann kein kleineres Minimum mehr folgen, aber das größte Maximum muß bei 590 kommen, nämlich 53,34+73∙1,591–3∙29,5306 = 80,89 . Spanne insgesamt also 80,89–18,23 = 62,7 Tage; besser als 73,2 Tage oder 69,8 Tage, und nicht komplizierter; etwas mehr Zwischenfehler als in der vorigen Variante, aber dafür einfacher.

Zwischenfehler null für den Jahreszeiten-Fehler

Um die obige Rechnung für den dauerhaften Frühlingsanfang am 20. März hierher zu übertragen – ist der Fehlerbeitrag des einzelnen Schalttages dafür zu groß? Für den Mondphasen-Fehler sicherlich, da spielt er die etwas größere Rolle als der 13. Monat, aber für den Jahreszeiten-Fehler spielt er eine geringe Rolle, nur ein Dreißigstel so groß. Wir können also die besagte obige Rechnung übertragen, hier bezogen auf ganze Monate anstelle von Tagen, so daß wir z.B. den Frühlingsanfang immer im dritten Kalendermonat haben wollen, oder stattdessen die Wintersonnenwende immer im letzten Kalendermonat. Auf die Stunde genau können wir das nicht nehmen, wenn die Wintersonnenwende zum Monatswechsel stattfindet, also am Tag des Neumondes; wir können es bestenfalls auf einen Tag Fehler genau nehmen, weil der einzelne Schalttag die Rechnung um einen Dreißigstel-Monat, also um einen Tag, stören könnte. Um die Wintersonnenwende auf den Tag genau (in der Hoffnung, daß der einzelne Schalttag nicht um einen Tag stört) in den letzten Kalendermonat zu bekommen, muß der 13. Monat also genau in denjenigen Jahren geschaltet werden, wenn die zum Jahresende erwartete Wintersonnenwende im 13. Monat nach der vorherigen Wintersonnenwende stattfindet, sprich (sofern der einzelne Schalttag so geschaltet ist, daß der Monatsanfang zum Neumond paßt) wenn zwischen der vorherigen und der zum Jahresende erwarteten Wintersonnenwende 13 Neumonde dazwischen liegen; d.h. (idealisiert) wenn die folgende Wintersonnenwende "kurz" nach Neumond stattfindet, nämlich höchstens z := 0,36827 Monate nach Neumond. Und der "Zwischenfehler null" kann immerhin einen ganzen Monat ausmachen, nicht nur einen Tag wie beim rein sonnenbezogenen oder rein mondbezogenen Kalender.

Wie der 19-Jahres-Zyklus zeigt, wiederholt sich der Abstand des Neumondes zur Sonnenwende alle 19 Jahre etwa, nur im Lauf von etwa 240 Jahren verschiebt sich dieser Effekt um einen Tag. Tatsächlich dauern 19 mittlere Sonnenjahre zusammen 19∙365,2422 = 6939,602 Tage und 235 mittlere Mondphasen zusammen 235∙29,53059 = 6939,689 Tage. Und wie die größeren Zyklen zwischen 300 und 400 Jahren zeigen, treten dann nach 16, 17 oder 18 mal 19 Jahren und zusätzlich einmal 30 Jahren trotzdem wieder die gleichen Abstände des Neumondes zur Sonnenwende ein: Tatsächlich dauern z.B. 372 mittlere Sonnenjahre zusammen 372∙365,2422 = 135.870,10 Tage und 4601 mittlere Mondphasen zusammen 4601∙29,53059 = 135.870,24 Tage. Es ist leicht, als Ausgangspunkt des Kalenders nach einem Jahr zu suchen, wann die Wintersonnenwende einmal auf den Tag des Neumondes fällt: dies ist z.B. 2014 der Fall. Es wird sich aber als besser erweisen, als Ausgangspunkt des Kalenders nach einem Jahr zu suchen, wann die Wintersonnenwende einmal einen oder zwei Tage nach Neumond fällt: das muß viele Male 19 Jahre vor 2014 der Fall gewesen sein, z.B. 1615 , 1634 oder 1653 , denn ein Zeitraum von 380 = 20∙19 Jahren bedeutet 20∙19∙365,2422 = 138.792,04 Tage Abstand der Sonnenwende, jedoch 20∙235∙29,53059 = 138.793,77 Tage Abstand des Neumondes. 

Das Ausgangsjahr ist auf übertragene Weise ähnlich zu setzen wie oben für den rein mondbezogenen Kalender, weil die Zahl 0,36827 fast mit 0,3671 übereinstimmt. Lassen wir mit einem bestimmten Stichtag, an dem Neumond ist und bei dem der Neumond 1,58 Tage vor der Wintersonnenwende liegt, den 13. Monat eines Jahres einleiten, geben diesem Jahr die Jahrgangs-Kennzahl 0 , und danach lassen wir den beschriebenen 19-Jahres-Zyklus folgen (d.h. 13. Monat in den Jahren 3 , 6 , 9 , 11 , 14 , 17 , 19) und wiederholen diesen mehrfach. Ist die Forderung damit erfüllt, daß die Wintersonnenwende immer in den letzten Kalendermonat fallen soll? Das Jahr mit der Jahrgangs-Kennzahl 0 hat also den Neumond zu seinem Jahresende um 29,53–1,58 = 27,95 Tage nach der Wintersonnenwende, wenn wir die schwankende Dauer der Mondphase außer Acht lassen. Im Weiteren ist zu beachten: Wenn ein Jahr 13 Monate hat, dann liegt der jahresabschließende Neumond im Vergleich zum jahresabschließenden Neumond des Vorjahres im Mittel um +13∙29,53059–365,2422 = +18,6555 Tage gegen die Jahreszeiten verschoben; wenn ein Jahr jedoch 12 Monate hat, sind es +12∙29,53059–365,2422 = – 10,8751 Tage. Die Jahre 1 bis 19 haben folglich den Neumond zu ihrem Jahresende um so viele Tage nach der Wintersonnenwende: 17,08 ; 6,20 ; 24,86 ; 13,98 ; 3,11 ; 21,76 ; 10,89 ; 0,01 ; 18,67 ; 7,79 ; 26,45 ; 15,57 ; 4,70 ; 23,35 ; 12,48 ; 1,60 ; 20,26 ; 8,48 ; 28,04 . Es trifft also gerade noch stets zu, daß die Wintersonnenwende im letzten Monat des Jahres stattfindet, weil diese Zahlen gerade noch alle größer als 0 und kleiner als 29,53 sind. Im Jahr 19 hat sich logischerweise die Differenz des Abschluß-Neumondes zur Wintersonnenwende gegenüber dem Jahr 0 ganz leicht erhöht, von 27,95 Tagen auf 28,04 Tage; sonst ist sie stets niedriger. So werden sich die hier genannten Differenzen mit jedem 19-Jahres-Zyklus um etwa 0,09 Tage erhöhen. Schlecht wäre es, wenn sie einmal auf mehr als 29,53 Tage anwachsen. Hiergegen kann der 372-Jahres-Zyklus helfen. Tut er das? Nach 18 19-Jahres-Blöcken ist die Differenz (unter Vermeidung von Zwischen-Rundungsfehlern) auf 29,52 Tage gewachsen, das liegt gerade noch unter der Grenze (bei einem weiteren Block läge es nicht mehr unter der Grenze). Folgt nun ein 30-Jahres-Block wie oben beschrieben (d.h. 13. Monat nach weiteren 3 Jahren, dann 6 , 9 , 11 , 14 , 17 , 20 , 22 , 25 , 28 , 30), so ergibt sich die Abweichung zum bisherigen Schema bei der 20 anstelle der 19 , also genau an der Stelle, wo es sonst kritisch würde; genau da wird der Jahreswechsel einen Monat früher gelegt als nach dem bisherigen Schema, so daß im 19. Jahr nach dem 18. 19-Jahres-Block die sonst fällige Neumond-Differenz von 29,60 Tagen nicht eintritt, sondern stattdessen nur 0,07 Tage. Die Korrektur ist also genau richtig. Bleibt sie es auch? Die nachfolgenden 11 Jahre bis zum Ende des 30-Jahres-Blocks haben folgende Neumond-Differenzen: 18,73 ; 7,85 ; 26,51 ; 15,63 ; 4,76 ; 23,41 ; 12,54 ; 1,66 ; 20,32 ; 9,44 ; 28,10 . Am Schluß ergibt sich also wieder fast exakt die gleiche Neumond-Differenz wie im Jahr 0 , wie zu erwarten war. Ob dieser 372-Jahres-Zyklus auch nach mehreren Wiederholungen auch ganz im Rahmen bleibt, oder ob es stattdessen ein etwas kürzerer Zyklus tut, wie er oben beschrieben wurde – das läßt sich nicht sagen, weil die mittlere Dauer der Jahreszeiten und der Mondphasen zu ungewiß und veränderlich ist, um genau genug rechnen zu können.

Zusammenfassung des 13-Monate-Schemas

Offensichtlich ist es erheblich schwieriger als alle drei Schalttags-Fragen: die Schalttags-Frage des reinen Sonnenkalenders, die des reinen Mondkalenders und die des kombinierten Sonnen- und Mondkalenders. Dies liegt zum einen daran, daß wir für einen ganzen Schaltmonat eine viel höhere Genauigkeit brauchen, allein schon deswegen, weil ein ganzer Monat viel länger als ein einzelner Tag ist; zum anderen aber (vor allem), daß die 0,36827 zufällig nicht so gut durch kleine oder glatte Nenner zu nähern geht und darum gute Genauigkeit schwer zu bekommen ist, geschweige denn höhere Genauigkeit als in den Rechnungen zum einzelnen Schalttag.

Wenn vergleichbare Genauigkeit wie beim Julianischen Kalender nicht genügt, dann taugt der 19-Jahres-Zyklus des jüdischen Kalenders nicht auf Dauer. Größere Genauigkeit als beim Greogrianischen Kalender ist hingegen grundsätzlich fragwürdig, da die Genauigkeit des Gregorianischen Kalenders im Vergleich zum Mädler-Kalender und zum Neo-Julianischen Kalender selber schon umstritten ist. Und wir haben sie hier auch (für die Verschiebung der Monate gegen die Jahreszeiten) nur höchstens mit krummen Nennern zwischen 300 und 400 bekommen, also mit krummer Zyklusdauer. Und sonst haben wir hier für die Verschiebung der Monate gegen die Jahreszeiten nur mit dem 630-Jahres-Zyklus eine vergleichbare Genauigkeit wie beim Gregorianischen Kalender bekommen, das ist halbwegs glatt.

Die Zwischenfehler sind jedoch wichtig, da sie viel ausmachen, weil es um die Jahreszeit-Verschiebung von Monaten anstatt von Tagen geht: Jede Variante, die einen ungenauen Zyklus unbegrenzt oft hintereinander durchführt und ihn manchmal durch Ergänzen oder Streichen eines ganzen Monats berichtigt, jedoch dann mit dem gewohnten Zyklus unbeirrt fortfährt – die muß wie gesagt zwangsläufig im besten Fall vor dieser Korrektur einen knappen halben Monat zu viel haben, und nach der Korrektur einen knappen halben Monat zu wenig, oder umgekehrt. Dies verstärkt noch den Effekt, daß der Jahresbeginn sich ohnehin von Jahr zu Jahr gegenüber der Jahreszeit verschiebt, mal viele Tage zu früh und mal viele Tage zu spät. Dies wird nur mit den krummen Zyklusdauern zwischen 300 und 400 vermieden. Davon ist 372 am glattesten, es ist immerhin durch 12 teilbar. 

Zwei verschiedene Rythmen für die Einschaltung des 13. Monats wurden für den 372-Jahres-Zyklus vorgestellt, der letztere hat eine etwas einfachere Schaltregelung, jedoch dadurch merklichen Zwischenfehler. 

Wer den Zyklus von über 300 Jahren zu lang findet, für den gibt es nichts Genaueres als den 19- oder 38-Jahres-Zyklus mit seinem Gesamtfehler von jeweils einem Tag in gut 200 Jahren. Eigentlich unakzeptabel, da hätte die Welt fast ebensogut auf den Gregorianischen Kalender verzichten und beim Julianischen Kalender bleiben können.

Schon gar nicht akzeptabel ist der reine 30-Jahres-Zyklus mit seinem etwa sechsmal so großen Jahreszeiten-Fehler wie der Julianische Kalender.

Wer einen glatteren Zyklus als 372 Jahre will, muß den zusätzlichen Zwischenfehler von mehr als einem halben Monat in Kauf nehmen. Am glattesten ist der 600-Jahres-Zyklus, in Betracht kommen die zwei Varianten mit 8-Jahres-Blöcken und mit je vier krummen Ausnahme-12-Monate-Jahren, und sein Gesamtfehler ist ein Viertel so hoch wie beim Julianischen Kalender. Besser ist der 630-Jahres-Zyklus, dessen Gesamtfehler dem Gregorianischen Kalender vergleichbar ist; drei mögliche Schaltrythmen gibt es, je weniger Zwischenfehler, um so komplizierter.

Vier Varianten kommen demnach für unterschiedliche Gesamtfehler in Betracht: 372-Jahres-Zyklus, 19- oder 38-Jahres-Zyklus, 630-Jahres-Zyklus, 600-Jahres-Zyklus. Der 372-Jahres-Zyklus hat nur unbestimmbaren Gesamtfehler, der 630-Jahres-Zyklus kann bis auf nur einen Tag Fehler in etwa 2000 Jahren gebracht werden, der 600-Jahres-Zyklus bis auf einen Tag Fehler in etwa 500 Jahren, der 19- oder 38-Jahres-Zyklus bis auf einen Tag Fehler in etwa 240 Jahren. Jedoch sind ohne Zwischenfehler nur 19-Jahres-Zyklus und 372-Jahres-Zyklus mit geraden und ungeraden Schaltjahrgängen, d.h. nur sie haben eine Kalenderschwankung gegenüber den Jahreszeiten von nicht über einem Monat, aber die anderen haben merkliche Zwischenfehler: Der 38-Jahres-Zyklus hat eine Schwankung von 39 Tagen; der 372-Jahres-Zyklus hat eine zweite, etwas einfachere Variante mit einer Schwankung von mindestens auch 39 Tagen; der 630-Jahres-Zyklus hat seine genaueste, aber komplizierteste Variante mit einer Schwankung von 55 Tagen; der 600-Jahres-Zyklus hat seine genaueste, aber an Einfachheit überbietbare Variante auch mit einer Schwankung von 55 Tagen; seine einfachste Variante, die einfachste brauchbare Variante überhaupt, hat eine Schwankung von 63 Tagen; der 630-Jahreszyklus hat eine etwas einfachere als die komplizierteste Variante mit einer Schwankung von 70 Tagen und eine noch einfachere mit einer Schwankung von 73 Tagen.

Ergebnisse: Kombination des 13. Monats mit dem Schalttag

Für den Jahreszeiten-Fehler hat es wenig Zweck, wenn die beiden Bruchnäherungen für den einzelnen Schalttag und für den 13. Monat vergleichbar genau sind; da können wir genau so gut eine einfachere Schalttags-Regelung mit größerem Bruch-Näherungsfehler nehmen, da der Bruch-Näherungsfehler des 13. Monats sich viel stärker auswirkt. Aber für den Mondphasen-Fehler spielen beide eine vergleichbare Rolle.

Um den Jahreszeiten-Fehler zu optimieren, braucht es eine sehr gute Regel für die Einschaltung des 13. Monats. Der einzelne Schalttag ist dafür weniger wichtig. Er darf auch merklich ungenauer sein, um den Mondphasen-Fehler in vergleichbare Größe zu bekommen. Er darf nur nicht erheblich ungenauer sein.

Um den Mondphasen-Fehler zu optimieren, kommt es auf den einzelnen Schalttag etwa doppelt so stark wie auf den 13. Monat an. Letzterer muß aber viel genauer sein, um den Jahreszeiten-Fehler in vergleichbare Größe zu bekommen.

Die beste Lösung ergibt sich also je nach Wunsch, wie genau die Mondphasen und wie genau die Jahreszeiten eingehalten werden sollen, wir können nach diesen Vorgaben die einfachste mögliche Lösung wählen. Die Gesamtfehler sind vorrangig vor den Zwischenfehlern. Drei Varianten für den einzelnen Schalttag kombiniert mit vier Varianten für den 13. Monat, das ergibt zwölf Varianten, deren Jahreszeiten-Gesamtfehler 
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– z1 < 0,005) wir jeweils ausrechnen können. Wenn wir für den Schaltmonat die beschriebenen Schaltrhythmen einhalten (das ist ja wegen des Zwischenfehlers geboten) und außerdem für den einzelnen Schalttag die oben beschriebenen Schaltrhythmen ebenfalls einhalten, wird es Jahre mit 385 Tagen geben. Der einzelne Schalttag ließe sich anders verteilen, um das zu vermeiden, aber dies wäre komplizierter.

Die wesentlichen Ergebnisse folgen hier. Kurz vorweg zusammengefaßt: Es bestätigt sich, daß der Gesamtfehler der Mondphasen fast nur von den einzelnen Schalttagen abhängt: Es ist jeweils in allen vier Varianten zum 13. Monat so, daß der 5-Jahres-Zyklus einen Mondphasen-Gesamtfehler von 0,0059 oder 0,0060 ergibt, d.h. von einem Tag in 165–170 Jahren, somit etwas besser als der Julianische Kalender. Und der 36-Jahres-Zyklus einen Mondphasen-Gesamtfehler von 0,0003 oder 0,0004 , d.h. von einem Tag in 2500-3400 Jahren, vergleichbar dem Gregorianischen oder Neo-Julianischen Kalender. Und der 170-Jahres-Zyklus einen Mondphasen-Gesamtfehler von 0,0001 oder 0,0002 , d.h. von einem Tag in 5000-10000 Jahren, aber so sicher kännen wir uns da nicht auf viele Jahrtausende im Voraus sein. Für den Gesamtfehler der Jahreszeiten ergeben sich ungefähr gleich gute Ergebnisse bei 36-Jahres-Zyklus und 170-Jahres-Zyklus, nämlich ergibt der 19- oder 38‑Jahres-Zyklus einen Jahreszeiten-Gesamtfehler von 0,0046 oder 0,0048 , d.h. von einem Tag in 210-220 Jahren, etwa doppelt so gut wie der Julianische Kalender. Und der 600-Jahres-Zyklus einen Jahreszeiten-Gesamtfehler von 0,0019 oder 0,0021 , d.h. von einem Tag in 480-530 Jahren, noch einmal doppelt so gut. Und der 630-Jahres-Zyklus einen Jahreszeiten-Gesamtfehler von –0,0003 oder –0,0005 , weil hier 
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 < z1 ist , d.h. von einem Tag minus in 2000-3400 Jahren, vergleichbar dem Gregorianischen oder Neo-Julianischen Kalender. Und der 372-Jahres-Zyklus einen Jahreszeiten-Gesamtfehler von 0,0002 oder 0,0004 , d.h. von einem Tag in 2500-5000 Jahren, noch etwas genauer, aber so sicher können wir uns da nicht auf viele Jahrtausende im Voraus sein. Jedoch der 5-Jahres-Zyklus bringt nicht nur für die Mondphasen größere Fehler, sondern auch für die Jahreszeiten, weil er selbst erheblich ungenauer als alle betrachteten Varianten zum 13. Monat ist: den kleinsten Jahreszeiten-Gesamtfehler beim 630-Jahres-Zyklus, weil sich 
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 < z1 teilweise gegenseitig aufheben, nämlich 0,0053 ; und den größten Jahreszeiten-Gesamtfehler logischerweise beim 19- oder 38-Jahres-Zyklus, nämlich 0,0104 ; das ist ein Tag in 96-190 Jahren, ungefähr so gut wie der Julianische Kalender.

In allen zwölf kombinierten Varianten ist der mittlere jährliche Gesamtfehler für die Jahreszeiten höchstens 0,0059+30∙0,00015 = 0,0104 und für die Mondphasen 0,0059+0,4694∙0,00015 = 0,0060 , das ist ein Tag in 96 Jahren bzw. etwa 165 Jahren. Wenn dies genügt: Wenn die Schaltzyklen möglichst kurz sein sollen oder Jahreszeiten-Zwischenfehler zu vemeiden ist, ist der Schalttag im 5‑Jahres-Zyklus und der 13. Monat im 19-Jahres-Zyklus zu schalten, das ergibt insgesamt einen Zyklus von 5∙19 = 95 Jahren. Aber wenn die Schaltzyklen möglichst glatt sein sollen und für den Jahreszeiten-Zwischenfehler eine Spanne von mindestens 55 Tagen in Kauf genommen wird, ist der Schalttag im 5-Jahres-Zyklus und der 13. Monat im 600-Jahres-Zyklus zu schalten (s.u.), das ergibt insgesamt einen Zyklus von 600 Jahren.

Aber wenn dieser Mondphasen-Gesamtfehler genügt und der Jahreszeiten-Gesamtfehler nicht über 0,0077 liegen soll: Wenn beide einzelnen Schaltzyklen möglichst kurz sein sollen oder Jahreszeiten-Zwischenfehler zu vermeiden ist, ist der Schalttag im 5-Jahres-Zyklus und der 13. Monat im 372‑Jahres-Zyklus zu schalten, das ergibt insgesamt einen Zyklus von 5∙372 = 1860 Jahren. So ist der mittlere jährliche Gesamtfehler für die Jahreszeiten 0,0059+30∙0,00000 = 0,0060 und für die Mondphasen 0,0059+0,4694∙0,00000 = 0,0059 , das ist ein Tag in etwa 165 bzw. 170 Jahren. Aber wenn die Schaltzyklen möglichst glatt sein sollen oder der Gesamtzyklus möglichst kurz, und für den Jahreszeiten-Zwischenfehler eine Spanne von mindestens 55 Tagen in Kauf genommen wird, ist der Schalttag im 5-Jahres-Zyklus und der 13. Monat im 600-Jahres-Zyklus zu schalten, das ergibt insgesamt einen Zyklus von 600 Jahren. So ist der mittlere jährliche Gesamtfehler für die Jahreszeiten 0,0059+30∙0,00006 = 0,0077 und für die Mondphasen 0,0059+0,4694∙0,00006 = 0,0059 , das ist ein Tag in etwa 130 Jahren bzw. 170 Jahren.

Aber wenn dieser Mondphasen-Gesamtfehler genügt und der Jahreszeiten-Gesamtfehler nicht über 0,0053 liegen soll, ist der Schalttag im 5-Jahres-Zyklus und der 13. Monat im 630-Jahres-Zyklus zu schalten, das ergibt insgesamt einen Zyklus von 630 Jahren. So ist der mittlere jährliche Gesamtfehler für die Jahreszeiten 0,0059–30∙0,00002 = 0,0053 , und der für die Mondphasen 0,0059–0,4694∙0,00002 = 0,0059 , das ist ein Tag in etwa 190 Jahren bzw. 170 Jahren. Für den Jahreszeiten-Zwischenfehler muß dann eine Spanne von mindestens 55 Tagen in Kauf genommen werden, wenn wir nicht auf genauere Varianten mit 36- oder 170-Jahres-Zyklus ausweichen wollen.

Hingegen wenn ein kleinerer Mondphasen-Gesamtfehler verlangt wird und/oder ein Jahreszeiten-Gesamtfehler von höchstens etwa 0,005 : Wenn die Schaltzyklen möglichst kurz sein sollen oder Jahreszeiten-Zwischenfehler zu vermeiden ist, ist der Schalttag im 36-Jahres-Zyklus und der 13. Monat im 19-Jahres-Zyklus zu schalten, das ergibt insgesamt einen Zyklus von 36∙19 = 684 Jahren. So ist der mittlere jährliche Gesamtfehler für die Jahreszeiten 0,0003+30∙0,00015 = 0,0048 und für die Mondphasen 0,0003+0,4694∙0,00015 = 0,0004 , das ist ein Tag in etwa 210 Jahren bzw. 2500 Jahren. Aber wenn die Schaltzyklen möglichst glatt sein sollen und für den Jahreszeiten-Zwischenfehler eine Spanne von mindestens 55 Tagen in Kauf genommen wird, ist der Schalttag im 36-Jahres-Zyklus und der 13. Monat im 600-Jahres-Zyklus zu schalten (s.u.), das ergibt insgesamt einen Zyklus von 1800 Jahren.

Hingegen wenn ein kleinerer Mondphasen-Gesamtfehler verlangt wird und/oder ein Jahreszeiten-Gesamtfehler von höchstens etwa 0,002 : Wenn die Schaltzyklen möglichst glatt sein sollen und für den Jahreszeiten-Zwischenfehler eine Spanne von mindestens 55 Tagen in Kauf genommen wird, ist der Schalttag im 36-Jahres-Zyklus und der 13. Monat im 600-Jahres-Zyklus zu schalten, das ergibt insgesamt einen Zyklus von 1800 Jahren. So ist der mittlere jährliche Gesamtfehler für die Jahreszeiten 0,0003+30∙0,00006 = 0,0021 und für die Mondphasen 0,0003+0,4694∙0,00006 = 0,0003 , das ist ein Tag in etwa 480 Jahren bzw. 3300 Jahren. Aber wenn die Schaltzyklen möglichst kurz sein sollen oder Jahreszeiten-Zwischenfehler zu vermeiden ist, ist der Schalttag im 36-Jahres-Zyklus und der 13. Monat im 372-Jahres-Zyklus zu schalten (s.u.), das ergibt insgesamt einen Zyklus von 3∙372 = 1116 Jahren.

Bleibt nur noch der (wahrscheinlichste) Fall, daß auch ein kleinerer Jahreszeiten-Gesamtfehler verlangt wird. Darauf passen nur vier kombinierte Varianten, nämlich für den einzelnen Schalttag der 36- oder 170-Jahres-Zyklus und für den 13. Monat der 630- oder 372-Jahres-Zyklus. Dann sind beide Gesamtfehler wenigstens mit dem Gregorianischen oder Neo-Julianischen Kalender vergleichbar. Die glattesten Zyklen mit nahezu kleinstem Gesamtzyklus ergeben sich mit Schalttag im 36-Jahres-Zyklus und der 13. Monat im 630-Jahres-Zyklus, das ergibt insgesamt einen Zyklus von 2∙630 = 1260 Jahren. So ist der mittlere jährliche Gesamtfehler für die Jahreszeiten dann 0,0003–30∙0,00002 = –0,0003 und für die Mondphasen 0,0003–0,4694∙0,00002 = 0,0003 , das ist ein Tag plus bzw. minus in etwa 3000 Jahren; jedoch besteht für den Jahreszeiten-Zwischenfehler eine Spanne von mindestens 55 Tagen. Dies kann nur noch mit dem 372-Jahres-Zyklus vermieden werden. Dann hat der (kürzere) 36-Jahres-Zyklus die kürzere Zyklusgesamtdauer, nämlich 3∙372 = 1116 Jahre. So ist der mittlere jährliche Gesamtfehler für die Jahreszeiten 0,0003+30∙0,00000 = 0,0004 und für die Mondphasen 0,0003+0,4694∙0,00000 = 0,0003 , das ist ein Tag in etwa 2500 bzw. 3300 Jahren. Jedoch hat die letzte verbleibende Variante mit 170-Jahres-Zyklus und mit 372‑Jahres-Zyklus die kleinsten Fehler überhaupt, so ist der mittlere jährliche Gesamtfehler für die Jahreszeiten 0,0001+30∙0,00000 = 0,0002 und für die Mondphasen 0,0001+0,4694∙0,00000 = 0,0001 , das ist ein Tag in etwa 5000 Jahren bzw. 10.000 Jahren. Dies muß spätestens genügen, und wenn es nur so genügt, ergibt es insgesamt einen Zyklus von 85∙372 = 31620 Jahren.

Wird der 36-Jahres-Zyklus verwendet, ergeben sich zwei Schaltvarianten mit unterschiedlichen Zwischenfehlern. Wird der 19-Jahres-Zyklus verwendet, ist der 38-Jahres-Zyklus eine Alternative mit gleichem Gesamtfehler, aber mit Zwischenfehler. Wird der 372- oder 600-Jahres-Zyklus verwendet, ergeben sich zwei brauchbare Schaltvarianten mit unterschiedlichen Zwischenfehlern. Wird der 630-Jahres-Zyklus verwendet, ergeben sich drei Schaltvarianten mit unterschiedlichen Zwischenfehlern. Die o.g. Zwischenfehler können sich wegen der einzelnen Schalttage um etwa einen Tag vergrößern oder verkleinern.
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