Praktische Anwendbarkeit des Newton-Verfahrens zur Nullstellenberechnung

Das bekannte Verfahren selbst sei hier zunächst zur Erinnerung noch einmal kurz beschrieben: Gegeben sei eine reelle Funktion f mit reellem Definitionsbereich, oder zumindest mit einem abgeschlossenen reellen Intervall [a,b] als Definitionsbereich, und f sei stetig differenzierbar. Um (näherungsweise) eine Nullstelle von f zu finden, d.h. eine reelle Zahl x im Definitionsbereich mit f(x) = 0 : Dafür wählt man irgendwie ein x0 im Definitionsbereich und bildet die Newton-Iterierten  x1 := x0 –
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 usw., allgemein  xn+1 := xn –
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 für jede natürliche Zahl n einschließlich 0 , solange f‘(xn) ≠ 0 ist. Dem liegt die Idee zugrunde, daß man an die Funktionskurve zu f eine Tangente an der Stelle xn anlegt und deren Nullstelle als xn+1 nimmt. Es fragt sich also, konvergiert die Folge xn , und konvergiert sie gegen eine Nullstelle von f ? Die Literatur macht dazu oft Aussagen und stellt Voraussetzungen, die in der Praxis schwer überprüfbar sind. Darauf lege ich aber Wert.

Man könnte vermuten: Wenn man einfach irgendein x0 ausprobiert und mit den Iterierten eine Weile Glück hat, daß sie von Schritt zu Schritt deutlich dichter beieinander liegen, daß z.B. jede Iterierte zur vorherigen etwa nur halb so viel Abstand hat wie die vorherige zur vorvorigen, dann wird dies für alle nachfolgenden Iterierten immer so weiter gehen, und sie konvergieren gegen eine Nullstelle. Aber dies ist leider falsch: z.B. f(x) := x² + 1 ≥ 1 (hat bekanntlich keine reelle Nullstelle); hier ist (x0 muß von 0 verschieden sein) xn+1 = xn – 
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  , solange  xn ≠ 0 , d.h.  xn‑1 ≠ ±1; wählen wir  x0 = 1000 , so erhalten wir 

x1 = 499,9995 ,  x2 = 249,9987 ,  x3 = 124,9974 , x4 = 62,4947 , x5 = 31,2393 , x6 = 15,6037 , 

x7 = 7,7698 , x8 = 3,8205 , x9 = 1,7794 , x10 = 0,6087 , x11 = –0,5171 , x12 = 0,7085 usw. Bis x11 werden die Iterierten immer kleiner, aber x12 ist dann doch größer als x11 ; und für n ≤ 8 ist es stets so, daß  xn – xn+1 < 0,52 ∙ (xn–1 – xn)  und  xn – xn+1 > 0,5 ∙ (xn–1 – xn) ; jedoch für n ≥ 9 nicht mehr, es ist (gerundet)  x9 – x10 = 0,57 ∙ (x8 – x9) ,  x10 – x11 = 0,96 ∙ (x9 – x10) , und  x12 – x11  ist sogar größer als  x10 – x11  .

Ein anderes (triviales) Beispiel, wo es klappt, aber nur mit langsamer Konvergenz: f(x) := xm  mit 

m > 1 , dann ist (x0 muß von 0 verschieden sein)  xn+1 =  xn –
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xn  , somit für jedes n :   xn = (
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) n x0 ; dies konvergiert gegen die Nullstelle 0 .

Um den Erfolg des Newton-Verfahrens garantieren zu können, brauchen wir gewisse, mit bestimmten Methoden nachprüfbare Voraussetzungen, die in diesen Beispielen nicht erfüllt waren. Dann bekommen wir auch schnellere Konvergenz, nicht gleich ab der ersten Iterierten, aber später. Hierfür ist aber nicht nur die erste Ableitung von f wichtig, sondern allemal auch die zweite.

Günstigkeitsvoraussetzung: Setzen wir voraus, daß die reelle Funktion f über dem abgeschlossenen Intervall [a,b] sogar zweimal stetig differenzierbar ist und unterschiedliche Vorzeichen bei a und b hat, d.h. f(a)∙f(b) < 0 ; wir sollen also bereits eine Stelle gefunden haben, wo f größer als 0 ist, und eine Stelle, wo f kleiner als 0 ist, so daß es in dem dazwischenliegenden Intervall eine Nullstelle geben muß und wir uns auf dieses Intervall beschränken können. Außerdem verlangen wir, daß die zweite Ableitung von f keinen Vorzeichenwechsel hat, d.h. entweder f‘‘(x) ≥ 0 für alle x є [a,b] oder f‘‘(x) ≤ 0 für alle x є [a,b] .
Wie kann in der Praxis diese Günstigkeitsvoraussetzung erfüllt werden? Es ist realistisch und angebracht, daß wir ein Intervall [a,b] als bekannt voraussetzen, wo f einen Vorzeichenwechsel hat, denn sonst wäre es gar nicht sicher, daß f überhaupt eine Nullstelle hat. Aber daß f‘‘ keinen Vorzeichenwechsel haben darf? Wenn sich in der Praxis ein Beispiel findet, bei dem dies fraglich ist oder bestimmt nicht zutrifft, dann sollte das Intervall mit Hilfe der Intervall-Halbierung passend verkleinerbar sein:
Sollte für eine reelle zweimal stetig differenzierbare Funktion f ein Intervall [p,q] mit f(p)∙f(q) < 0 bekannt sein, jedoch f‘‘ möglicherweise in [p,q] einen Vorzeichenwechsel haben, dann ist [p,q] so viele Male hintereinander zu halbieren, bis ein Vorzeichenwechsel von f‘‘ auszuschließen ist: d.h. ausprobieren, ob f (
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, q [ liegen. Das betreffende halb so große Intervall wird ebenso wiederum halbiert usw. Dies muß schließlich auf ein Intervall [a,b] ohne Vorzeichenwechsel von f‘‘ führen, wenn nicht die Nullstelle von f zugleich auch eine Stelle des Vorzeichenwechsels von f‘‘ ist. Nachprüfbar ist der Nicht-Vorzeichenwechsel von f‘‘, sobald [a,b] klein genug ist, daß sich für f‘‘ entweder eine obere Schranke unterhalb von 0 finden läßt (d.h. ein –S ≤ 0 mit f‘‘(x) ≤ –S für alle x є [a,b]), oder eine untere Schranke oberhalb von 0 (d.h. ein S ≥ 0 mit f‘‘(x) ≥ S für alle x є [a,b]). Sollte sich feststellen lassen, daß f‘‘ in [a,b] monoton ist, dann heißt sein Nicht-Vorzeichenwechsel, daß f‘‘(a)∙f‘‘(b) ≥ 0 ist. Sollte sich feststellen lassen, daß f‘ in [a,b] monoton ist, dann zeigt dies ebenfalls, daß f‘‘ keinen Vorzeichenwechsel hat.

Eine gewisse Einschränkung bedeutet diese Günstigkeitsvoraussetzung schon, sie schließt gewisse Sonderfälle aus. Die Voraussetzung f(a)∙f(b) < 0 bedeutet nämlich, daß die gesuchte Nullstelle von f nicht zugleich ein lokales Maximum oder Minimum von f sein darf, und der ausgeschlossene Vorzeichenwechsel von f‘‘ in [a,b] bedeutet, daß f‘‘ keinen Vorzeichenwechsel bei der gesuchten Nullstelle von f haben darf. Sollte dergleichen aber doch der Fall sein, ist es i.a. schwer vorher zu erkennen. Manfred Reimer beschreibt zwar in „Grundlagen der Numerischen Mathematik I“ (Akademische Verlagsgesellschaft Wiesbaden 1980) ein schneller konvergierendes modifiziertes Newton-Verfahren für solche Sonderfälle, jedoch müßte dafür zuvor festgestellt werden, daß ein solcher Sonderfall vorliegt.

Falls f jedoch ein Polynom ist, treffen diese Sonderfälle u.a. dann ein, wenn es eine mehrfache Nullstelle hat. Dies ist zwar praktisch nachprüfbar: Man kann durch mehrfache Polynomdivision den größten gemeinsamen Teiler von f und f‘ ermitteln, ähnlich wie man den größten gemeinsamen Teiler von zwei natürlichen Zahlen durch mehrfache Division mit Rest ermittelt. Jedoch kann die mehrfache Nullstelle anschließend zu einer einfachen gemacht werden, indem man f durch den größten gemeinsamen Teiler teilt, dann hat man ein Polynom mit genau den gleichen Nullstellen wie f, aber jede nur als einfache Nullstelle, nicht als mehrfache (auch die komplexen Nullstellen). Und dies erfordert keine näherungsweise Kenntnis der Nullstellen des Polynoms, auch kein Näherungsverfahren, sondern nur endlich viele Plus, Minus, Mal und Geteilt.

Auch wenn f ein Polynom ist und wenn der Verdacht besteht, daß eine Nullstelle von f zugleich Nullstelle von f‘‘ ist, jedoch keine mehrfache Nullstelle von f (z.B. für f(x) = x³ + x), dann läßt sich dies ebenso leicht feststellen: Durch mehrfache Polynomdivision den größten gemeinsamen Teiler von f und f‘‘ ermitteln.
Der nachfolgende Satz 1 zeigt: Mit der Günstigkeitsvoraussetzung ist sichergestellt, daß das Newton-Verfahren funktioniert, z.B. mit demjenigen Intervallrand als Startwert x0 , bei dem f das gleiche Vorzeichen wie f‘‘ hat.

Satz 1: 

Sei f eine zweimal stetig differenzierbare Funktion über einem abgeschlossenen Intervall [a,b] und f(a)∙f(b) < 0 , und entweder f‘‘(x) ≥ 0 für alle x є [a,b] oder f‘‘(x) ≤ 0 für alle x є [a,b] . Dann hat f genau eine Nullstelle ω , und es ist f‘(ω) ≠ 0 . Im Fall f(b)∙f‘‘(x) ≥ 0 sei I := [ω,b] und J := [a, ω] ; im Fall f(a)∙f‘‘(x) ≥ 0 sei I := [a,ω] und J := [ω,b] . Es gilt f‘(x) ≠ 0 für alle x є I , und für jeden Startwert x0 є I liegen die Newton-Iterierten in I und konvergieren monoton gegen ω . Für x0 ≠ ω und beliebiges d0 є J sei dj+1 := 
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  für ganze j ≥ 0 (Regula falsi) ; alle dj liegen in J, ihre Folge ist ebenfalls monoton, und es gibt ein ganzes k ≥ 0 , so daß f‘(dj)∙f‘(x0) > 0 für alle 

j ≥ k . Für jedes d є J mit f‘(d)∙f‘(x0) > 0 ist |f‘(d)| ≤ |f‘(x0)| , und es gilt 

|xn – ω| ≤ |x0 – d| ∙ (1 – |
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Beweis: 

O.B.d.A. sei f(a) < 0 , f(b) > 0 , f‘‘(x) ≥ 0 für alle x є [a,b] .  Die übrigen Fälle verlaufen analog. 

Wegen f‘‘ ≥ 0 ist f‘ monoton nicht fallend. Wäre f‘(b) ≤ 0 , so f‘ ≤ 0 überall, also f monoton nicht wachsend; Widerspruch, da f(a) < 0 und f(b) > 0 und somit f(a) < f(b) . Also f‘(b) > 0 .

Fall 1) f‘(a) > 0 : Dann f‘(x) > 0 für alle x є [a,b] , also f streng monoton wachsend, somit hat f genau eine Nullstelle ω wegen f(a) < 0 < f(b) .

Fall 2) f‘(a) ≤ 0 : Sei ζ die größte Nullstelle von f‘ ; also f‘(x) ≤ 0 für x є [a,ζ] und f‘(x) > 0 für x є ]ζ,b] , weil f‘ monoton nicht fallend. Also f monoton nicht wachsend in [a,ζ] und streng monoton wachsend in [ζ,b] , somit ist f minimal bei ζ ; 0 > f(a) ≥ f(x) für x є [a,ζ] , also f ohne Nullstelle in [a,ζ] . Wegen f(ζ) < 0 und f(b) > 0 hat f genau eine Nullstelle ω in ]ζ,b] . Da f‘ > 0 in ]ζ,b] bereits gezeigt, ist also insbesondere f‘ > 0 in [ω,b] .

Für beide Fälle ist also Existenz und Eindeutigkeit von ω gezeigt, und das oben definierte Teilintervall I ist [ω,b] wegen f(b) > 0 und f‘‘ ≥ 0 , und f‘ > 0 in [ω,b] ist auch für beide Fälle gezeigt; J ist [a, ω] .

Sei x0 є [ω,b] . Als nächstes ist zu zeigen, daß für alle n ab 0 gilt: xn ≥ xn+1 ≥ ω . Für n = 0 wissen wir bereits xn ≥ ω , so setzen wir für beliebiges n voraus  xn ≥ ω  und zeigen  xn ≥ xn+1  und Xn+1 ≥ ω (wir wenden also vollständige Induktion an): Das erstere folgt direkt aus der Konstruktionsvorschrift   xn+1 =  xn –
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,  wegen f(xn) ≥ 0 und f‘(xn) > 0 (dies nur wegen xn ≥ ω). Etwas schwieriger ist  xn+1 ≥ ω : Es sei t(x) := f(xn) + (x–xn)f‘(xn) für alle reellen x (Tangente an f in xn) . t‘ ist konstant: t‘(x) = f‘(xn) für alle x . t‘‘ ist konstant 0 . t stimmt bei xn mit f überein: t(xn) = f(xn) . t‘ stimmt bei xn mit f‘ überein: t‘(xn) = f‘(xn) . Da f‘‘ ≥ 0 , ist (f–t)‘‘ = f‘‘ – t‘‘ ≥ 0 , also    (f–t)‘ monoton nicht fallend; (f–t)‘(xn) = f‘(xn) – t‘(xn) = 0 , folglich (f–t)‘(x) ≤ 0 für x є [a , xn] und (f–t)‘(x) ≥ 0 für x є [xn , b] ; somit (f–t) monoton nicht wachsend bis xn und monoton nicht fallend ab xn ; wegen (f–t)( xn) = f(xn) – t(xn) = 0 folgt (f–t)(x) ≥ 0 für alle x є [a,b] , insbesondere 0 ≤       (f–t)(xn+1) = f(xn+1) – t(xn+1) = f(xn+1) – (f(xn) + (xn+1–xn) f‘(xn)) 

= f(xn+1) – f(xn) – (xn –
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– xn) f‘(xn) = f(xn+1) ; 0 ≤ f(xn+1) , das bedeutet zwangsläufig 

xn+1 ≥ ω , weil f(x) < 0 für x < ω .

Da die Folge der xn monoton nicht wachsend ist, und nach unten beschränkt durch ω , konvergiert sie folglich mit einem Grenzwert x∞ ≥ ω . Es ist 
x∞ = 
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somit f(x∞) = 0 , woraus x∞ = ω folgt.

Nun sei d0 є [a,ω] und  x0 ≠ ω ,  dj+1 := 
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  .

dj+1 ist die Nullstelle der Sekante von f zu den Stellen dj und x0 , d.h. die Nullstelle von 

s(x) := 
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 , denn es ist s(dj) = f(dj) , s(x0) = f(x0) , s(dj+1) = 0 , 

s‘(x) = 
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 konstant; wegen f(dj) ≤ 0 und f(x0) > 0 ist  dj ≤ dj+1 < x0 ; nach Mittelwertsatz gibt es ein z є [dj , x0] mit  
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 = f‘(z) ; da f‘ monoton nicht fallend, ist f‘(dj) ≤ f‘(z) ≤ f‘(x0) ; (f–s)‘(dj) = f‘(dj) – f‘(z) ≤ 0 , (f–s)‘( x0) = f(x0) – f‘(z) ≥ 0 ; es gibt daher wenigstens eine Stelle 

w є [dj , x0] mit (f–s)‘(w) = 0 ; da f‘ monoton nicht fallend, also auch (f–s)‘ monoton nicht fallend, also (f–s)‘(x) ≤ 0 für x є [dj ,w] und (f–s)‘(x) ≥ 0 für x є [w, x0] ; somit f–s monoton nicht wachsend in [dj ,w] und monoton nicht fallend in [w, x0] , d.h. (f–s)(x) ≤ (f–s)(dj) für x є [dj ,w] und (f–s)(x) ≤ (f–s)(x0) für x є [w, x0] ; (f–s)(dj) = (f–s)(x0) = 0 , also (f–s)(x) ≤ 0 für alle x є [dj , x0] ; insbesondere (f–s)( dj+1) ≤ 0 , d.h. f(dj+1) ≤ s(dj+1) = 0 , d.h. dj+1 ≤ ω . 

Falls f‘(d0) ≤ 0 (d.h. der obige Fall 2 trifft zu): Solange f‘(dj) ≤ 0 für wachsendes j , solange ist dj+1 ≤ ζ ; jedoch ist die Folge der dj monoton nicht fallend und nach oben beschränkt durch ω , sie konvergiert daher mit einem Grenzwert  d∞ ≤ ω , und

d∞ = 
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  = 
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 , also  
d∞f(x0) – d∞f(d∞) = d∞f(x0) – x0f(d∞) , somit f(d∞) = 0 und daher d∞ = ω > ζ ; also kann die Folge der dj nicht unterhalb von ζ bleiben.

Nun sei d є [a, ω] mit f‘(d)∙f‘(x0) > 0 , d.h. f‘(d) > 0 , beliebig. Dann gilt |f‘(d)| = f‘(d) ≤ f‘(x0) = |f‘(x0)| , weil f‘ monoton nicht fällt.

Die Vorab-Fehlerschranke gilt für n = 0 trivialerweise. Mit vollständiger Induktion überträgt sie sich für jedes n, wo sie gilt, auf das nachfolgende n+1: Nach dem Mittelwertsatz gibt es (auf f angewandt) ein  yn є [ω, xn] mit f(xn) = (xn – ω) f‘(yn) ; f‘(yn) ≥ f‘(d) , weil f‘ monoton nicht fällt, und wegen  yn ≥ ω ≥ d ; es folgt

xn+1 – ω = xn –
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Die Nachhinein-Fehlerschranke folgt direkt aus f(xn) = (xn – ω) f‘(yn) ≥ (xn – ω) f‘(d) , und der Nachhinein-Mindestfehler aus f(xn) = (xn – ω) f‘(yn) ≤ (xn – ω) f‘(xn) .  □

Eine Anmerkung noch. Wenn f‘(dj) > 0 , dann folgt mehr: Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein y  є [dj , ω]  mit  –f(dj) = (ω – dj) f‘(y) , folglich 

ω – dj+1 = ω – 
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 = ω – dj + 
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f(dj) = ω – dj + 
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wegen 0 < f‘(dj) ≤ f‘(x0) ist 0 ≤ 1 – 
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Um Satz 1 in der Praxis anzuwenden, wie können x0 und d0 gewählt werden? Im Fall f(b)∙f‘‘(x) ≥ 0 geht  x0 := b und  d0 := a , und im Fall f(a)∙f‘‘(x) ≥ 0 geht  x0 := a und  d0 := b . Die Konstruktion der dj kann abgebrochen werden, sobald f‘(dj)∙f‘(x0) > 0 , jedoch bringt jedes weitere dj eine bessere Fehlerabschätzung für die xn , wenn wir es als d nehmen.

Die besagte Vorab-Fehlerschranke des Newton-Verfahrens konvergiert zwar gut ersichtlich gegen 0, aber doch etwas langsam. Wie im Beweis von Satz 1 gezeigt, konvergiert die Folge der dj ebenfalls gegen ω , und zwar (siehe die Anmerkung) ebenfalls ungünstigstenfalls mit der Geschwindigkeit einer Potenz qn mit 0 < q < 1 , und dieses q ist größer oder kleiner oder gleich demjenigen in der Vorab-Fehlerschranke des Newton-Verfahrens, je nachdem, wie d gewählt ist.

Das heißt aber nicht, daß die Regula falsi wirklich so schnell oder gar schneller als das Newton-Verfahren wäre: die besagte Vorab-Fehlerschranke des Newton-Verfahrens ist ja nur eine Abschätzung, und der Fehler ist oft in Wahrheit um ganze Zehnerpotenzen kleiner, weil der obige Induktionsschluß von einer Iterierten zur nächsten mehr und mehr Abschätzungen miteinander verschachtelt, und weil dabei stets aufs Neue die (vermutlich recht grobe) Abschätzung 

|f‘(xn)| ≤ |f‘(x0)|  verwendet wird. Darum wird die Nachhinein-Fehlerschranke gewöhnlich weitaus kleiner als die Vorab-Fehlerschranke sein, und ihre Schärfe erweist sich immer spätestens, sobald |f‘(xn)| ≤ 5∙|f‘(d)|  ist, denn dann ist die Nachhinein-Fehlerschranke höchstens fünf mal so groß wie der Nachhinein-Mindestfehler. Dies wird aber nur geschehen, wenn d zufällig so gewählt wurde, daß |f‘(ω)| < 5∙|f‘(d)|. Für die Iterierte xn ergibt sich daraus mit Sicherheit, wie viele Dezimalstellen davon genau stimmen. Aber das wissen wir halt erst im Nachhinein, und darum sehen wir aus Satz 1 nicht schon vorab, wie schnell das Verfahren wirklich konvergiert und wie viele Iterierte höchstens nötig sind.

Tatsächlich wird der Fehler nach einer gewissen Anzahl von Iterierten wesentlich kleiner und die Konvergenz viel schneller, was sich mit Hilfe einer anderen Fehlerabschätzung zeigen läßt, die dann vorab für die nachfolgenden Iterierten aufgestellt werden kann. Über die schnellere Konvergenz macht Manfred Reimer (Grundlagen der Numerischen Mathematik I, pp. 72-76, Akademische Verlagsgesellschaft Wiesbaden 1980) Aussagen, jedoch nur für einen Startwert x0 , der bereits ausreichend nahe bei ω liegt, ohne daß wir vorab erkennen könnten, ob dies der Fall ist. Für die Praxis muß es also etwas anders formuliert werden:

Satz 2: 

Sei f eine zweimal stetig differenzierbare Funktion über einem abgeschlossenen Intervall [r,s] und f‘(x) ≠ 0 für alle x є [r,s] ; f habe eine Nullstelle ω є [r,s] , d.h. f(ω) = 0 . Dann konvergieren für jeden Startwert x0 є [r,s] mit |x0 – ω| ∙
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| xn – ω| ≥ 
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Beweis: 

Für n = 0 gilt die Vorab-Fehlerschranke trivialerweise. Mit vollständiger Induktion überträgt sie sich für jedes n, wo sie gilt, auf das nachfolgende n+1: Nach dem Mittelwertsatz gibt es (auf f angewandt) ein yn є [ω , xn] bzw. yn є [xn , ω] mit f(xn) = (xn – ω) f‘(yn) , und auch (auf f‘ angewandt) ein zn є [xn , yn] bzw. zn є [yn , xn] mit f‘(xn) – f‘(yn) = (xn – yn) f‘‘(zn) . Es folgt:

xn+1 – ω = xn – 
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 ; also

| xn+1 – ω| = |xn – ω| ∙ |xn – yn| ∙
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Die Fehlerschranke für |xn – ω|  ist damit durch vollständige Induktion gezeigt. Und da 

|x0 – ω| ∙
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  < 1 vorausgesetzt war, konvergiert diese Fehlerschranke gegen 0, und der Exponent wächst selbst exponentiell.

Die Nachhinein-Fehlerschranke folgt direkt aus |f(xn)| = |( xn – ω) f‘(yn)| ≥ |( xn – ω)| min|f‘| , und der Nachhinein-Mindestfehler aus |f(xn)| = |( xn – ω) f‘(yn)| ≤ |xn – ω| max|f‘|   □

Nachsatz zu Satz 2: 

Um Satz 2 auf eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f über einem abgeschlossenen Intervall [a,b] anzuwenden, die die oben gestellte Günstigkeitsvoraussetzung erfüllt: Hierfür kann das Newton-Verfahren gemäß Satz 1 mit Startwert  x0 := a (im Fall f(a)∙f‘‘(x) ≥ 0) bzw.  x0 := b (im Fall f(b)∙f‘‘(x) ≥ 0) angewandt werden. Zunächst gelten nur die besagte Vorab-Fehlerschranke  und Nachhinein-Fehlerschranke, aber es kommt darauf an, nach welcher Anzahl m von Newton-Iterierten sich eine Konstante B > 0 finden läßt, von der wir wissen, daß f‘‘(x) ≤ B bzw. f‘‘(x) ≥ –B für alle x є [ω, xm] bzw. für alle x є [xm ,ω] gilt, und daß  |f(xm)| < 
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 gilt. Wenn ein solches B bezogen auf das ganze Intervall [a,b] bzw. [a,d] bzw. [d,b] vorab bekannt ist, d.h. ein B > 0 mit f‘‘(x) ≤ B bzw. f‘‘(x) ≥ –B für alle x є [a,b] bzw. für alle x є [a,d] bzw. für alle x є [d,b] , dann muß die Bedingung |f(xm)| < 
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 irgendwann bei Durchführung des Newton-Verfahrens erfüllt werden, weil die Folge der xn gegen ω konvergiert, die Folge der f(xn) also gegen 0 . Je kleiner B sich finden läßt, und je größer |f‘(d)| sich finden läßt, um so früher gilt |f(xm)| < 
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 . Dann kann das Intervall [ω , xm] bzw. [xm , ω] als [r,s] genommen werden, denn darin gilt 
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∙B < 1 ; dieses xm kann also als Startwert x0 für Satz 2 genommen werden, es erfüllt die dortige Voraussetzung an x0 , und die dortigen Newton-Iterierten sind dann genau die nachfolgenden Iterierten gemäß Satz 1. Für die nachfolgenden Iterierten aus Satz 1 , d.h. für diejenigen Iterierten aus Satz 1 mit n ≥ m , gilt also

|xn – ω| ≤ |xm – ω| ∙ ( |xm – ω| ∙
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Die Nachhinein-Fehlerabschätzungen bleiben so wie in Satz 1 beschrieben.

Zusatz:

Läßt sich Satz 2 auch ohne die gestellte Günstigkeitsvoraussetzung praktisch anwenden? Sicher nicht ohne ein gefundenes Intervall [a,b] , bei dem f(a)∙f(b) < 0 ist, denn woher sollen wir sonst wissen, daß f überhaupt eine Nullstelle hat? 

Sagen wir, für eine reelle zweimal stetig differenzierbare Funktion f soll ein Intervall [p,q] mit f(p)∙f(q) < 0 bekannt sein, jedoch in [p,q] weder eine Nullstelle von f‘ noch ein Vorzeichenwechsel von f‘‘ auszuschließen sein. Dann ist [p,q] so viele Male hintereinander mit Intervall-Halbierung zu verkleinern, bis das eine oder das andere auszuschließen ist: d.h. ausprobieren, ob f (
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, q[ liegen. Das betreffende halb so große Intervall wird ebenso wiederum halbiert usw. Dies muß schließlich auf ein Intervall [a,b] ohne Vorzeichenwechsel von f‘‘ führen, wenn nicht die Nullstelle von f zugleich auch eine Stelle des Vorzeichenwechsels von f‘‘ ist; und/oder auf ein Intervall [a,b] ohne Nullstelle von f‘ , wenn nicht die Nullstelle von f zugleich auch eine Nullstelle von f‘ ist. Nachprüfbar ist der Nicht-Vorzeichenwechsel von f‘‘, wie gesagt, sobald [a,b] klein genug ist, daß sich für f‘‘ entweder eine obere Schranke unterhalb von 0 finden läßt (d.h. ein –S ≤ 0 mit f‘‘(x) ≤ –S für alle x є [a,b]), oder eine untere Schranke oberhalb von 0 (d.h. ein S ≥ 0 mit f‘‘(x) ≥ S für alle x є [a,b]). Sollte sich feststellen lassen, daß f‘‘ in [a,b] monoton ist, dann heißt sein Nicht-Vorzeichenwechsel, daß f‘‘(a)∙f‘‘(b) ≥ 0 ist. Sollte sich feststellen lassen, daß f‘ in [a,b] monoton ist, dann zeigt dies ebenfalls, daß f‘‘ keinen Vorzeichenwechsel hat. Und die Nullstellenlosigkeit von f‘ ist nachprüfbar, sobald [a,b] klein genug ist, daß sich für f‘ entweder eine obere Schranke echt unterhalb von 0 finden läßt (d.h. ein –A < 0 mit f‘(x) ≤ –A für alle x є [a,b]), oder eine untere Schranke echt oberhalb von 0 (d.h. ein A > 0 mit f‘(x) ≥ A für alle x є [a,b]). Sollte sich feststellen lassen, daß f‘ in [a,b] monoton ist (gleichbedeutend damit, daß f‘‘ keinen Vorzeichenwechsel hat), dann heißt seine Nullstellenlosigkeit, daß f‘(a)∙f‘(b) > 0 ist.

Wird die Bedingung für f‘‘ erfüllt, so ist damit die gestellte Günstigkeitsvoraussetzung erfüllt, aber ggf. braucht es noch die Regula falsi (unabsehbar, wie viele Male, aber es kann jederzeit vorbei sein), um ein geeignetes d zu finden. 

Wird hingegen die Bedingung für f‘ erfüllt, so ist damit eine Nullstelle von f‘ ausgeschlossen. Ist aber ein Vorzeichenwechsel für f‘‘ hier und auch bei weiterer Intervall-Halbierung nicht auszuschließen, dann muß noch die Bedingung |x0 – ω| ∙ 
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 < 1 erfüllt werden, ehe das Newton-Verfahren sicher gestartet werden kann. Dazu muß die Intervall-Halbierung so oft auf [a,b] weiter angewandt werden, bis A für das Restintervall so groß gefunden werden kann und zugleich ein B > 0 (mit f‘‘(x) ≤ B und f‘‘(x) ≥ –B für alle x im Restintervall) so klein gefunden werden kann, daß die Intervallbreite kleiner als 
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 wird. Je größer A und je kleiner B sich finden läßt, um so früher ist das der Fall. Wenn ein solches B bezogen auf das ganze Intervall [a,b] vorab bekannt ist, dann muß die Intervallbreite genau nach i Intervall-Halbierungen kleiner als 
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 werden, wobei 2i die kleinste Zweierpotenz oberhalb von (b–a)
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 ist , d.h. i ist der Logarithmus von (b–a)
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 zur Basis 2, zum nächstgrößeren Ganzen aufgerundet. So viele Male muß die Intervall-Halbierung angewandt werden, wenn nicht zwischendurch A entscheidend vergrößert und/oder B entscheidend verkleinert werden kann. Es werden also in der Regel mehr Intervall-Verkleinerungen nötig sein als unter der Günstigkeitsvoraussetzung des Nicht-Vorzeichenwechsels von f‘‘, bevor das Newton-Verfahren überhaupt sicher gestartet werden kann.

Ist also durch die Intervall-Halbierungen ein Teilintervall [r,s] von [a,b] gefunden, in dem s – r < 
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  gilt, so folgt für jedes  x0 є [r,s] :
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die Voraussetzungen für Satz 2 sind also erfüllt, und es gilt für alle Newton-Iterierten:

|xn – ω| ≤ | x0 – ω| ∙ ( |x0 – ω| ∙
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Wie stellt sich dies alles für Nullstellenberechnung von Polynomen dar?

Für jede reelle Nullstelle ω eines reellen Polynoms 

f(x) = anxn + an–1xn–1 + an–2xn–2 + ... + a1x + a0   mit  an ≠ 0

und für jede beliebige Zahl c > 0 gilt 

|ω| ≤ R := max {
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denn für |x| > R  ist 1 < |cx|  und somit

|anxn + an–1xn–1 + an–2xn–2 + ... + a1x + a0| ≥ |anxn| – |an–1xn–1 + an–2xn–2 + ... + a1x + a0|
≥ |anxn| – (|an–1xn–1| + |an–2xn–2| + ... + |a1x| + |a0|)

> |anxn| – (|an–1xn–1| + |an–2cxn–1| + ... + |a1cn–2xn–1| + |a0cn–1xn–1|)
= |xn–1| ∙ (|anx| – |an–1| – c|an–2| – ... – cn–2|a1| – cn–1|a0|) > 0

Die Nullstellensuche kann sich also auf das Intervall [–R,R] beschränken. Wenn n ungerade ist, muß f mindestens eine reelle Nullstelle haben, und im Fall an∙a0 > 0 ist f(–R)∙f(0) ≤ 0 , jedoch im Fall an∙a0 < 0 ist f(0)∙f(R) ≤ 0. Wenn n gerade ist und an∙a0 < 0 , dann ist f(–R)∙f(0) ≤ 0 und 

f(0)∙f(R) ≤ 0 ; wenn jedoch n gerade ist und an∙a0 > 0 , dann läßt sich so einfach kein Vorzeichenwechsel finden. Sollte es einen geben, dann werden wir mit mehrfacher Intervall-Halbierung schließlich Teilintervalle mit Vorzeichenwechsel finden; sollte es keinen geben, natürlich nicht.

Wenn dies nicht reicht, folgendermaßen wird es sicher:

Wie oben erwähnt, kann man mehrfache Nullstellen eines Polynoms f (auch komplexe) zu einfachen Nullstellen machen, indem man durch mehrfache Polynomdivision mit Rest den größten gemeinsamen Teiler von f und f‘ bestimmt und f dann durch diesen teilt. Zudem stellen die Polynome, die man bei diesem Verfahren als Zwischenergebnisse hat, zusammen nach Manfred Reimer (Grundlagen der Numerischen Mathematik II, Akademische Verlagsgesellschaft Wiesbaden 1982) eine Sturmsche Kette dar. Daraus erhält man (so wie dort angegeben) für jedes Intervall [a,b] die Information, wie viele reelle Nullstellen f in [a,b] hat. Dies muß man auf [–R,R] anwenden, und wenn es mehrere Nullstellen sind, dann auf [–R,0] und [0,R] , und ggf. so fort auf [–R , –
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] und   [–
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, 0] bzw. auf [0 ,
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] und [
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R

, R] usw. Die Probleme der mehrfachen Nullstellen können dabei beseitigt werden, indem man die Polynomdivision für das frisierte Polynom mit den nur einfachen Nullstellen und für dessen Ableitung wiederholt und so eine neue Sturmsche Kette bildet.
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