Bekanntlich gibt es bei Bundestags- und Landtagswahlen die Bestimmung, daß eine Partei für eine Vertretung im Parlament mindestens 5 % erreichen muß. Bei Kommunalwahlen gilt dies gewöhnlich nicht; wenn jedoch das Parlament nur etwa 20 Mandate hat, sollte man meinen, daß etwa 5 % nötig sind, um bei der Sitzvergabe ein Mandat zu bekommen. Wie viele Stimmen sind tatsächlich nötig, um eines zu bekommen? Wir werden sehen, daß dies nicht eindeutig zu sagen ist: Es läßt sich eine Untergrenze angeben, unterhalb der man bestimmt keinen Sitz bekommt; und eine etwas höhere Obergrenze, oberhalb der man bestimmt einen bekommt; und dazwischen hängt es davon ab, wie sich die restlichen Stimmen auf die restlichen Parteien verteilen. Klingt ungerecht und unlogisch, aber das Verfahren zur Mandatsvergabe kann halt nicht ganz einfach sein.

Das Problem der Sitzvergabe bei Verhältniswahl

Gemeinhin sagt man, bei Verhältniswahl werden die Mandate im Parlament in dem Zahlenverhältnis an die Parteien vergeben, wie sich die Wählerstimmen auf die Parteien verteilt haben: wer z.B. 37,2 % der Stimmen erhalten hat, bekommt auch 37,2 % der Mandate. Aber freilich geht das nicht ganz: bei einer Gesamtzahl z.B. von 65 Mandaten wären das 24,2 Mandate. Aber es können ja nur ganze Mandate vergeben werden, und wenn man sich die Rechnung so einfach machen will, kommen praktisch nie ganze Mandate heraus. Kaufmännisches Runden hilft hier nicht: Das würde bei mancher Wahl für die meisten Parteien zum Abrunden führen, und bei mancher Wahl für die meisten Parteien zum Aufrunden, so daß die Gesamtzahl nicht mehr stimmt (mit der oft genannten Überhangmandate-Problematik, die zum Ausgleich der Wahlkreismandate dient, hat das nichts zu tun). Wie geht es also? Im deutschen Reichstag nach 1918 wurde festgelegt, daß es pro 60.000 Stimmen einen Sitz gab. So hing die Größe des Reichstages von der Wahlbeteiligung ab. Aber wie geht es, wenn die Größe des Parlamentes vor der Wahl festgelegt wird? Üblich sind das Verfahren von d’Hondt, weil es die großen Parteien bevorzugt, und das Verfahren von Sainte-Laguë und das Verfahren von Hare-Niemeyer, weil es sie weniger bevorzugt.

Nun sei n die Anzahl der Sitze, m die Anzahl der angetretenen Listen (m ≥ 2 ; wenn es bei der Wahl eine 5%-Klausel gibt, sind nur die angetretenen Listen ab 5% zu zählen). Seien s1 , s2 , ... , sm die Stimmanzahlen der Listen und p := 
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 der Stimmanteil von Liste 1. Die „gerechte“ Anzahl ihrer Sitze, die in aller Regel keine ganze Zahl ist, wäre also p∙n .

Wie viele Mandate wird Liste 1 mindestens oder höchstens bekommen? Ab welchem p wird sie demnach mindestens eines sicher bekommen, wenn es bei der Wahl keine 5%-Klausel gibt? Ab welchem p wird sie vielleicht eines bekommen? Ab welchem p wird sie sicher oder vielleicht ein Drittel der Mandate bekommen, oder die Hälfte, oder zwei Drittel, usw.?

Für diese drei Vergabeverfahren wird dies alles hier genau beantwortet. Die Beweisrechnung dazu setzt natürlich voraus, daß man die Vergabeverfahren voll verstanden hat. Die Ergebnisse sind fett gedruckt.

Wie benötigen für unsere Überlegungen die in der Mathematik oft verwendete Gaußklammer und eine ähnliche Funktion: Für jede reelle Zahl x seien definiert

[x] sei die größte ganze Zahl kleiner oder gleich x (Gaußklammer)

]x[ sei die größte ganze Zahl kleiner als x 

Für nicht ganzes x ist also [x] = ]x[ und x–1 < [x] < x , jedoch für ganzes x ist [x] = x = ]x[+1

Insgesamt für alle x :  x–1 < [x] ≤ x , x–1 ≤ ]x[ < x , [x] ≤ x < [x]+1 , ]x[ < x ≤ ]x[+1

Die „gerechte“ Anzahl der Sitze nach unten abzurunden, würde auf [p∙n] führen; sie nach oben aufzurunden, würde auf ]p∙n[+1 führen.

Beim Verfahren von d‘Hondt

Das Verfahren ist z.B. bei http://de.wikipedia.org/wiki/D%E2%80%99Hondt-Verfahren erklärt.
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Jede Höchstzahl z , die in Liste 1 vorkommt, hat die Eigenschaft, daß sie bei Liste 1 zu 
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Wie groß kann die letzte Höchstzahl sein, die zum Zuge kommt? Die das letzte Mandat (das n-te Mandat) zuteilt. Wir nennen sie A . Demnach muß also Liste 1 genau [
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 unter ihren Höchstzahlen hat; das bedeutet, wenn die Stimmen sich so verteilt haben, daß die Mandate als ganze Sitze genau nach dem Stimmenverhältnis zu verteilen gehen.
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 unter ihren Höchstzahlen hat; das bedeutet, wenn die Stimmen sich so verteilt haben, daß der unentscheidbarste Fall vorliegt, nämlich mit den meistmöglichen so begründbaren Überhangmandaten, nämlich m–1 .

Die entscheidende Höchstzahl A ist also mindestens 
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 . Ersteres bedeutet, daß Liste 1 höchstens [s1 
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[image: image68.wmf]m

2

1

s

...

s

s

n

+

+

+

] = [pn] Mandate sicher erreicht, denn diese Höchstgrenze für A wird in keinem unentscheidbaren Fall erreicht, sondern in jedem unentscheidbaren Fall ist (analog zu oben) A ≤ 
[image: image69.wmf]1

n

s

...

s

s

m

2

1

+

+

+

+

 . Die Mindestmandate für Liste 1 lassen sich auch noch etwas besser beschreiben: Sei l := ]p(n+1)[ < p(n+1) ; wäre nun l > 0 und A > 
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 < n+1 , somit doch kein Unentscheidbar. Liste 1 bekommt also mindestens l = ]p(n+1)[ Mandate (und für l ≤ 0 bekommt sie sowieso mindestens l Mandate). Auch dies bedeutet, daß bei einer großen Liste eher nach oben, bei einer kleinen Liste eher nach unten gerundet wird.

Schauen wir nun zu irgendeiner vorgegebenen ganzen Zahl h von 1 bis n , für welches p die Liste 1 wenigstens h Mandate bekommt, und für welches p sie keine h Mandate bekommt. Für h = 1 heißt das, ob sie überhaupt ins Parlament einzieht.
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 eine Höchstzahl wenigstens für Liste 1 und führt sie auf h Mandate; jedoch für eine Liste i , bei der h
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Fall 4a)  p = 
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[image: image164.wmf]m

2

1

s

...

s

s

1

n

+

+

+

+

 = 
[image: image165.wmf]1

2

s

1)

(n

s

+

 
[image: image166.wmf]m

2

1

1

s

...

s

s

s

+

+

+

 = 
[image: image167.wmf]1

2

s

1)p

(n

s

+

 = h
[image: image168.wmf]1

2

s

s

 Mandate, usw. Das sind zusammen h+h
[image: image169.wmf]1

2

s

s

 +...+h
[image: image170.wmf]1

m

s

s

  = h
[image: image171.wmf]1

m

2

1

s

s

...

s

s

+

+

+

  = h
[image: image172.wmf]p

1

 = n+1 Mandate, jedoch sind vor Verwendung dieser Höchstzahl erst höchstens (n+1)–2 = n–1 < n Mandate für alle Listen zusammen vergeben worden, aber schon mindestens n+1–m Mandate. Mindestens das letzte Mandat, höchstens die letzten m–1 Mandate sind daher unentscheidbar, zu ihnen gehört das h-te Mandat für Liste 1, und bei ihrer Verlosung beträgt die Chance mindestens 
[image: image173.wmf]2

1

, höchstens 1– 
[image: image174.wmf]m

1

 (oder es gibt 1 Überhangmandat).

Fall 6)  p = 
[image: image175.wmf]1

m

n

h

-

+

 , keine Liste hat 0 Stimmen, und h
[image: image176.wmf]1

2

s

s

  , ... , h
[image: image177.wmf]1

m

s

s

  sind alle ganzzahlig:  
Dann ist 
[image: image178.wmf]1

-

m

n

s

...

s

s

m

2

1

+

+

+

+

 eine Höchstzahl für jede Liste und führt bei Liste 1 auf h Mandate, bei Liste 2 auf s2 
[image: image179.wmf]m

2

1

s

...

s

s

1

-

m

n

+

+

+

+

 = 
[image: image180.wmf]1

2

s

1)

m

(n

s

-

+

 
[image: image181.wmf]m

2

1

1

s

...

s

s

s

+

+

+

 = 
[image: image182.wmf]1

2

s

1)p

m

(n

s

-

+

  = h
[image: image183.wmf]1

2

s

s

  Mandate, usw. Das sind zusammen h+h
[image: image184.wmf]1

2

s

s

 +...+h
[image: image185.wmf]1

m

s

s

  = h
[image: image186.wmf]1

m

2

1

s

s

...

s

s

+

+

+

 = h
[image: image187.wmf]p

1

 = n+m–1 > n Mandate, jedoch führt die nächstgrößere Höchstzahl nur auf n–1 Mandate für alle Listen zusammen. Das letzte Mandat ist daher unentscheidbar, es ist das h-te Mandat für Liste 1, und bei seiner Verlosung beträgt die Chance 
[image: image188.wmf]m

1

 (oder es gibt m–1 Überhangmandate).

Fall 7)  
[image: image189.wmf]1

m

n

h

-

+

 < p < 
[image: image190.wmf]1

n

h

+

 (das bedingt m > 2):  
Es liegt nach Fall 5) und 6) nahe, anzunehmen: Für jedes solche p gibt es positive und negative Beispiele, je nachdem, wie sich die restlichen Stimmen auf die anderen Listen verteilen. Solche Beispiele geben wir hier, d.h. für beliebiges p mit 
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 geben wir Beispiele, daß Liste 1 genau h Mandate bekommt, und Beispiele, daß sie genau h-1 Mandate bekommt; mit allen denkbaren Mandatsverteilungen für die anderen Listen, aber Beispiele ohne Null-Stimmen-Liste.

Beispiel 7.1 (letzte Höchstzahl ist bei Liste 1):  Seien b2 , ... , bm als ganze Zahlen von 0 bis n–h irgendwie gewählt, so daß b2+...+ bm = n–h , und sei eine ganze Zahl c1 irgendwie gewählt ab 
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Beim Verfahren von Sainte-Laguë

Es unterschiedet sich von d’Hondt dadurch, daß nicht alle natürlichen Zahlen 1,2,3,... als Divisoren verwendet werden, sondern nur die ungeraden Zahlen 1,3,5,... ; also 2j–1 für j = 1,2,3,... . Daher genügt ein geringerer Stimmanteil als bei d’Hondt, um einen Sitz zu bekommen.
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Wie groß kann die letzte Höchstzahl sein, die zum Zuge kommt? Die das letzte Mandat (das n-te Mandat) zuteilt. Wir nennen sie A . Demnach muß also Liste 1 genau [
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Beispiel 7.3 a (mit wenigstens je einem Mandat für die Listen 1 bis k–1 , letzte Höchstzahl ist bei Liste 1):  Seien b2 , ... , bk–1 als ganze Zahlen von 1 bis n–h und bk , ... , bm als ganze Zahlen von 0 bis n–h irgendwie gewählt, so daß b2+...+ bm = n–h , und sei eine ganze Zahl c1 irgendwie gewählt ab 
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Beispiel 7.4 (Fall 5 zeigt: wenn p dicht unter 
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 ganz ist, und seien c2 , ... , ck als ganze Zahlen von 1 bis 2 c1 und im Fall m > n+1 auch ck+1 , ... , cm als ganze Zahlen von c1+1 bis 2c1 irgendwie gewählt, so daß c2+...+ cm = 
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 erfüllt, jedoch nicht unbedingt s2 ≥ ... ≥ sm . Die Höchstzahl c1 führt bei Liste 1 auf h Mandate, bei Liste 2 auf [
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] Mandate (falls cm = 2c1 , ist c1 dort auch Höchstzahl und führt auf bm + 1 Mandate, sonst ist es dort keine und führt auf bm Mandate); also für alle Listen zusammen auf n Mandate plus so viele Mandate, wie es Listen gibt, die c1 als Höchstzahl haben; die nächstgrößere Höchstzahl führt daher bei Liste 1 auf h–1 Mandate und für alle Listen zusammen auf n Mandate; sie ist daher die letzte Höchstzahl, die zum Zuge kommt, und das ohne Unentscheidbar. Negativ.

Beim Verfahren von Hare-Niemeyer

Hier bekommt zunächst jede Liste i die Anzahl von [
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n] Mandaten (also hat niemals eine Liste weniger als dies, und das heißt für Liste 1, sie hat nie weniger als [pn] Mandate). Nur in dem seltenen Fall, daß alle 
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n ganzzahlig sind, daß die Sitze also genau im Stimmverhältnis verteilbar sind, werden damit bereits alle Mandate verteilt, sonst fehlen noch Restmandate. Das erste Restmandat geht an diejenige Liste, bei der die Zahl 
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n den größten Nachkomma-Anteil hat (d.h. wo die Zahl ri := 
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[image: image869.wmf]m

2

1

i

s

...

s

s

s

+

+

+

n den zweitgrößten Nachkomma-Anteil hat (d.h. wo ri am zweitgrößten ist), usw. 

Also 0 ≤ ri < 1 , und r := r1+...+rm 
= 
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n] ist die Anzahl der Restmandate; wenn es mehr als 0 Restmandate gibt (fast immer), sind noch mehr als so viele ri größer als 0 . Also hat nie eine Liste mehr Mandate als ] 
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n[+1 , und das heißt für Liste 1, sie hat nie mehr als ]pn[+1 Mandate; sei außerdem rm+1 := –1. 

Sei o.B.d.A. r2 ≥ ... ≥ rm . Im Fall r1 < r2 sei i є {1,...,m–1} diejenige Zahl, für die ri+1 > r1 ≥ ri+2 gilt; im Fall r1 ≥ r2 sei i := 0 (i gibt an, wie viele der Zahlen r2 , ... , rm größer als r1 sind). Ferner sei j є {1,...,m} diejenige Zahl, für die rj ≥ r1 > rj+1 gilt (j gibt an, wie viele der Zahlen r1 , ... , rm größer als r1 oder gleich r1 sind). Es ist i < j , weil r1 selbst gleich mit r1 ist, aber nicht größer als r1 . Ist sogar i+1 < j , so r1 = ri+2 = ... = rj .

r = r1+...+ rj + rj+1+...+ rm ≥ r1+...+ rj ≥ r1+...+ r1 = r1j

r = r2+...+ri+1 + r1+ ri+2+...+ rm ≤ 1+...+1 + r1+ r1+...+ r1 = i+ r1(m–i) ; für i > 0 gilt r < i+ r1(m–i)

r1 = pn – [pn] ; Liste 1 bekommt keines der Restmandate, wenn r ≤ i , aber sie bekommt eines, wenn r ≥ j ; sonst, also wenn i < r < j , ist die Mandatsvergabe nach Hare-Niemeyer unentscheidbar. Drei Möglichkeiten gibt es dann, und das sollte die Wahlordnung des betreffenden Parlamentes entscheiden: entweder Überhangmandate (hat hier nichts mit einem Ausgleich für Wahlkreismandate zu tun), oder Auslosen, oder Stichwahl.

Schauen wir nun zu irgendeiner vorgegebenen ganzen Zahl h von 1 bis n , für welches p die Liste 1 wenigstens h Mandate bekommt, und für welches p sie keine h Mandate bekommt. Für h = 1 heißt das, ob sie überhaupt ins Parlament einzieht.

Sie bekommt bereits ohne die Restmandate wenigstens h Mandate genau dann, wenn [pn] ≥ h , d.h. wenn p ≥ 
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 wohl h Mandate bekommt, und das ist dann genau die Frage, ob sie ein Restmandat bekommt, denn dann hat sie ohne die Restmandate bereits genau h–1 Mandate, so daß r1 = pn–(h–1) = pn–h+1 . Da also h–1 Mandate mindestens ohne die Restmandate schon vergeben sind, gibt es höchstens n–(h–1) = n–h+1 Restmandate. 

Sei k := min{m,n–h+2} ; r = r1+...+ rm ≤ k–1 . Falls 
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 = r1 , r = 1 . Es folgt i = 0 , j = m . Das letzte Mandat ist daher unentscheidbar, es ist das h‑te Mandat für Liste 1, und bei seiner Verlosung beträgt die Chance 
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 (das bedingt m > 2):  
Es liegt nach Fall 5) und 6) nahe, anzunehmen: Für jedes solche p gibt es positive und negative Beispiele, je nachdem, wie sich die restlichen Stimmen auf die anderen Listen verteilen. Solche Beispiele geben wir hier, d.h. für beliebiges p mit 
[image: image940.wmf]n

1

-

h

 + 
[image: image941.wmf]mn

1

 < p < 
[image: image942.wmf]n

h

 – 
[image: image943.wmf]kn

1

 geben wir Beispiele, daß Liste 1 genau h Mandate bekommt, und Beispiele, daß sie genau h–1 Mandate bekommt, aber Beispiele ohne Null-Stimmen-Liste.

Beispiel 7.5 (mit allen denkbaren Mandatsverteilungen für die anderen Listen):  Seien b2 , ... , bm als ganze Zahlen von 0 bis n–h irgendwie gewählt, so daß b2+...+ bm = n–h , und sei eine ganze Zahl s1 irgendwie gewählt 
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Beispiel 7.6 (Fall 5 zeigt: wenn p dicht unter 
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 liegt und Liste 1 dabei kein Restmandat bekommt, dann müssen die Listen 2 bis k jeweils mindestens ein Restmandat haben; für m ≥ n–h+2 heißt das, daß sie jeweils genau ein Restmandat haben und alle anderen keines und auch niemand außer ggf. Liste 1 ein Mandat ohne die Restmandate bekommt, aber für m ≤ n–h+2 heißt das, daß Liste 1 als einzige ohne Restmandat ausgeht): Seien b2 , ... , bm als ganze Zahlen von 0 bis n–h+2–k irgendwie gewählt, so daß b2+...+ bm = n–h+2–k , und sei eine ganze Zahl s1 irgendwie gewählt ab 
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