Bahnen der Himmelskörper nach dem Gravitationsgesetz in Formeln

Die Bahnen der Himmelskörper werden durch das Gravitationsgesetz verursacht, das Isaac Newton 1686 fand, jedoch erst 1797 durch Henry Cavendish mit einer Drehwaage nachgemessen und genauer formuliert wurde: Je zwei Körper, die einander ins Schwerefeld geraten, ziehen sich gegenseitig an, mit der Gravitationskraft 
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 die Gravitationskonstante ist, M die Masse des größeren Körpers, m die Masse des kleineren und s der Abstand der Schwerpunkte beider Körper. Es ist nach diesem Gesetz egal, ob die Körper ihre ganze Masse in ihren Schwerpunkten vereinigt haben oder sie weit ausdehnen, und welche Formen sie haben, sie dürfen nur nicht aneinander stoßen.

Die Gravitationskraft richtet beide Körper genau aufeinander zu. Warum fallen trotzdem die Planeten und ihre Monde nicht auf die Sonne? Wegen ihrer Trägheit. Der Urknall hat ihnen einen Stoß von der Sonne weg gegeben, verbunden mit einem Schwung, den sie nach dem Newtonschen Trägheitssatz auch nach dem Urknall nicht verloren. Ihre Trägheit gab ihnen das Bestreben, in der gleichen Richtung mit gleichbleibender Geschwindigkeit, so wie der Stoß sie ihnen gab, immer weiter geradeaus zu fliegen. Jedoch hindert die Gravitationskraft der Sonne sie daran. Beides zusammen (Gravitation und Trägheit) bewirken, daß die Planeten sich immerfort um die Sonne drehen – nicht umgekehrt, weil die Sonne viel größer und träger ist. Ebenso drehen sich die Monde um die Planeten, die Gravitationskraft zwischen Planet und Mond erzwingt dies. Aber hat es da keinen Einfluß, daß die Planeten sich auch gegenseitig anziehen müssen, die Monde eines großen Planeten sich auch gegenseitig anziehen müssen, und die Sonne auch die Monde anziehen muß? Ein wenig Einfluß hat es schon, aber gering, da diese Kräfte wegen der nur kleinen Masse der Planeten (im Vergleich zur Sonne) viel kleiner sind. Durch diesen kleinen Effekt wurde im 19. Jahrhundert der Neptun erkannt, bevor er durchs Fernrohr gesehen wurde.

Könnte der Schwung auch so groß sein, daß ein Teilstück des Sonnensystems sich immerfort von ihm entfernt, weil die Anziehung der Sonne nicht dagegen genügt? Ja, bei größerem Schwung ab einer gewissen Grenze wäre das der Fall, dies wird unten genauer beschrieben. Vielleicht war es nach dem Urknall der Fall, dann „fehlen“ diese Stücke halt im Sonnensystem. Könnte der Schwung auch so klein sein, daß ein Teilstück des Sonnensystems auf die Sonne fällt? Nach bloßer Berechnung zum Gravitationsgesetz nicht, solange er nicht genau zur Sonne hin oder genau in die Gegenrichtung weist. Die Rechnung ergibt auch bei kleinstem Schwung noch eine Ellipsenbahn, die der Sonne (genauer gesagt ihrem Mittelpunkt) allerdings zwischenzeitlich sehr nahe kommen kann. Stimmen kann dies aber nur so lange, wie der Abstand zum Sonnenmittelpunkt größer als der Radius der Sonne bleibt, sonst kommt es doch zum Aufprall. Vielleicht wurde dadurch die Sonne kurz nach dem Urknall größer – bzw. wurde ein noch glutflüssiger Planet dadurch bald größer. Jedoch waren es nicht bloß Sonderfälle eines besonders günstigen Schwungs, die zu den elliptischen Planeten- und Mondbahnen führten. Eine Kreisbahn wäre ein Sonderfall gewesen, eine Ellipsenbahn ist jedoch durchaus kein Sonderfall, sondern der Normalfall, wenn der Schwung nicht groß genug zum ewigen Davonfliegen ist.

Eigentlich müßte das Gravitationsgesetz dafür sprechen, daß zwei einander anziehende Körper sich beide gegenseitig auf Bahnen zwingen und nicht bloß einer den anderen. Aber bei stark unterschiedlichen Massen kann der schwere Körper den leichten viel stärker „lenken“ als umgekehrt. Wenn die kleinere Masse vernachlässigbar gegenüber der größeren ist, dann können wir bei der Rechnung im Rahmen einer akzeptablen Fehlertoleranz davon ausgehen, daß nur der schwerere Körper den leichteren auf seiner Bahn beeinflußt. Diese Fehlertoleranz macht sich auf der Erde durch Ebbe und Flut bemerkbar: Der Mond zieht das Wasser der Ozeane zu sich hin, und etwas weniger stark zieht er die ganze Erde zu sich hin, wodurch das Wasser auf der anderen Seite der Erde durch dessen Trägheit ein wenig zurückbleibt. Darum gibt es Ebbe und Flut je zweimal am Tag und nicht nur einmal. Und noch mehr hüpft die Erde dank des Mondes ständig auf ihrer Bahn um die Sonne.

Wer die Formelbegründungen in dieser Arbeit nicht vollständig mitlesen möchte, kann sich auf die Ergebnisse konzentrieren, auf die fettgedruckten Formeln – und die Zusammenfassung am Ende.

Um aus dem Gravitationsgesetz die Bahn des kleineren Körpers abzuleiten, beschränken wir uns auf den Fall, daß die kleinere Masse m vernachlässigbar gegenüber der größeren Masse M ist, so daß der größere Körper als ruhend angenommen werden kann. Und wir setzen voraus, daß kein dritter Körper Einfluß hat. Mathematisch kann dann die Position des kleineren Körpers durch einen Richtungspfeil (genannt Vektor) 
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 beschrieben werden, der vom großen Körper aus in Richtung zum kleinen Körper gerichtet ist. Dieser Vektor hat den Betrag s , den Abstand beider Körper. Die Gravitationskraft 
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 wirkt auf den kleinen Körper in Richtung des großen, ist also ein Vektor in genau entgegengesetzter Richtung. Es muß daher möglich sein, das Gravitationsgesetz als Vektorgleichung zu schreiben in der Form  
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  mit einem skalaren, d.h. nicht gerichteten C > 0 ; für den Betrag F der Gravitationskraft muß  F = C s  gelten, und wegen F = 
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 folgt C = 
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 , das Gravitationsgesetz lautet also in Vektorschreibweise: 
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Newton fand 1684 auch die Grundgleichung der Mechanik, nach der 
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 dem kleinen Körper eine Beschleunigung 
[image: image14.wmf]®

a

 = 
[image: image15.wmf]m

1


[image: image16.wmf]®

F

 gibt, also 
[image: image17.wmf]®

a

 = –
[image: image18.wmf]s³

fM


[image: image19.wmf]®

s

 . Und Beschleunigung heißt, daß 
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 als eine Funktion in Abhängigkeit von der Zeit t zu sehen ist, es muß als Funktion 
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(t) geschrieben werden, dann ist die Geschwindigkeit 
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'(t) die Ableitungsfunktion von 
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(t) und weist stets entlang der Bahntangente, und 
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 ist zu schreiben als 
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''(t) , die zweite Ableitung von 
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(t) . Somit stellt die Funktion 
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(t) die Bahnkurve des kleinen Körpers dar und gibt genau an, wann er sich wo befindet, und das Gravitationsgesetz ergibt für diese Funktion die Aussage 
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Dies nennt man eine explizite Differentialgleichung zweiter Ordnung; sie ist nach Erkenntnissen der Mathematik eindeutig lösbar (d.h. die Funktion 
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(t) ergibt sich daraus eindeutig), wenn wir irgendwie beliebig Position und Geschwindigkeit des kleinen Körpers zu einem Anfangszeitpunkt t = t0 vorgeben (zur Lösbarkeit und Eindeutigkeit von Differentialgleichungen siehe z.B. Wolfgang Walter, Gewöhnliche Differentialgleichungen, Julius-Springer-Verlag Karlsruhe 1972, §11, Satz II und III). Demnach können nur 
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(t0) und 
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(t0) sein wie sie wollen, alles weitere folgt daraus; 
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(t0) ist also der ausschlaggebende Anfangsschwung. Eigentlich spielt sich das Ganze im dreidimensionalen Raum ab, aber 
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(t0) und 
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(t0) sind nur zwei Vektoren, müssen also in einer Ebene liegen, und da wir ohne einen dritten Körper sonst keine richtungsbestimmende Größe haben, muß die gesamte Bahn 
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(t) in dieser Ebene verlaufen, es genügt also zweidimensionale Betrachtung. Da wir das Koordinatensystem beliebig legen können, kommt es auf die genauen Richtungen von 
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(t0) und 
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(t0) nicht an, wohl aber auf den Richtungsunterschied zwischen 
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(t0) und 
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(t0), also den Winkel zwischen beiden Richtungen.

Wenn sich 
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(t) also eindeutig ergibt, wie lautet dann seine Formel? Das ist aus dieser Differentialgleichung nicht leicht zu erkennen. Aber Johannes Kepler fand 1609 aus den  Messungen von Tycho Brahe, also ohne theoretische Begründung, daß die Planetenbahnen leicht elliptisch verlaufen, und wie weit die Bahngeschwindigkeit schwankt. Damit wird es gehen.

Ellipsenbahnen

Vorweg ein kleine Ergänzung zur Schulmathematik, die in den Formelsammlungen kaum auftaucht, aber hier benötigt wird, über die trigonometrischen Funktionen (Winkelfunktionen). U.a. lassen sich die sogenannten Dreiecksungleichungen erweitern:

Für zwei relle Zahlen x und y gilt stets 

|sin(x±y)| ≤ |sin x| + |sin y| ,  |sin(x±y)| ≥ |sin x| – |sin y| ,  |cos(x±y)| ≤ |cos x| + |sin y| ,
|sin x ± sin y| ≤ |x ± y| ,  |cos x – cos y| ≤ |x – y| ,
1 – cos x  ≤ 
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x² ,  |sin x – x|  ≤ 
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Beweise hierzu: 

|sin(x±y)| = |sin x cos y ± cos x sin y| ≤ |sin x cos y| + |cos x sin y| ≤ |sin x| + |sin y| ; 
|cos(x±y)| = |cos x cos y – ± sin x sin y| ≤ |cos x cos y| + |sin x sin y| ≤ |cos x| + |sin y| ; 
|sin(x±y)| = |sin(x±y)| + |sin(±y)| – |sin y| ≥ |sin(x±y)cos(±y)| + |cos(x±y)sin(±y)| – |sin y|
≥ |sin(x±y)cos(±y) – cos(x±y)sin(±y)| – |sin y| = |sin(x±y–±y)| – |sin y| = |sin x| – |sin y| ;

|sin x ± sin y| = |2 cos
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|cos x – cos y| = |2 sin
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1 – cos x  = 
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für x² ≤ 5∙6 ist daraus sofort  1 – cos x ≤ 
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x²  ersichtlich, und für x² ≥ 4 folgt es aus 1 – cos x ≤ 2 ;

für x ≥ 0 gilt 0 ≤ x – sin x  = 
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x² + – ...) , für x² ≤ 6∙7 ist daraus sofort  x – sin x ≤ 
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x³  ersichtlich, und für x² ≥ 12 gilt  x – sin x ≤ x + 1≤ 2x ≤ 
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Nikolaus Kopernikus glaubte immer noch an genau kreisförmige Planetenbahnen mit gleichbleibender Geschwindigkeit. Im Rahmen seiner Meßgenauigkeit stimmte eine Kreisbahn noch, jedoch war bereits ersichtlich, daß der Abstand Erde-Sonne im Laufe des Jahres ein wenig schwankt. So meinte Kopernikus, die Sonne stünde halt nicht genau im Mittelpunkt des Bahnkreises, sondern ein wenig daneben. Erst der dänische Astronom Tycho Brahe vollbrachte um 1580, noch ohne Fernrohr, genauere Messungen der Planetenbahnen. Diese beschrieb Johannes Kepler 1609 so:

1.
Die Planeten (einschließlich der Erde) bewegen sich auf Ellipsenbahnen, und die Sonne steht in einem der beiden Brennpunkte der Ellipse (Perihel heißt der Ellipsen-Scheitelpunkt, wo der Planet der Sonne am nächsten kommt, und Aphel heißt der Scheitelpunkt, wo er ihr am fernsten kommt).

2.
Die Verbindungsstrecke Planet-Sonne überstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flächenstücke, so daß der Planet im Perihel am schnellsten und im Aphel am langsamsten ist.

3.
Nimmt man für jeden einzelnen Planeten das Verhältnis aus dem Kubus seiner großen Bahnhalbachse und dem Quadrat seiner Umlaufzeit, dann ist dieser Quotient bei allen Planeten im Sonnensystem gleich. Anders gesagt: Für je zwei Planeten ist das Verhältnis der Kuben ihrer großen Bahnhalbachsen gleich dem Verhältnis der Quadrate ihrer Umlaufzeiten. 

Allerdings konnte Kepler die Entfernungen der Planeten von der Sonne noch nicht wirklich kennen, sondern nur wissen, um wie viel mal der eine Planet weiter als der andere entfernt ist. Die Entfernung von Erde und Sonne konnte erst bei dem Venusdurchgang 1769 ermittelt werden.

Aus den ersten beiden Gesetzen können wir eine Formel für 
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(t) herleiten und dann bestätigen, daß sie die Differentialgleichung erfüllt. Noch eines vorweg: Wir werden im Lauf der Rechnung eine Gleichung der Form  α = x – β sin x , –1 ≤ β ≤ 1 , nach x auflösen müssen. Es geht so:

Die Funktion θ

Für festes β є [–1,1] ist die Funktion   x → x – β sin x   streng monoton wachsend für alle reellen x , weil ihre Ableitung   x → 1 – β cos x   größer als 0 ist, wenn nicht x є {0,π,–π,2π,–2π,...} (anders ausgedrückt, x є {0°,180°,–180°,360°,–360°,...) und β є {–1,1} . Außerdem ist diese Funktion nach oben und unten nicht beschränkt, weil größer oder gleich x – |β| und kleiner oder gleich x + |β| . Sie ist also für alle reellen Zahlen umkehrbar, es gibt zu jedem reellen α genau ein x mit α = x – β sin x . Dies x nennen wir θ (α , β) . Somit ist die Funktion   α → θ (α , β)   genau die Umkehrfunktion zu   x → x – β sin x  .

Unmittelbar ergeben sich folgende Gesetze:

θ (–α , β) = – θ (α , β)

θ (2π ± α , β) = 2π ± θ (α , β)

Zusammen bedeutet das, daß θ nur für 0 ≤ α ≤ π berechnet werden muß, alles andere ergibt sich daraus.

θ (π ± α , β) = π ± θ (α , –β)

Dies bedeutet, daß θ sogar nur für 0 ≤ α ≤ 
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 berechnet werden müßte, für 
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 ≤ α ≤ π ergibt es sich daraus; aber es geht für α > 
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 , wie sich gleich zeigen wird.

θ (x – β sin x , β) = x

θ (α , β) = α + β sin θ (α , β)

Besondere Werte:

θ (kπ , β) = kπ   für jede ganze Zahl k  ;  θ (α , 0) = α  ;  

θ (
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Daher ist für 0 < α < π auch 0 < θ (α , β) < π ,  für π < α < 2π auch π < θ (α , β) < 2π  usw.

Es gibt eine ganze Reihe von Größenabschätzungen:

|θ (α , β)| = |α + β sin θ (α , β)| ≤ |α| + |β sin θ (α , β)| ≤ |α| + |β θ (α , β)|
und somit für |β| < 1 :  |θ (α , β)| ≤ 
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|θ (α , β)| = |α + β sin θ (α , β)| ≥ |α| – |β sin θ (α , β)| ≥ |α| – |β θ (α , β)|
und somit:  |θ (α , β)| ≥ 
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|sin θ (α , β)| = |sin (α + β sin θ (α , β))| ≤ |sin α| + |sin(β sin θ (α , β))| ≤ |sin α| + |β sin θ (α , β)|
und somit für |β| < 1 :  |sin θ (α , β)| ≤ 
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|sin θ (α , β)| = |sin (α + β sin θ (α , β))| ≥ |sin α| – |sin(β sin θ (α , β))| ≥ |sin α| – |β sin θ (α , β)|
und somit:  |sin θ (α , β)| ≥ 
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Wie gut ist α selbst als Näherung für θ (α , β) , d.h., β ersetzen durch 0 ?

|θ (α , β) – α| = |β sin θ (α , β)| ≤ |β| ; der Fehler ist für festes β also um so größer, je größer  |sin θ (α , β)| , d.h. für kleines |β| in etwa, je größer |sin α| ; für  sin θ (α , β) = ±1 ist der Fehler tatsächlich genau |β|.
für |β| < 1 :  |θ (α , β) – α| = |β sin θ (α , β)| ≤ 
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 ; diese Fehlerabschätzung ist für |β| < 
 weniger als der doppelte wahre Fehler, weil für den gilt:  2 |θ (α , β) – α| = 2 |β sin θ (α , β) | ≥ 2
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Jedoch werden in der Praxis, wie wir bald sehen werden, sinθ(α,β) und cosθ(α,β) gebraucht, hingegen θ(α,β) kaum. 
Wie gut ist  cos α  als Näherung für  cos θ (α , β)  ?
Mindestens ebenso gut wie α als Näherung für θ(α,β), weil |cos θ (α , β) – cos α| ≤ |θ (α , β) – α| ≤ 

.

Insgesamt aber nicht besser, denn es bleibt bei dem ungünstigsten Fall, daß der Fehler für |sin α| ≈ 1 etwa bei |β| liegt, weil dann |cosθ(α,β)–cosα| ≈ |θ(α,β)–α| ist; denn die Kosinuskurve verläuft in denjenigen Bereichen annähernd linear mit Steigung ±1, wo die Sinuskurve nahe bei ±1 liegt.

Wie gut ist  sin α  als Näherung für  sin θ (α , β)  ?

Mindestens ebenso gut wie α als Näherung für θ(α,β), weil  |sin θ (α , β) – sin α| ≤ |θ (α , β) – α| ≤ 

.

Tatsächlich teils noch etwas besser und teils erheblich besser, denn die Sinuskurve selbst verläuft in den Bereichen, wo sie nahe bei ±1 liegt, fast waagerecht. Daher ist hier der Fehler für |sinα| ≈ 1 nicht so groß, sondern auch dann besonders klein (Rechnung folgt gleich). Jedoch für |sinα| ≈ |cosα| ≈ 
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 ergibt die Tangente an die Sinuskurve bei α, daß |sinθ(α,β)–sinα| ≈ |(θ(α,β)–α)cosα| ≈ |βsinαcosα| ≈ |β
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| ; für diesen Bereich von α ist also die Fehlerschranke 
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 nur etwa anderthalb mal so groß wie der wirkliche Fehler und damit nicht lohnenswert übertreffbar. Außerdem ist der hier gefundene Fehler für |sinα| ≈ |cosα| ≈ 
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bereits etwa halb so groß wie der Wert, den die Fehlerschranke 
[image: image131.wmf]|

β

|

 

1

|

βsinα

|

-

 für das ungünstigste α annimmt, nämlich 
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 . Hingegen für |cosα| ≈ 1 ist diese Fehlerschranke sehr klein und dabei ziemlich präzise, weil dort die Sinuskurve annähernd linear mit Steigung ±1 verläuft. Eine allgemein formulierbare Fehlerschranke ist daher zwar denkbar, die für den Fall |sin α| ≈ 1 erheblich besser als 
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 ist, aber insgesamt nur unwesentlich besser sein kann. Und das gelingt so:
|sin θ (α , β) – sin α| = |2 cos
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Diese Fehlerschranke entspricht für |cosα| ≈ 1 ungefähr der vorherigen Fehlerschranke 
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, also wenn jene am kleinsten ist, jedoch für |sin α| ≈ 1, wenn jene am größten ist, wird sie (für kleines |β|) erheblich kleiner als jene, weil dann |cosα| besonders klein wird. Verhältnismäßig groß wird die neue Fehlerschranke für |sinα| ≈ |cosα| ≈ 
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, dann ist sie zwar auch kleiner als die vorherige, aber deutlich mehr als halb so groß, und dabei ungefähr 
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 , also ziemlich präzise. 
Wie gut ist   α + β sin α   als Näherung für θ (α , β)  (es ist allemal als Näherung zulässig, denn z.B. für 0 < α < π  ist auch  0 < α + β sin α < π  wegen  0 < α – sin α < α + β sin α < α + sin α = α + sin(π–α) < α + π–α = π)  ?
|θ (α , β) – α – β sin α| = |β sin θ (α , β) – β sin α| = |β| ∙ |sin θ (α , β) – sin α|

Der Fehler hierbei ist also genau der eben untersuchte Fehler für die Näherung von sinθ(α,β) durch sinα, versehen mit dem Verkleinerungsfaktor |β|, der für kleines |β| einen sehr kleinen Fehler bedeutet. Die Ergebnisse sind also direkt übertragbar:

|θ (α , β) – α – β sin α| ≤ |β (θ (α , β) – α)| = |β² sin θ (α , β)| ≤ β² ;

für |β| < 1 :  |θ (α , β) – α – β sin α| ≤ |β² sin θ (α , β)| ≤ 
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 , und |θ (α , β) – α – β sin α| ≤ (|cos α| +
), was wie gesagt für den günstigsten Fall, |cosα| ≈ 1, nicht besser ist, für den ungünstigen Fall |sinα| ≈ |cosα| ≈ 
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 etwas besser, und für den Fall |sinα| ≈ 1 wesentlich besser, so daß dieser Fall doch nicht der ungünstigste ist, und somit insgesamt etwas besser.
Wie gut ist   cos (α + β sin α)   als Näherung für  cos θ (α , β)  ?

Mindestens ebenso gut wie α+βsinα  als Näherung für θ(α,β) , weil  |cos θ (α , β) – cos (α + β sin α)| ≤ |θ (α , β) – (α + β sin α)| ≤ β² ,  ≤ 

 ,  ≤ (|cos α| +
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Aber nicht nennenswert besser, denn die Kosinuskurve verläuft nur in denjenigen Bereichen flach, wo die Sinuskurve sich null nähert und daher diese Abschätzungen schon besonders klein sind; hingegen in denjenigen Bereichen annähernd linear mit Steigung ±1, wo die Sinuskurve nahe bei ±1 liegt, und daher ist der Fehler gerade dann etwa so groß wie bei α+βsinα  als Näherung für θ(α,β) , wenn der Fehlerfaktor 
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 am größten wird: er beträgt dann, d.h. für |sinα| ≈ 1, |cosθ(α,β)–cos(α+βsinα)| ≈ |(θ(α,β)–α–βsinα)| = |β(sinθ(α,β)–sinα)| , was wegen der flachen Sinuskurve in diesen Bereichen erheblich kleiner als  β² ist, so daß hier die Fehlerabschätzung 
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) gut, weil es zwar auch noch grob sein kann, jedoch hier trotz des maximalen Faktors 
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 viel kleiner als in den meisten anderen Bereichen für α ist, weil |cos α| minimal wird. Und für |sinα| ≈ |cosα| ≈ 
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 ergibt die Tangente an die Kosinuskurve bei α+βsinα, daß |cosθ(α,β)–cos(α+βsinα)| ≈ |(θ(α,β)–α–βsinα)sin(α+βsinα)| = |β(sinθ(α,β)–sinα)sin(α+βsinα)| ≈ |β
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; für diesen relativ fehlerbehafteten Bereich von α ist also die Fehlerschranke 
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 nur etwa doppelt so groß wie der wirkliche Fehler, die Fehlerschranke (|cos α| +
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) nur etwa anderthalb mal so groß wie der wirkliche Fehler und damit nicht lohnenswert übertreffbar. Außerdem ist der hier gefundene Fehler für |sinα| ≈ |cosα| ≈ 
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bereits mehr als ein Drittel so groß wie der Wert, den die Fehlerschranke 
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 für das ungünstigste α annimmt, nämlich 
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 . Hingegen für |cosα| ≈ 1 sind beide Fehlerschranken sehr klein, weil |sinα| sehr klein ist. Eine ernsthaft bessere Fehlerabschätzung ist also nicht mehr möglich.
Wie gut ist  sin (α + β sin α)  als Näherung für  sin θ (α , β)  ?

Mindestens ebenso gut wie α+βsinα  als Näherung für θ(α,β) , weil  |sin θ (α , β) – sin (α + β sin α)| ≤ |θ (α , β) – (α + β sin α)| ≤ β² ,  ≤ 

 ,  ≤ (|cos α| +
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Tatsächlich teils noch etwas besser und teils erheblich besser, denn die Sinuskurve selbst verläuft in den Bereichen, wo sie nahe bei ±1 liegt, fast waagerecht, so daß der erste Teil dieser Abschätzung sehr groß ist und der Faktor (|cos α| +
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) sogar quadriert werden könnte. Der Aufwand lohnt sich aber kaum, da dieser Faktor in diesen Bereichen ohnehin schon kleiner als anderswo ist. Und für |sinα| ≈ |cosα| ≈  ergibt die Tangente an die Sinuskurve bei α+βsinα, daß |sinθ(α,β)–sin(α+βsinα)| ≈ |(θ(α,β)–α–βsinα)cos(α+βsinα)| = |β(sinθ(α,β)–sinα)cos(α+βsinα)| ≈ |β
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 ; für diesen Bereich von α ist also die Fehlerschranke 
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 nur etwa doppelt so groß wie der wirkliche Fehler, die Fehlerschranke (|cos α| +
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) nur etwa anderthalb mal so groß wie der wirkliche Fehler und damit nicht lohnenswert übertreffbar. Außerdem ist der hier gefundene Fehler für |sinα| ≈ |cosα| ≈ 
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bereits mehr als ein Drittel so groß wie der Wert, den die Fehlerschranke 
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 für das ungünstigste α annimmt, nämlich 
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 . Hingegen für |cosα| ≈ 1 ist diese Fehlerschranke sehr klein und dabei ziemlich präzise, weil dort die Sinuskurve annähernd linear mit Steigung ±1 verläuft. Eine ernsthaft bessere Fehlerabschätzung ist also nicht mehr möglich.
Falls das alles nicht genügen sollte: wie ist die Funktion θ beliebig genau auszurechnen?
Da die Funktion   x → x – β sin x   überall differenzierbar ist und ihre Ableitung nur für   x є {0, π, –π, 2π, –2π, ...} den Wert 0 annehmen kann, und das nur im Fall β є {–1,1} , daher ist die Funktion α → θ (α , β) im Fall β є ]–1,1[ differenzierbar für alle α , und im Fall β є {–1,1} differenzierbar für alle α mit Ausnahme von  α є {0, π, –π, 2π, –2π, ...}, und es gilt gemäß der Regel f–1'(y) = 
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θ (α , β) läßt sich numerisch berechnen, indem wir die üblichen Nullstellen-Verfahren, z.B. Newton-Verfahren, auf die Gleichung   f(x) = x – β sin x – α = 0   anwenden (jedoch eignen sich die beiden bekannten Näherungen α und α+βsinα nicht gut als Startwerte, und die ersten Zwischenwerte bei geeigneten Startwerten eignen sich auch nicht so gut für Näherungsformeln, wie sich α und α+βsinα dafür eignen). Das Newton-Verfahren bedeutet, es ist ein Startwert x0 zu wählen und dann folgendes zu berechnen: 

x1 := x0 – 
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xn+1 := xn – 
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  für jede natürliche Zahl n einschließlich 0 . Welches x0 ist zu wählen, damit das Newton-Verfahren klappt? Es ist f(0) = – α , f(α) = – β sin α , f(π) = π – α , also im Fall 0 < α < π ist f(0) < 0 und f(π) > 0 und f(α) vom unterschiedlichen Vorzeichen zu β , so daß das gesuchte x für β > 0 zwischen α und π liegen muß, für β < 0 zwischen 0 und α ;  f '(x) = 1 – β cos x ≤ 0  ist in [α,π] bzw. in [0,α] ohne Nullstelle;  f ''(x) = β sin x ist in ganz [0,π] ohne Vorzeichenwechsel. Nach Satz 1 aus meiner Arbeit zum  Newton-Verfahren (auch auf dieser Weltnetzseite) konvergieren die xn gegen θ (α , β) , und zwar für β > 0 mit Startwert x0 := π , und für β < 0 mit Startwert x0 := 0 ; jedoch eignet sich α nicht gut als Startwert. In beiden Fällen kann α für das in Satz 1 genannte d genommen werden, da f' keinen Vorzeichenwechsel hat und keine Nullstelle bei  α oder beim Startwert hat. Es gilt demnach für β > 0 die Fehlerschranke 

| xn – θ (α , β)| ≤ (π– α)(1–
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und für β < 0 die Fehlerschranke 

| xn – θ (α , β)| ≤ α(1–
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Was die bessere Fehlerschranke im Nachsatz zu Satz 2 betrifft: Es ist max |f ''| ≤ |β| , und 
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 ist, gilt im Weiteren die Fehlerschranke 

| xn – θ (α , β)| ≤ |
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Zudem findet sich nach Berechnung der Iterierten gemäß Satz 1 die Nachhinein-Fehlerschranke 

| xn – θ (α , β)| ≤ |
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Später werden wir für 0 ≤ β < 1 Näherungen für 
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 brauchen können. Es ist zu beachten, daß  
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 = 1 . Es gibt daher für diejenige ganze Zahl k mit 2kπ ≤ α < 2(k+1)π stets ein eindeutiges δ є [2kπ , 2(k+1)π[ , so dass cos δ = 
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 für jede ganze Zahl k. Ist α ein Vielfaches von π, so ist δ = α . Besonders ist der Fehler interessant, den die Näherungen bei δ erzeugen, d.h. die Differenz zwischen dem richtigen δ und dem Ersatz-δ, das man erhält, wenn man 
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 durch ihre Näherungen ersetzt. Für die Arbeit zum Stand der Sonne werden Näherungen mit Fehlerabschätzungen für δ gebraucht.
Wie gut ist  cos α  als Näherung für 
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, d.h., β ersetzen durch 0 ; somit α als Näherung für δ ?
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Rechentests zeigen für β = 0,016709, daß der wahre Fehler fast so groß wie diese Fehlerschranke ist.
|
[image: image464.wmf])

,

(

cos

 

 

-

 

1

-

 

)

,

(

cos

b

a

q

b

b

b

a

q

 – cos(α+
[image: image465.wmf]a

b

a

b

cos

 

 

-

 

1

sin

 

2

)| = | cosδ – cos(α+
[image: image466.wmf]a

b

a

b

cos

 

 

-

 

1

sin

 

2

) |  ≤  | δ – α – 
[image: image467.wmf]a

b

a

b

cos

 

 

-

 

1

sin

 

2

| ,
|
[image: image468.wmf])

,

(

cos

 

 

-

 

1

)

,

(

sin

 

²

-

1

b

a

q

b

b

a

q

b

 – sin(α+
[image: image469.wmf]a

b

a

b

cos

 

 

-

 

1

sin

 

2

)| = | sinδ – sin(α+
[image: image470.wmf]a

b

a

b

cos

 

 

-

 

1

sin

 

2

) |  ≤  | δ – α – 
[image: image471.wmf]a

b

a

b

cos

 

 

-

 

1

sin

 

2

| .
Formeln für die Ellipsenbahnen

Nach dem 1. Keplerschen Gesetz ergibt sich folgendes Bild für die Planetenbahn:

[image: image472.jpg]Position zur Zeit t = T/2 Position zum Zeitpunkt t = 0





Die kleine Halbachse der Ellipse heißt hier b, die große Halbachse der Ellipse heißt hier c (weil a als Symbol für die Beschleunigung steht), der Abstand von Brennpunkt und Mittelpunkt heißt hier e (es ist 0 ≤ e < c , 0 < b ≤ c), und wie gesagt steht die Sonne in einem der beiden Brennpunkte, im Punkt (–e ; 0) . Die beiden Ellipsenachsen dienen zusammen als Koordinatensystem, dessen Nullpunkt liegt also im Mittelpunkt der Ellipse. 

Die Ellipsenform ist in Wirklichkeit nicht so länglich wie hier dargestellt, sondern ähnelt stark einem Kreis, wenn e zwar klein, aber selbst wenn e noch deutlich bemerkbar ist; denn es ist

(
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Zum Zeitpunkt t = 0 steht der Planet im Perihel, also x(0) = c und y(0) = 0 ; zum Teitpunkt t = 
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 im Aphel, wobei T die Umlaufdauer des Planeten ist, also x(
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) = –c und y(
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) = 0; und zu einem beliebigen Zeitpunkt t , der dazwischen liegt, hat er seit dem Zeitpunkt 0 die gelbe Fläche überstrichen. Der Vektor 
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(t) ist nicht auf den Mittelpunkt der Ellipse als Ausgangspunkt bezogen, sondern auf die Sonne, daher ist 
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(t) = (x(t)+e ; y(t)) , insbesondere 
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Es gilt e² = c² – b² , und die Ellipsenform hat die Gleichung 
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 = 1 .

Nach dem 2. Keplerschen Gesetz gibt es eine von t unabhängige Konstante C mit A(t) = C t , wobei A(t) die gelb markierte Fläche ist.  A(T) = π b c  ist die gesamte Fläche der Ellipse, also π b c = C T, C = 
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 , A(t) = π b c
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Welcher Zusammenhang besteht zwischen A(t) und 
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(t) ? A(t) und das gestrichelte weiße Dreieck (letzteres muß im Fall x(t) > e mit negativem Flächeninhalt gesehen werden) ergeben für 0 ≤ t ≤ 
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Stammfunktion (rückwärtige Ableitung) zu  
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Substituiere w(t) := arccos
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Nach obiger Definiton der Funktion θ gilt offensichtlich w(t) = θ (2π
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Die beschleunigende Kraft ist die Zentralkraft


[image: image619.wmf]®

F

(t) = p 
[image: image620.wmf]®

a

(t) 
(p ist die Masse des Planeten)

Diese muß mit der Gravitationskraft übereinstimmen, sonst würde das Gravitationsgesetz den Keplerschen Gesetzen widersprichen. Nachrechnen:
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Andererseits nach dem oben beschriebenen Gravitationsgesetz und der oben beschriebenen Differentialgleichung:
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(M ist die Masse der Sonne)

Dies alles muß zusammenpassen, d.h. fM = 4π²
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[image: image644.wmf]fM

c³

; damit kann T in den Formeln ersetzt werden:


[image: image645.wmf]®

s

(t) = (c cos θ (t
[image: image646.wmf]c³

fM

, 
[image: image647.wmf]c

e

) – e ; b sin θ (t
[image: image648.wmf]c³

fM

, 
[image: image649.wmf]c

e

))


[image: image650.wmf]®

v

(t) = (–
[image: image651.wmf]c

fM



 EMBED Equation.3  [image: image652.wmf])

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

c

)

c

e

,

c³

fM

(t

sin

 

c

q

q

 ; 
[image: image653.wmf]c

fM



 EMBED Equation.3  [image: image654.wmf])

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

c

)

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

b

q

q

)

s(t) = c – e cos θ (t
[image: image655.wmf]c³

fM

, 
[image: image656.wmf]c

e

)

Nun zu  arg 
[image: image657.wmf]®

s

(t) , dem Winkel von 
[image: image658.wmf]®

s

(t) gegen die waagerechte Achse. Normalerweise ist die Bezeichnung „arg“ für einen zweidimensionalen Vektor so festgelegt, daß es stets mindestens 0 ergibt, aber weniger als 2π ; hier ist es jedoch sinnvoller, für t < 0 eine negative Zahl darunter zu verstehen, und für t ≥ T eine Zahl ab 2π , für t ≥ 2T sogar ab 4π usw. Sein Kosinus ergibt sich durch das Vektoren-Skalarprodukt von 
[image: image659.wmf]®

s

(t) und dem waagerechten Vektor (e ; 0) :

cos arg 
[image: image660.wmf]®

s

(t) = 
[image: image661.wmf]e

 

·

 

s(t)

(e;0)

 

·

 

(t)

s

®

 = 
[image: image662.wmf]s(t)

e

-

x(t)

 = 
[image: image663.wmf])

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

c

e

-

 

)

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

c

q

q

 = 
[image: image664.wmf])

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

c

e

  

-

 

1

c

e

  

-

 

)

c

e

,

c³

fM

(t

cos

q

q


Für 0 ≤ t ≤ 
[image: image665.wmf]2

T

 ist 0 ≤ arg 
[image: image666.wmf]®

s

(t) ≤ π , also  arg 
[image: image667.wmf]®

s

(t) = arccos
[image: image668.wmf])

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

c

e

-

 

)

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

c

q

q

 ;  

für 
[image: image669.wmf]2

T

 ≤ t ≤ T ist π ≤ arg 
[image: image670.wmf]®

s

(t) ≤ 2π , also  arg 
[image: image671.wmf]®

s

(t) = 2π – arccos
[image: image672.wmf])

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

c

e

-

 

)

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

c

q

q

 ;
arg 
[image: image673.wmf]®

s

(0) = 0 ,  arg 
[image: image674.wmf]®

s

(
[image: image675.wmf]2

π

T

(arccos
[image: image676.wmf]c

e

– 
[image: image677.wmf]c

e



 EMBED Equation.3  [image: image678.wmf]²

)

c

e

(

-

1

)) = 
[image: image679.wmf]2

π

 ,  arg 
[image: image680.wmf]®

s

(
[image: image681.wmf]2

T

) = π (d.h.180°) ,  
arg 
[image: image682.wmf]®

s

(T – 
[image: image683.wmf]2

π

T

(arccos
[image: image684.wmf]c

e

– 
[image: image685.wmf]c

e



 EMBED Equation.3  [image: image686.wmf]²

)

c

e

(

-

1

)) = 
[image: image687.wmf]2

3

π

 ,  arg 
[image: image688.wmf]®

s

(T) = 2π (d.h. 360°)

Die Formel für arg [image: image690.png]


(t) läßt sich auch über den Sinus ausdrücken, aber etwas schwieriger; außerdem wäre beim Umformen zum Arkussinus darauf zu achten, ob cosθ(t
[image: image691.wmf]c³

fM

,
[image: image692.wmf]c

e

) größer oder kleiner als 
[image: image693.wmf]c

e

 ist; denn für cosθ(t
[image: image694.wmf]c³

fM

,
[image: image695.wmf]c

e

) < 
[image: image696.wmf]c

e

  ist  cos arg 
[image: image697.wmf]®

s

(t) < 0 ,  somit  arg 
[image: image698.wmf]®

s

(t) > 
[image: image699.wmf]2

π

 .  Für die späteren Näherungsformeln ist diese Sinus-Formel aber von Bedeutung.
sin² arg [image: image701.png]


(t) = 1 – (
[image: image702.wmf])

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

c

)

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

c

-

e

q

q

) ² = 
[image: image703.wmf]²

 

))

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

(c

²

 

))

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

c

-

(e

 

-

 

²

 

))

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

(c

q

q

q

 = 
[image: image704.wmf]²

 

))

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

(c

)

c

e

,

c³

fM

(t

cos²

 

c²)

-

(e²

 

 

e²

 

-

c²

q

q

+

 = 
[image: image705.wmf]²

 

))

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

(c

))

c

e

,

c³

fM

(t

cos²

 

-

(1

 

e²)

 

-

(c²

q

q

 = 
[image: image706.wmf]²

 

))

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

(c

)

c

e

,

c³

fM

(t

sin²

 

b²

q

q

; wenn arg [image: image708.png]


(t) zwischen 0 und π liegt, so auch θ (2π[image: image710.png]


 , [image: image712.png]


) ; wenn arg [image: image714.png]


(t) zwischen π und 2π liegt, so auch θ (2π[image: image716.png]


 , [image: image718.png]


) ; usw. ; daher gilt stets

sin arg [image: image720.png]


(t) = 
[image: image721.wmf])

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

c

)

c

e

,

c³

fM

(t

sin

 

b

q

q

 = 
[image: image722.wmf])

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

c

e

  

-

 

1

)

c

e

,

c³

fM

(t

sin

 

c

b

q

q

 = 
[image: image723.wmf])

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

c

e

  

-

 

1

)

c

e

,

c³

fM

(t

sin

 

)²

c

e

(

1

q

q

-


Für v(t) , den Betrag von 
[image: image724.wmf]®

v

(t) , ergibt sich

(v(t))² = (
[image: image725.wmf]c

fM


[image: image726.wmf])

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

c

)

c

e

,

c³

fM

(t

sin

 

c

q

q

) ² + (
[image: image727.wmf]c

fM


[image: image728.wmf])

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

c

)

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

b

q

q

) ² 
= 
[image: image729.wmf]c

fM


[image: image730.wmf]))²

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

(c

)

c

e

,

c³

fM

(t

b²cos²

)

c

e

,

c³

fM

(t

c²sin²

q

q

q

+

 = 
[image: image731.wmf]c

fM


[image: image732.wmf]))²

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

(c

)

c

e

,

c³

fM

(t

e²)cos²

-

c²

(

)

c

e

,

c³

fM

(t

c²sin²

q

q

q

+

 
= 
[image: image733.wmf]c

fM


[image: image734.wmf]))²

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

(c

)

c

e

,

c³

fM

(t

e²cos²

-

c²

q

q

 = 
[image: image735.wmf]c

fM


[image: image736.wmf]))²

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

(c

))

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

-

(c

 

))

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

(c

q

q

q

+

 = 
[image: image737.wmf]c

fM


[image: image738.wmf])

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

c

)

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

c

q

q

+

 
v(t) = 
[image: image739.wmf])

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

 

-

 

c

)

c

e

,

c³

fM

(t

cos

 

e

c

c

fM

q

q

+


Maximalgeschwindigkeit: v(0) = 
[image: image740.wmf]e

 

-

 

c

e

c

c

fM

+

 ; Minimalgeschwindigkeit: v(
[image: image741.wmf]2

T

) = 
[image: image742.wmf]e

 

 

c

e

c

c

fM

+

-


Interessant ist noch der Zwischenwinkel zwischen 
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für s > c . Dies wird wichtig sein, um für die eingangs vorgestellte Differentialgleichung zu entscheiden, in welchen Fällen die Ellipsenbahn bzw. ihr Grenzfall als Lösung zutrifft, in welchen Fällen also das Gravitationsgesetz zu einer solchen Bahn führt.
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Man kann nun gegen dies alles einwenden, daß die Planeten nicht nur von der Sonne angezogen werden, sondern sich auch gegenseitig anziehen müssen, sich also gegenseitig auf der Ellipsenbahn um die Sonne stören müssen. Das stimmt in ganz geringem Maß, denn die Anziehungskraft untereinander ist sehr klein im Vergleich zur Anziehungskraft der Sonne, weil die Sonne eine so viel größere Masse hat. Dieser Fehler ist so gering, daß ihn Tycho Brahe und Johannes Kepler noch gar nicht erkennen konnten. Erst spätere Messungen mit Fernrohren machten dies möglich. Im 19. Jahrhundert wurde sogar entdeckt, daß diese Bahnstörungen nicht ganz der Gravitation der bis dahin bekannten Planeten entsprechen. Urbain Le Verrier schloß 1845, daß es hinter dem Uranus noch einen weiteren Planeten gibt, und in welcher Entfernung er sich befindet.

Wegen der gegenseitigen Anziehung der Planeten ist es auch nicht verwunderlich, daß alle Planeten ihre Bahnen nahezu in einer gemeinsamen Ebene haben; die Erd-Bahnebene nennt man Ekliptik.

Wenn es aber im Sonnensystem auch einen Flugkörper gibt mit einer Geschwindigkeit v ≥ 
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 ? Dann wird dieser offenbar nicht eine Ellipse oder einen Kreis um die Sonne beschreiben, sondern sich wahrscheinlich mit der Zeit immer mehr von der Sonne entfernen. Da Ellipsen Kegelschnitte sind, können wir annehmen, daß sich auch hier Kegelschnitte als Flugbahnen ergeben, also vermutlich Hyperbeln für v > 
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 . Nun ist  anzunehmen, daß auch hier die Sonne im Brennpunkt steht, und daß auch hier das zweite Keplersche Gesetz gilt. Die Bewegung ist damit ausreichend beschrieben, um auch hier eine Formel für 
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(t) herzuleiten, die sich dann überprüfen läßt, ob sie die Differentialgleichung erfüllt; wenn ja, dann bestätigt dies die Annahmen.

Näherungsformeln für die Ellipsenbahnen

Die Formeln aus dem vorigen Kapitel sind nützlich für Bahnberechnungen der Planeten (und Monde), meistens besser in der Schreibweise mit  2π
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  ersetzt wird; das oben definierte δ ist offensichtlich arg [image: image881.png]


(t) ,  α ist 2π
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 in guter Näherung (für die Erdbahn) mit 1 gleichgesetzt und e ansonsten in den Formeln beibehalten wird, dann ist die Ellipsenbahn durch eine gleichförmige Kreisbahn mit der Sonne nicht im Kreismittelpunkt ersetzt, sondern mit der Sonne im Abstand e vom Kreismittelpunkt, so wie es Kopernikus sah. Die Kreisbahn ist zwar eine sehr gute Näherung, die gleichförmige Geschwindigkeit jedoch nicht; das wäre auch daran zu erkennen, um wie viele Tage das Sommerhalbjahr im nördlichen Teil der Erde länger als das Winterhalbjahr ist. Wird das Ganze stattdessen möglichst einfach gemacht und e schlichtweg durch 0 ersetzt, dann ist die Ellipsenbahn durch eine gleichförmige Kreisbahn mit der Sonne im Kreismittelpunkt ersetzt, somit arg 
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 gleichgesetzt. Die Bahn selbst ist dadurch merklich ungenauer beschrieben, als wenn man die Sonne im Abstand e vom Kreismittelpunkt sieht, aber die Bahngeschwindigkeit ist in beiden Varianten gleichermaßen verkehrt, und darum hat die einfachere Variante ihren Fehler für  cos arg 
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Für die Arbeit zum Stand der Sonne werden Näherungen mit Fehlerabschätzungen für arg 
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Wie weit unterscheidet sich  arg 
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Diese Näherungen beruhen auf dem Prinzip, θ (2π[image: image962.png]
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 zu ersetzen und dabei den Fehler zu kalkulieren. Genauer wäre  2π[image: image968.png]
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 , und wir könnten versuchen, arg [image: image974.png]


(t) auf ähnliche Weise damit viel genauer zu nähern. Für die Bahn der Erde um die Sonne würde dies jedoch auf die Schwierigkeit stoßen, daß alle hier aufgestellten Berechnungen sich nicht auf die genaue Position des Erdmittelpunktes beziehen, sondern auf die genaue Position des gemeinsamen Schwerpunktes von Erde und Mond, der von ihm etwa 4670 km entfernt liegt, und dies macht für arg [image: image976.png]


(t) wegen der Entfernung der Sonne einen Unterschied bis zu [image: image978.png]2670
149600000



 = 0,0000312 . Das ist nur etwa ein Drittel der hier soeben aufgestellten Fehlerschranke, wäre jedoch nicht unbedeutend, wenn wir eine merklich kleinere Fehlerschranke hätten.
Hyperbelbahnen

Nehmen wir eine Hyperbelbahn für einen Flugkörper im Sonnensystem an. Eines vorweg: Wir werden im Lauf der Rechnung eine Gleichung der Form  α = β sinh x – x , β ≥ 1 , nach x auflösen müssen. Aber wir stellen ab hier keine Näherungsformeln mehr auf (nur Grenzwerte), weil es sich nicht lohnt, da die Hyperbelbahn (wie die weiteren Bahnen) nicht periodisch ist, sondern sich höchstens einmal dem Zentralgestirn nähert und sich unbegrenzt weit von ihm entfernt. Diese Auflösung nach x geht so:

Die Funktion Φ

Für festes β ≥ 1 ist die Funktion   x → β sinh x – x   streng monoton wachsend für alle reellen x , weil ihre Ableitung   x → β cosh x – 1   größer als 0 für x ≠ 0 oder β > 1 ist. Außerdem ist diese Funktion nach oben und nach unten nicht beschränkt, weil asymptotisch zur Exponentialfunktion. Sie ist also für alle reellen Zahlen umkehrbar, es gibt zu jedem reellen α genau ein x mit 

α = β sinh x – x  . Dieses x nennen wir Φ (α , β) . Somit ist die Funktion   α → Φ (α , β)   genau die Umkehrfunktion zu   x → β sinh x – x  .

Unmittelbar ergeben sich ein Gesetz: Φ (–α , β) = – Φ (α , β)

Das bedeutet, daß Φ nur für α ≥ 0 berechnet werden muß, α < 0 ergibt sich daraus.

Φ (α , β) > 0 für α > 0 , Φ (α , β) < 0 für α < 0   ;   Φ (β sinh x – x , β) = x

α = β sinh Φ (α , β) – Φ (α , β)
< β sinh Φ (α , β) für α > 0 , also Φ (α , β) > arsinh
[image: image979.wmf]β

α

 für α > 0

> β sinh Φ (α , β) – sinh Φ (α , β) , also Φ (α , β) < arsinh
[image: image980.wmf]1

-

β

α


Besonderer Wert ist nur: Φ (0 , β) = 0

Da die Funktion   x → β sinh x – x   überall differenzierbar ist und ihre Ableitung nur für x = 0 den Wert 0 annehmen kann, und das nur im Fall β = 1 , daher ist die Funktion α → Φ (α , β) im Fall β > 1 differenzierbar für alle α , und im Fall β = 1 differenzierbar für alle α mit Ausnahme von α = 0, und es gilt gemäß der Regel f–1'(y) = 
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Φ (α , β) läßt sich numerisch berechnen, indem wir die üblichen Nullstellen-Verfahren, z.B. Newton-Verfahren, auf die Gleichung   f(x) = β sinh x – x – α = 0   anwenden. Das Newton-Verfahren bedeutet, es ist ein Startwert x0 zu wählen und dann folgendes zu berechnen: 

x1 := x0 – 
[image: image984.wmf])

(x

f'

)

f(x

0

0

 , x2 := x1 – 
[image: image985.wmf])

(x

f'

)

f(x

1

1

 usw., allgemein 

xn+1 := xn – 
[image: image986.wmf])

(x

f'

)

f(x

n

n

 = xn – 
[image: image987.wmf]1

-

cosh x

 

β

α

x

-

sinh x

 

β

n

n

n

-

 = 
[image: image988.wmf]1

-

cosh x

 

β

α

sinh x

 

β

-

cosh x

 

β

x

n

n

n

n

+

 für jede natürliche Zahl n einschließlich 0 . Welches x0 ist für α > 0 zu wählen, damit das Newton-Verfahren klappt?  f(0) = – α < 0 , und wegen sinh x > x + 
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 liegen; f '(x) = β cosh x – 1 ≥ 0  ist für β > 1 ohne Nullstelle, und für β = 1 nur bei x = 0 ; f ''(x) = β sinh x  hat nur bei x = 0 einen Vorzeichenwechsel, und zwar unabhängig von β . Nach Satz 1 aus meiner Arbeit zum  Newton-Verfahren (auch auf dieser Weltnetzseite) konvergieren die xn gegen Φ (α , β) mit jedem Startwert x0 ≥ 
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 . Für β > 1 kann 0 für das in Satz 1 genannte d genommen werden, da f ' keinen Vorzeichenwechsel und keine Nullstelle hat, jedoch ergibt es eine schlechte Fehlerabschätzung, wenn β dicht bei 1 liegt. Wenden wir einmal (auch für β = 1) die in Satz 1 beschriebene Regula falsi für d0 = 0 an, ergibt sich d1 = 
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  als ein mögliches d, weil d1 > 0 und somit f '(d1) > 0 . Es gilt demnach die Fehlerschranke 

| xn – Φ (α , β)| ≤ (x0– d1)(1–
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Was die bessere Fehlerschranke im Nachsatz zu Satz 2 betrifft: Wegen der Monotonie von f '' ist für B der Wert  β sinh xm  zu nehmen  , und 
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Zudem findet sich nach Berechnung der Iterierten gemäß Satz 1 die Nachhinein-Fehlerschranke 

| xn – Φ (α , β)| ≤ |
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Formeln für die Hyperbelbahnen
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Die Stelle auf der x-Achse, wo die Hyperbel sie schneidet, heißt hier c (weil a als Symbol für die Beschleunigung steht), die obere diagonale Gerade hat bei x = c den Wert y = b, der Abstand von Brennpunkt und Diagonalenschnittpunkt heißt hier e (es ist e > c > 0, b > 0), und wie gesagt steht die Sonne in einem der beiden Brennpunkte, im Punkt (e ; 0) . Der Diagonalenschnittpunkt dient als Nullpunkt des Koordinatensystems, die Gerade durch die Brennpunkte dient als x-Achse.

Zum Zeitpunkt t = 0 steht der Flugkörper im Perihel, also x(0) = c und y(0) = 0 ; und zu einem beliebigen späteren Zeitpunkt t hat er seit dem Zeitpunkt 0 die gelbe Fläche überstrichen; t ist nach oben unbegrenzt, und mit wachsendem t wächst die gelbe Fläche kontinuierlich und unbegrenzt,  der Flugkörper entfernt sich unbegrenzt immer weiter von der Sonne; einen Aphel und eine Umlaufdauer gibt es also nicht. Der Zeitraum vor t = 0 , also mit negativem t , verlief symmetrisch dazu. Der Vektor 
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(t) ist nicht auf den Diagonalenschnittpunkt als Ausgangspunkt bezogen, sondern auf die Sonne, daher  
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Es gilt e² = c² + b² , und die Hyperbelform hat die Gleichung 
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Das 2. Keplersche Gesetz unterstellt, gibt es eine von t unabhängige Konstante C mit A(t) = C t , wobei A(t) die gelb markierte Fläche ist.

Welcher Zusammenhang besteht zwischen A(t) und 
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(t) ? A(t) und das gestrichelte weiße Dreieck (letzteres muß im Fall x(t) < e mit negativem Flächeninhalt gesehen werden) ergeben für 0 ≤ t offenbar zusammen das Integral der oberen Hyperbelkurve von x = c bis zu x = x(t) :
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Substituiere w(t) := arcosh
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C t = A(t) = 
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Nach obiger Definiton der Funktion Φ gilt offensichtlich w(t) = Φ (
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In dieser Rechnung wurde 0 ≤ t vorausgesetzt; aus Symmetriegründen gilt das Ergebnis für alle t , somit
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Dies ist keine periodische Funktion wie bei den Ellipsen, sondern eine asymptotische:

Wegen 
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Weil s(t) für 0 ≤ t streng monoton wächst, so können wir auch s auf dem Weg vom sonnennächsten Punkt in Richtung Unendlichkeit als einen unabhängigen veränderlichen Parameter ansehen und somit t und v als Funktionen von s auffassen:
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, wie erwartet. Dies wird wichtig sein, um für die eingangs vorgestellte Differentialgleichung zu entscheiden, in welchen Fällen die Hyperbelbahn bzw. ihr Grenzfall als Lösung zutrifft, in welchen Fällen also das Gravitationsgesetz zu einer solchen Bahn führt.
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Parabelbahnen

Formeln für die Parabelbahnen

[image: image1353.jpg]\ Sonne x(t)

Position zum Zeitpunkt t = 0





Der Abstand von Brennpunkt und Scheitelpunkt der Parabel heißt hier e (es ist e > 0), und wie gesagt steht die Sonne in einem der beiden Brennpunkte, im Punkt (e ; 0) . Der Scheitelpunkt dient als Nullpunkt des Koordinatensystems, die Gerade durch den Brennpunkt dient als x-Achse.

Zum Zeitpunkt t = 0 steht der Flugkörper im Perihel, also x(0) = 0 und y(0) = 0 ; und zu einem beliebigen späteren Zeitpunkt t hat er seit dem Zeitpunkt 0 die gelbe Fläche überstrichen; t ist nach oben unbegrenzt, und mit wachsendem t wächst die gelbe Fläche kontinuierlich und unbegrenzt,  der Flugkörper entfernt sich unbegrenzt immer weiter von der Sonne; einen Aphel und eine Umlaufdauer gibt es also nicht. Der Zeitraum vor t = 0 , also mit negativem t , verlief symmetrisch dazu. Der Vektor 
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Die Parabelform hat die Gleichung  y² = 4ex .

Das 2. Keplersche Gesetz unterstellt, gibt es eine von t unabhängige Konstante C mit A(t) = C t , wobei A(t) die gelb markierte Fläche ist.
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(t) ? A(t) und das gestrichelte weiße Dreieck (letzteres muß im Fall x(t) < e mit negativem Flächeninhalt gesehen werden) ergeben für 0 ≤ t offenbar zusammen das Integral der oberen Parabelkurve von x = 0 bis zu x = x(t) :
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Es mag befremdlich erscheinen, den Ausdruck 
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[image: image1396.wmf]e

2

y(t)

 = 
[image: image1397.wmf]3

e³

e

4

9C²t²

e

2

3Ct

+

+

 – 
[image: image1398.wmf]3

e³

e

4

9C²t²

e

2

3Ct

+

+

-

   

 x(t) = 
[image: image1399.wmf]4e

(y(t))²

 = (
[image: image1400.wmf]e

2

y(t)

) ² = (
[image: image1401.wmf]3

e³

e

4

9C²t²

e

2

3Ct

+

+

 – 
[image: image1402.wmf]3

e³

e

4

9C²t²

e

2

3Ct

+

+

-

) ²

Es mag auch befremdlich erscheinen, die Wurzel aus e³ und die Kubikwurzel aus 
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 zu ziehen; aber die Formeln ergeben insgesamt das richtige x(t) und y(t) , und nur in dieser Schreibweise wird es sich erweisen, daß für sehr kleines e keine unbegrenzt wachsenden Terme unter den Wurzeln stehen. In dieser Rechnung wurde 0 ≤ t vorausgesetzt, doch aus Symmetriegründen gilt das Ergebnis für alle t , somit
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Dies ist weder eine periodische Funktion wie bei den Ellipsen noch eine asymptotische wie bei den Hyperbeln.
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Aus der Bahnkurve 
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Die beschleunigende Kraft ist die Zentralkraft
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F

(t) = p 
[image: image1459.wmf]®

a

(t) 
(p ist die Masse des Flugkörpers)

Wir können jetzt nachrechnen, ob diese mit der Gravitationskraft übereinstimmt, ob das Gravitationsgesetz also die Übertragung der Keplerschen Gesetze bestätigt oder widerlegt:
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(t) tatsächlich genau zu 
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(t) entgegengerichtet, zur Sonne hin.

Andererseits nach dem oben beschriebenen Gravitationsgesetz und der oben beschriebenen Differentialgleichung:
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(M ist die Masse der Sonne)

Dies paßt alles zusammen, wenn  fM = 
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 ist; also erfüllt unsere Gleichung für 
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(t) tatsächlich die Differentialgleichung, die Zentralkraft stimmt mit der Gravitationskraft überein, wobei C = 
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. So kann C in den Formeln ersetzt werden:
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Der Kosinus des Winkels von 
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Für t ≤ 0 ist π ≤ arg
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für 0 ≤ t ist arg
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Die Formel für arg [image: image1511.png]


(t) läßt sich auch über den Sinus ausdrücken, aber etwas schwieriger; außerdem wäre beim Umformen zum Arkussinus zu achten, ob (
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wenn arg [image: image1525.png]


(t) < π , so t > 0 ; wenn arg [image: image1527.png]


(t) > π , so t < 0 ; daher gilt stets
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Maximalgeschwindigkeit: v(0) = 
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; Grenzgeschwindigkeit: 
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Interessant ist noch der Zwischenwinkel zwischen 
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Somit cos ∡(
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(0) stehen im rechten Winkel zueinander, wie erwartet; hingegen für 0 < t , also bei zunehmender Sonnenferne, im spitzen Winkel, und für t < 0 , also bei abnehmender Sonnenferne, im stumpfen Winkel; aber cos ∡(
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Weil s(t) für 0 ≤ t streng monoton wächst, so können wir auch s auf dem Weg vom sonnennächsten Punkt in Richtung Unendlichkeit als einen unabhängigen veränderlichen Parameter ansehen und somit t und v als Funktionen von s auffassen:
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, wie erwartet. Dies wird wichtig sein, um für die eingangs vorgestellte Differentialgleichung zu entscheiden, in welchen Fällen die Parabelbahn als Lösung zutrifft, in welchen Fällen also das Gravitationsgesetz zu einer solchen Bahn führt.

sin ∡(
[image: image1616.wmf]®

s

,
[image: image1617.wmf]®

v

) = 
[image: image1618.wmf]s

e


arg 
[image: image1619.wmf]®

s

 = 2 ∡(
[image: image1620.wmf]®

s

,
[image: image1621.wmf]®

v

) , s.o.

Wir haben bisher dreierlei Bahnkurven gefunden, die die eingangs aufgestellte Differentialgleichung lösen. Heißt das, die Lösung ist doch nicht eindeutig? Das heißt es nicht, denn der Größenvergleich zwischen v und 
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 fiel unterschiedlich aus, und das bedeutet, daß die drei Lösungsarten nur für unterschiedliche Anfangswerte in Frage kommen: nämlich die Ellipsen- oder Kreisbahn nur für v(t0) < 
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Geradlinige Bahnen

Wir können hier nicht mit dem 2. Keplerschen Gesetz ansetzen, weil die Verbindungsstrecke zwischen Flugkörper und Sonne immer auf der einen Geraden bleibt, also gar keine Fläche überstreicht. Jedoch können wir uns ansehen, wie weit die Ergebnisformeln der vorherigen Kapiteln auch in den Grenzfällen gelten, die wir ausgeschlossen haben. Das kann auf Ergebnisformeln für geradlinige Bahnen führen.
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Grenzfall der Ellipsenbahnen

Bei den Ellipsenbahnen war e < c und gleichbedeutend b > 0 vorausgesetzt, weil es sonst keine Ellipse und kein Kreis ist, und weil die Argumentation mit dem linear anwachsenden Flächenstück sonst nicht hilft, da die Fläche sonst null ist. Nehmen wir aber nun doch e = c und b = 0 an, dann haben wir statt der Ellipse eine gerade Strecke der Länge 2c , und die Sonne steht genau am linken Ende dieser Strecke. Die oben gefundenen Formeln ergeben auch mit e = c einen Sinn (die zweite Komponente in der Vektor-Komponenten-Schreibweise ist 0), jedoch nur für 0 < t < T mit dem passenden Zeitraum T > 0 :
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Immer noch ist mit fM = 4π²
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  die eingangs gestellte Differentialgleichung erfüllt, denn die obige Bestätigungsrechnung gilt auch hier. Die Flugbahn wird jedoch nicht mehr über t = T hinaus periodisch fortgesetzt, sondern endet theoretisch zum Zeitpunkt t = T durch den Zusammenstoß des Flugkörpers mit der Sonne, nachdem er (immer noch) bei t = 
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Da aber s(t) nicht den Abstand des Flugkörpers zur Sonnenoberflache angibt, sondern zum Sonnenmittelpunkt, so muß der Flug schon vor t = T enden, nämlich spätestens, wenn s(t) auf den Radius der Sonne abfällt, also die Sonnenoberfläche trifft.

Ein Bewegungsablauf für –T < t < 0 oder für T < t < 2T ist unerheblich, dies würde mit dem Bewegungsablauf für 0 < t < T übereinstimmen.

Weil s(t) für 0 < t ≤ 
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 streng monoton wächst, so können wir auch s auf dem Weg von der Sonne zum sonnenfernsten Punkt als einen unabhängigen veränderlichen Parameter ansehen und somit t und v als Funktionen von s auffassen. Dabei gelten noch die obigen Rechnungen und Ergebnisse:

t(s) = 
[image: image1664.wmf]fM

c³

( arccos (1–
[image: image1665.wmf]c

s

) –
[image: image1666.wmf])²

c

s

 

-

(1

-

1

) = 
[image: image1667.wmf]fM

c³

( arccos (1–
[image: image1668.wmf]c

s

) –
[image: image1669.wmf])

c

s

 

-

(2

c

s

) 
für 0 ≤ t ≤ 
[image: image1670.wmf]2

T


aus Symmetriegründen:
t(s) = 
[image: image1671.wmf]fM

c³

(2π – arccos (1–
[image: image1672.wmf]c

s

) +
[image: image1673.wmf])

c

s

 

-

(2

c

s

 ) 
für 
[image: image1674.wmf]2

T

 ≤ t ≤ T

v(s) = 
[image: image1675.wmf]c

fM

s

2fM

-


Es ist also wiederum v < 
[image: image1676.wmf]s

2fM

, v > 
[image: image1677.wmf]s

fM

für s < c , v = 
[image: image1678.wmf]s

fM

für s = c , v < 
[image: image1679.wmf]s

fM

für s > c . Dies wird wichtig sein, um für die eingangs vorgestellte Differentialgleichung zu entscheiden, in welchen Fällen diese geradlinige Bahn als Lösung zutrifft, in welchen Fällen also das Gravitationsgesetz zu einer solchen Bahn führt.

Grenzfall der Hyperbelbahnen

Bei den Hyperbelbahnen war e > c und gleichbedeutend b > 0 vorausgesetzt, weil es sonst keine Hyperbel ist, und weil die Argumentation mit dem linear anwachsenden Flächenstück sonst nicht hilft, da die Fläche sonst null ist. Nehmen wir aber nun doch e = c und b = 0 an, dann haben wir statt der Hyperbel eine Gerade, auf der sich die Sonne befindet, und die nur von der Sonne ab nach rechts zu betrachten ist. Die oben gefundenen Formeln ergeben auch mit e = c einen Sinn (die zweite Komponente in der Vektor-Komponenten-Schreibweise ist 0), jedoch nur entweder für t > 0 (Bahn von der Sonne weg ins Unendliche, ohne Umkehr) oder für t < 0 (Bahn zur Sonne hin bis zum Zusammenstoß bei t = 0), jedoch nicht beides zusammen in einem Bewegungsablauf:
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Immer noch ist die eingangs gestellte Differentialgleichung erfüllt, denn die obige Bestätigungsrechnung gilt auch hier. Zwar taucht dort ein b im Nenner auf (das im Fall e = c zu 0 wird), jedoch nur im Quotienten 
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 ist, der also für e = c nicht zu 0 wird. Ferner:
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Da aber s(t) nicht den Abstand des Flugkörpers zur Sonnenoberflache angibt, sondern zum Sonnenmittelpunkt, so muß für t < 0 der Flug schon vor t = 0 enden, nämlich spätestens, wenn s(t) auf den Radius der Sonne abfällt, also die Sonnenoberfläche trifft.

Weil s(t) für 0 < t streng monoton wächst, so können wir auch s auf dem Weg von der Sonne in Richtung Unendlichkeit als einen unabhängigen veränderlichen Parameter ansehen und somit t und v als Funktionen von s auffassen. Dabei gelten noch die obigen Rechnungen und Ergebnisse:
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Es ist also wiederum v > 
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. Dies wird wichtig sein, um für die eingangs vorgestellte Differentialgleichung zu entscheiden, in welchen Fällen diese geradlinige Bahn als Lösung zutrifft, in welchen Fällen also das Gravitationsgesetz zu einer solchen Bahn führt.

Grenzfall der Parabelbahnen

Bei den Parabelbahnen war e > 0 vorausgesetzt, weil es sonst keine Parabel ist, und weil die Argumentation mit dem linear anwachsenden Flächenstück sonst nicht hilft, da die Fläche sonst null ist. Nehmen wir aber nun doch e = 0 an, dann haben wir statt der Hyperbel eine Gerade, auf der sich die Sonne befindet, und die nur von der Sonne ab nach rechts zu betrachten ist. Die oben gefundenen Formeln ergeben auch mit e = 0 einen Sinn (die zweite Komponente in der Vektor-Komponenten-Schreibweise ist 0), jedoch nur entweder für t > 0 (Bahn von der Sonne weg ins Unendliche, ohne Umkehr) oder für t < 0 (Bahn zur Sonne hin bis zum Zusammenstoß bei t = 0), jedoch nicht beides zusammen in einem Bewegungsablauf:
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Immer noch ist die eingangs gestellte Differentialgleichung erfüllt, denn die obige Bestätigungsrechnung gilt auch hier. Zwar taucht dort ein e im Nenner auf, jedoch nur im Quotienten 
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Da aber s(t) nicht den Abstand des Flugkörpers zur Sonnenoberflache angibt, sondern zum Sonnenmittelpunkt, so muß für t < 0 der Flug schon vor t = 0 enden, nämlich spätestens, wenn s(t) auf den Radius der Sonne abfällt, also die Sonnenoberfläche trifft.

Weil s(t) für 0 < t streng monoton wächst, so können wir auch s auf dem Weg von der Sonne in Richtung Unendlichkeit als einen unabhängigen veränderlichen Parameter ansehen und somit t als Funktion von s auffassen. Dabei gelten noch die obigen Rechnungen und Ergebnisse:
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Dies wird wichtig sein, um für die eingangs vorgestellte Differentialgleichung zu entscheiden, in welchen Fällen diese geradlinige Bahn als Lösung zutrifft, in welchen Fällen also das Gravitationsgesetz zu einer solchen Bahn führt.

Alle diese untersuchten Flugbahnen gelten auch mit einem anderen Zentralkörper als der Sonne und mit einem Flugkörper dazu, der „viel kleiner“ als der Zentralkörper ist.

Zusammenfassung, vollständige Lösung des Ausgangsproblems

Zurück zur eingangs gestellten allgemeinen Aufgabe, zu den zwei Körpern, die einander ins Schwerefeld geraten (ohne Einfluß eines dritten Körpers), wobei die kleinere Masse m vernachlässigbar gegenüber der größeren Masse M ist, so daß der größere Körper als ruhend angenommen werden kann. Für die Bahn des kleineren Körpers, also für die eingangs gestellte Differentialgleichung, sind 18 Fälle zu unterscheiden (darunter 14 Sonderfälle, die in der Natur unwahrscheinlich sind, aber vom Menschen herbeigeführt werden könnten); je nach Anfangswerten, d.h. je nachdem, wie 
[image: image1749.wmf]®
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 und 
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 zu einem beliebigen Anfangszeitpunkt t = t0 sind; dabei kommt es logischerweise darauf an, wie groß v(t0) = v0 im Vergleich zu s(t0) = s0 ist, und welchen Zwischenwinkel 
[image: image1753.wmf]®
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 gegeneinander haben, dies allein kann den Typ der Bahnkurve bestimmen. Natürlich dürfen sich beide Körper nicht sofort berühren, es muß also s0 > 0 sein. Für jeden Fall ergibt sich aus den vorherigen Überlegungen die Lösung, welche Bahn der kleinere Körper für t ≥ t0 beschreibt.

Wir gehen davon aus, daß die Vektoren 
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 nicht jeweils als ein Zahlenpaar von waagerechter und senkrechter Koordinate (oder gar als drei Koordinaten) in einem vorgegebenen Koordinatensystem einer Ebene (oder gar eines dreidimensionalen Raumes) vorgegeben sind, sondern nur ihre Beträge s0 und v0 und der Zwischenwinkel ∡(
[image: image1757.wmf]®
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) bekannt sind. In dem Sonderfall, daß beide Vektoren genau gleich- oder entgegengerichtet sind, also der Zwischenwinkel 0 oder π ist, muß eine geradlinige Bahn entstehen, und der Vektor unterscheidet sich von seinem Betrag nur dadurch, daß der Betrag stets nichtnegativ ist, der Vektor selbst aber positiv (nach rechts gerichtet) oder negativ (nach links gerichtet) sein kann. Von diesem Sonderfall abgesehen, muß die Bahn in der von 
[image: image1759.wmf]®
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 und 
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 aufgespannten Ebene verlaufen, und wir werden die oben beschriebenen Ellipsen-, Hyperbel- und Parabelbahnen als Lösungen finden, wobei wir angeben müssen, in welcher Entfernung und Richtung vom Zentralkörper der Ellipsenmittelpunkt bzw. Parabelscheitelpunkt usw. liegen müssen und wie die Achsen verlaufen, die wir oben als Koordinatensystem verwendet haben. Ferner ist es egal, wie in unserem Anfangswertproblem der Zeitpunkt t0 vorbezeichnet wurde; wir müssen angeben, welcher Zeitpunkt in den oben beschriebenen Bewegungsabläufen es ist, der unsere Anfangswerte erfüllt, und dieser ist mit t0 gleichzusetzen, d.h. t0 liegt genau um diesen Zeitraum später als der oben benannte Zeitpunkt 0 .

Die oben gefundenen Lösungen erfüllen stets die Differentialgleichung, wobei für die Ellipsenbahn und ihren geradlinigen Grenzfall fM = 4π²
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 gelten muß, also T := 2π
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 zu setzen ist. Es kommt für jeden beliebigen Anfangswert darauf an, den richtigen Bahntyp herauszusuchen und c , e und t0 so zu bezeichnen, daß die Anfangswerte erfüllt sind. Das bedeutet, in den Formeln für v(s) ist jeweils s0 für s einzusetzen, und dies ist mit v0 gleichzusetzen; in den Formeln für den Winkel ∡(
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s

,
[image: image1764.wmf]®

v

) ist jeweils s0 für s einzusetzen, und dies ist mit ∡(
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) gleichzusetzen (sofern dieser Winkel nicht 0 oder π ist, sonst bekommen wir eine der geradlinigen Bahnen, die keine solche Formel brauchen); in den Formeln für t(s) ist jeweils s0 für s einzusetzen, und dies muß t0 ergeben, also t0 = t(s0). Zusammen genügt dies, damit die drei Anfangswert-Bedingungen s0 = s(t0) , v0 = v(t0) = v(s0) und ∡(
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) erfüllt sind.

Es mag in der Rechnung überraschen, daß der kleinste Richtungsunterschied zwischen 
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, zusammen mit der kleinsten Anfangsgeschwindigkeit v0 > 0 , schon genügt, daß der kleine Körper am großen dicht vorbeifliegt und ihn nie trifft. Der Haken dabei ist folgender: Es kann in der Rechnung vorkommen, daß s(0) , der Abstand der Schwerpunkte beider Körper im Zeitpunkt der größten Nähe, kleiner wird als die Radien beider Körper zusammen. Dann stoßen sie doch zusammen. Dies wird auch berücksichtigt.

Fall 1: v0 = 0

Es kommt oben im geradlinigen Grenzfall der Ellipsenbahn vor, daß v = 0 erreicht wird, und zwar genau beim Umkehrpunkt, für den t = 
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 und s(t) = 2c gilt. Dieses t muß unser t0 sein, wir müssen also c := 
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 , T := 2π
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Für alle weiteren Fälle sei v0 > 0 vorausgesetzt.

Fall 2: ∡(
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Dies kommt oben im geradlinigen Grenzfall der Ellipsenbahn vor, und zwar auf dem Weg vor dem Umkehrpunkt, im Zeitraum für t mit 0 < t < 
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Die Bedingung v(s0) = v0 besagt 
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T := 2π
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Fall 3: ∡(
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Dies kommt oben im geradlinigen Grenzfall der Ellipsenbahn vor, und zwar auf dem Weg nach dem Umkehrpunkt, im Zeitraum für t mit 
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T und c ergeben sich wie in Fall 2 , t0 etwas anders:
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Fall 4: ∡(
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Dies kommt oben im geradlinigen Grenzfall der Hyperbelbahn vor, und zwar auf dem unendlichen Weg vom größeren Körper weg, im Zeitraum für t mit t > 0 .

Die Bedingung v(s0) = v0 besagt 
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Fall 5: ∡(
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Dies kommt oben im geradlinigen Grenzfall der Hyperbelbahn vor, und zwar auf dem Weg zum größeren Körper hin, im Zeitraum für t mit t < 0 .

c ergibt sich wie in Fall 4 , t0 etwas anders:

t0 = – 
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Fall 6: ∡(
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Dies kommt oben im geradlinigen Grenzfall der Parabelbahn vor, und zwar auf dem unendlichen Weg vom größeren Körper weg, im Zeitraum für t mit t > 0 .

Die Bedingung v(s0) = v0 besagt nur 
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 = v0 , wie schon bekannt; aber hier wird ja kein c benötigt.

t0 = 
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Wichtiges Beispiel: Setzen wir für M die Erdmasse und für s0 den Erdradius (plus Dicke der Atmosphäre, bis der Luftwiderstand vernachlässigbar wird), so ergibt sich v0 = 11,18 
[image: image1843.wmf]sec
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 . Dies ist also die Geschwindigkeit, die ein Geschoß oder Raumschiff am Rand der Atmosphäre erreichen muß, und zwar in genau senkrechter Richtung, und dann seinen Antrieb abstellen kann, damit er sich immer weiter von der Erde entfernt und „im Unendlichen zur Ruhe kommt“.

Fall 7: ∡(
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Dies kommt oben im geradlinigen Grenzfall der Parabelbahn vor, und zwar auf dem Weg zum größeren Körper hin, im Zeitraum für t mit t < 0 .

t0 = –
[image: image1847.wmf]9fM

³

2s

0

 = – s0 
[image: image1848.wmf]9fM

2s

0

 < 0

Dies waren die Sonderfälle mit geradlinigen Bahnen. In allen anderen Fällen (wenn 0 < ∡(
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 zweidimensional. Zu den vorgegebenen Vektoren 
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 muß in der von ihnen aufgespannten Ebene ein Koordinatensystem, also eine waagerechte und eine senkrechte Achse, so konstruiert werden, wie es zu den obigen Modellen der Bahnkurven paßt.

Fall 8: ∡(
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Dies kommt oben bei den Überlegungen zur Ellipsenbahn vor, und zwar in dem Sonderfall e = 0 , d.h. bei der Kreisbahn. Diese hat natürlich den Radius c := s0 .

T := 2π
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Das Koordinatensystem ist mit dem Nullpunkt auf den Zentralkörper zu legen, die Achsen sind in der von 
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 aufgespannten Ebene beliebig (natürlich im rechten Winkel zueinander); wenn die waagerechte Achse in die gleiche Richtung wie 
[image: image1863.wmf]®

0

s

 weist, dann ist t0 = 0 zu setzen, wenn sie aber in die Gegenrichtung zu 
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 weist, dann ist t0 = 
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Wichtiges Beispiel: Setzen wir für M die Erdmasse 5,977∙1024 kg und für s0 den mittleren Erdradius 6,371∙106 m (plus Dicke der Atmosphäre, bis der Luftwiderstand vernachlässigbar wird), so ergibt sich v0 = 7,91 
[image: image1866.wmf]sec
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 . Dies ist also die Geschwindigkeit, die ein Satellit am Rand der Atmosphäre erreichen muß, und zwar in genau waagerechter Richtung, und dann seinen Antrieb abstellen kann, damit er die Erde immerfort in gleichbleibender Höhe umkreist (Erdumlaufbahn). Für T erhalten wir dann 84,3 Minuten, und das ist die kürzeste mögliche Zeit, um die Erde zu umfliegen; versucht man es schneller, entfernt sich der Satellit ein Stück, und es dauert länger statt kürzer, siehe Fall 10. Setzen wir hingegen für s0 die mittlere Entfernung Erde-Mond 3,844∙108 m , so ergibt sich v0 = 1,019 
[image: image1867.wmf]sec
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 (ungefähre Mondbahngeschwindigkeit) und T = 27,4 Tage (Dauer eines Mondlaufs um die Erde sind 27,322 Tage).

Zu Fall 6 und Fall 8 ist noch anzumerken: Durch das Gravitionsgesetz sind diese benötigten Geschwindigkeiten seit etwa 1800 bekannt, um die Erde zu umkreisen oder zu verlassen. Trotzdem galt dies bis zum Zweiten Weltkrieg als unmöglich, weil man noch keinen Weg sah, solche Geschwindigkeiten zu erreichen. Innerhalb der Atmosphäre ist es schon wegen des Luftwiderstandes tatsächlich nicht möglich, erst an ihrem Rand. Daher wird nie ein Artilleriegeschoß auch nur annähernd so schnell sein. Bis zum Zweiten Weltkrieg wurden Raketenpläne belacht, die sich zum Ziel setzten, am Rand der Atmosphäre solche Geschwindigkeiten zu erreichen. Auch der Beschuß Londons mit der V2 durch Wernher von Braun 1944 ging nicht annähernd so weit, jedoch verging der Öffentlichkeit damit das Lachen, und 1958 flog der erste Satellit – er beruhte auf einem verbesserten Nachbau der V2.

Wohl gab es seit Newtons Zeit Science-Fictions zu diesem Thema. Am berühmtesten war wohl Jules Vernes Mondkanone. Aber es gab auch noch altertümlich anmutende Geschichten wie Münchhausens Erzählungen über seine zwei Mondreisen (mit einer Bohnenranke und per Schiff im Sturm) und über seinen Ballonfahrer, der der Sonne zu nahe kam und ihre Hitze spürte, so wie Ikaros in der griechischen Sage; und ähnlich die Mondreise in der Operette „Frau Luna“ von Paul Lincke um 1900. Man denke auch an den Römer Lukian, der einen Flug zum Mond mit zusammengenähten Vogelfedern fabulierte. Es hat keinen Zweck, letzteres zu belächeln; die alten Griechen und Römer konnten nicht wissen (wohl aber Münchhausen und Lincke), daß die Atmosphäre schon bald über der Erde aufhört. Erst die Luftdruckmessungen im 17. Jahrhundert durch Otto Gericke und Evangelista Torricelli zeigten dies (und die Spanier kamen im 16. Jahrhundert auf den hohen Anden sicherlich in Atemnot). Die hier angestellten Überlegungen zum Gravitationsgesetz bestätigten es, als Newton damit den Zusammenhalt des Sonnensystems erklärte; denn wenn die Atmosphäre auch nur ganz dünn bis zum Mond reichen würde, dann könnte der Mond sich nicht immerfort um die Erde drehen, so wie es dem Gravitationsgesetz entspricht, sondern wäre mit der Zeit immer mehr durch den Luftwiderstand gebremst worden und längst auf die Erde heruntergefallen, so wie heutzutage manche Satelliten, die nicht ganz hoch genug für eine Dauer-Umlaufbahn fliegen.

Fall 9: ∡(
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Dies kommt oben bei den Überlegungen zur Ellipsenbahn vor, und zwar genau an dem Punkt mit der größten Entfernung zum Zentralkörper, für den t = 
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 und s(t) = c + e gilt. Dieses t muß unser t0 sein, wir müssen also e := s0 – c , T := 2π
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Das Koordinatensystem ist mit dem Nullpunkt auf die Verbindungsstrecke vom Zentralkörper zum kleineren Körper zu legen, so daß diese im Verhältnis e : c geteilt wird, und die waagerechte Achse muß in die Gegenrichtung zu 
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Die kleinste Entfernung beider Körper ist c – e = 2c – s0 = 
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 . Bei sehr kleinem v0 ist dies sehr klein, nämlich c – e ≈ 
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 , so daß es zum Zusammenstoß kommt und die Ellipsenbahn nicht gelingt. Wenn s0 nur wenig größer als R ist, also der kleine Körper zum Zeitpunkt t0 dicht an der Oberfläche des großen, dann ist 
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Dies kommt oben bei den Überlegungen zur Ellipsenbahn vor, und zwar genau an dem Punkt mit der kleinsten Entfernung zum Zentralkörper, für den t = 0 und s(t) = c – e gilt. Dieses t muß unser t0 sein, wir müssen also e := c – s0 , T := 2π
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Das Koordinatensystem ist mit dem Nullpunkt hinter die Verbindungsstrecke beider Körper zu legen, wenn diese mit Abstand e über der Zentralkörper hinaus verlängert wird, und die waagerechte Achse muß in die gleiche Richtung wie 
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Fall 11: ∡(
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Dies kommt oben bei den Überlegungen zur Parabelbahn vor, und zwar genau an dem Punkt mit der kleinsten Entfernung zum Zentralkörper, für den t = 0 und s(t) = e gilt. Dieses t muß unser t0 sein, wir müssen also e := s0 und t0 = 0 setzen.

Das Koordinatensystem ist mit dem Nullpunkt auf die Stelle zu legen, wo sich der kleinere Körper zum Zeitpunkt t0 befindet, und die waagerechte Achse muß in die Gegenrichtung zu 
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; der Nullpunkt liegt also auf der waagerechten Achse um den Abstand e links neben dem Zentralkörper.
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Dies kommt oben bei den Überlegungen zur Hyperbelbahn vor, und zwar genau an dem Punkt mit der kleinsten Entfernung zum Zentralkörper, für den t = 0 und s(t) = e – c gilt. Dieses t muß unser t0 sein, wir müssen also e := c + s0 und t0 = 0 setzen, aber mit welchem c? Die Bedingung v(s0) = v0 besagt 
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Das Koordinatensystem ist mit dem Nullpunkt vor die Verbindungsstrecke beider Körper zu legen, wenn diese mit Abstand c über die Stelle hinaus verlängert wird, wo sich der kleinere Körper zum Zeitpunkt t0 befindet, und die waagerechte Achse muß in die Gegenrichtung zu 
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Das waren alles die vielen Sonderfälle für den Winkel ∡(
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Dies kommt oben bei den Überlegungen zur Parabelbahn vor, und zwar nach dem Punkt mit der kleinsten Entfernung zum Zentralkörper, im Zeitraum für t mit t > 0 .
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Die waagerechte Achse des Koordinatensystems führt durch den Zentralkörper und schließt mit 
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Dies kommt oben bei den Überlegungen zur Parabelbahn vor, und zwar vor dem Punkt mit der kleinsten Entfernung zum Zentralkörper, im Zeitraum für t mit t < 0 .
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Die kleinste Entfernung beider Körper ist e = s0 sin²∡(
[image: image1988.wmf]®

0

s

, 
[image: image1989.wmf]®

0

v

) . Liegt ∡(
[image: image1990.wmf]®

0

s

, 
[image: image1991.wmf]®

0

v

) sehr dicht unter π , sind also 
[image: image1992.wmf]®

0

s

 und 
[image: image1993.wmf]®

0

v

fast entgegengerichtet, dann ist dies sehr klein; sogar kleiner als der Radius R des Zentralkörpers, sofern π – ∡(
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 , so daß es zum Zusammenstoß kommt und die Ellipsenbahn nicht gelingt. Wenn s0 nur wenig größer als R ist, also der kleine Körper zum Zeitpunkt t0 dicht an der Oberfläche des großen, dann ist arcsin
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Das waren alles die vielen Sonderfälle, nun folgen die wenigen allgemeinen Fälle. Aber diese lassen sich nur unter Ausschluß aller Sonderfälle vernünftig behandeln.
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Dies kommt oben bei den Überlegungen zur Ellipsenbahn vor, und zwar auf dem Wegabschnitt vom nahesten zum fernsten Punkt zum Zentralkörper, im Zeitraum für t mit 0 < t < 
[image: image2005.wmf]2

T

 .

Die Bedingung v(s0) = v0 besagt 
[image: image2006.wmf]c

fM

s

2fM

0

-

 = v0 , d.h. wie in Fall 2 ist c := 
[image: image2007.wmf]²

v

s

-

2fM

fMs

0

0

0

 > 
[image: image2008.wmf]2fM

fMs

0

 = 
[image: image2009.wmf]2

s

0

 zu setzen, somit 
[image: image2010.wmf]c

s

0

 = 
[image: image2011.wmf]fM

²

v

s

-

2fM

0

0

 = 2 – 
[image: image2012.wmf]fM

²

v

s

0

0

 > 0 .

Die auch formelmäßige Bedingung an  ∡(
[image: image2013.wmf]®

0

s

, 
[image: image2014.wmf]®

0

v

)  besagt  
[image: image2015.wmf])

s

-

(2c

s

)²

s

-

(c

-

e²

0

0

0

 = cos²∡(
[image: image2016.wmf]®

0

s

, 
[image: image2017.wmf]®

0

v

) , also 

e := 
[image: image2018.wmf])

v

,

s

(

cos²

 

)

s

-

(2c

s

)²

s

(c

0

0

0

0

0

®

®

+

-

<

 = 
[image: image2019.wmf])

v

,

s

(

sin²

 

)

s

-

(2c

s

c²

0

0

0

0

®

®

-

<

 є ]|c– s0| , c[


[image: image2020.wmf]c

e

 = 
[image: image2021.wmf])

v

,

s

(

sin²

 

)

c

s

-

(2

c

s

1

0

0

0

0

®

®

-

<

 = 
[image: image2022.wmf])

v

,

s

(

sin²

 

)

fM

²

v

s

-

(2

fM

²

v

s

1

0

0

0

0

0

0

®

®

-

<


T := 2π
[image: image2023.wmf]fM

c³

= 2πfM
[image: image2024.wmf]³

)

²

v

s

-

2fM

s

(

0

0

0


t0 = 
[image: image2025.wmf]fM

c³

(arccos
[image: image2026.wmf]e

s

-

c

0

 – 
[image: image2027.wmf]²

)

c

s

1

(

²

)

c

e

(

0

-

-

)  є  ]0 , 
[image: image2028.wmf]2

T

[
(c und e sind mühsam zu ersetzen)

cos arg 
[image: image2029.wmf]®

0

s

 = 
[image: image2030.wmf]e

c

  

  

)

v

,

s

(

sin²

 

)

s

-

(2c

0

0

0

-

®

®

<

 = 
[image: image2031.wmf])

v

,

s

(

sin²

 

)

fM

²

v

s

-

(2

fM

²

v

s

1

1

  

  

)

v

,

s

(

sin²

 

)

c

s

-

(2

0

0

0

0

0

0

0

0

0

®

®

®

®

-

-

<

<

 
= 
[image: image2032.wmf])

v

,

s

(

sin²

 

²)

v

s

-

(2fM

 

²

v

s

f²M²

fM

  

  

)

v

,

s

(

sin²

 

²

v

s

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

®

®

®

®

-

-

<

<

 
Die waagerechte Achse des Koordinatensystems führt durch den Zentralkörper und schließt mit 
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Dies kommt oben bei den Überlegungen zur Ellipsenbahn vor, und zwar auf dem Wegabschnitt vom fernsten zum nahesten Punkt zum Zentralkörper, im Zeitraum für t mit 
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Die waagerechte Achse des Koordinatensystems führt durch den Zentralkörper und schließt mit 
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Dies kommt oben bei den Überlegungen zur Hyperbelbahn vor, und zwar nach dem Punkt mit der kleinsten Entfernung zum Zentralkörper, im Zeitraum für t mit t > 0 .
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Die waagerechte Achse des Koordinatensystems führt durch den Zentralkörper und schließt mit 
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Dies kommt oben bei den Überlegungen zur Hyperbelbahn vor, und zwar vor dem Punkt mit der kleinsten Entfernung zum Zentralkörper, im Zeitraum für t mit t < 0 .
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Die waagerechte Achse des Koordinatensystems führt durch den Zentralkörper und schließt mit 
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Die kleinste Entfernung beider Körper ist e – c = c (
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Zum Schluß noch eine Anmerkung zu allen Fällen, wo der Zentralkörper getroffen wird:

Auch die Erde wird auf diese Art ständig von Brocken getroffen, die aus dem Weltall angeflogen kommen. Und zum Radius der Erde ist noch ein Teil der Atmosphäre hinzuzuzählen, weil der Luftwiderstand jedes fliegende Objekt beeinflußt, das in sie eindringt. Jeder Brocken aus dem Weltall, dem das passiert, heißt ein Meteor. Meistens kommt er mit einer hohen Geschwindigkeit daher, die er im freien Fall aus der Ruhe heraus innerhalb der Atmosphäre gar nicht erreichen könnte, wegen des Luftwiderstandes nicht. Dann bremst ihn der Luftwiderstand stark und erzeugt dadurch Reibungshitze, die den Meteor zur Glut bringt (Sternschnuppe). Die kleineren Meteore verglühen in der Luft vollständig, aber von größeren bleibt ein Rest übrig (Meteorit), der auf die Erde herunterfällt und dann abkühlt. Der größte Meteorit in neuerer Zeit war wohl derjenige, der 1908 Mittelsibirien heimsuchte (greller als die Sonne und lauter als Donner beschrieben) und im Umkreis von 30 km Bäume entwurzelte; etwa 1,5 km Durchmesser hatte der Meteorit, der vor 15 Millionen Jahren das Nördlinger Ries schlug, das 23-km-Tal zwischen Fränkischer und Schwäbischer Alb, und fast alles Leben in mindestens 100 km Umkreis auslöschte; noch viel größer war der Meteorit, der vor etwa 60 Millionen Jahren die Dinosaurier und viele andere Tiere ausrottete.
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