Um welche Tages- und Jahreszeit steht die Sonne in welcher Himmelsrichtung, und wie hoch überm bzw. unterm Horizont? Wie lautet die Formel dafür – zumindest angenähert, weil die Abplattung der Erde zu den Polen hin, ihre Ellipsenbahn um die Sonne, ihre leichte Ablenkung durch den Mond und die langsame Kegelbewegung der Erdachse sicherlich Schwierigkeiten machen werden, eine genaue Formel aufzustellen?

Wer die Formelbegründungen in dieser Arbeit nicht vollständig mitlesen möchte, kann sich auf die Ergebnisse konzentrieren, auf die fettgedruckten Formeln.

Nach präziser astronomischer Definition ist der Frühlingsanfang (im Norden der Erde) der Moment im März, wenn die Sonne genau in der Äquatorebene der Erde steht. Anders ausgedrückt: wenn sie genau über dem Äquator senkrecht steht. Dies ist jeweils nach I = 365,2422 Tagen wieder der Fall, wobei unter einem Tag die Dauer des mittleren Sonnentages zu verstehen ist. Dies ist ein klein wenig kürzer als T = 365,2564 Tage, die Umlaufdauer der Erde um die Sonne, wegen der leichten Kegelbewegung der Erdachse (genannt Präzession), die allerdings zehntausende Jahre dauert. Darum geschieht es im Lauf der Jahrzehntausende mal im Frühling, mal im Sommer, mal im Herbst und mal im Winter, daß die Erde auf ihrer elliptischen Umlaufbahn ihre größte Nähe zur Sonne erreicht, d.h. im passenden Scheitelpunkt der Ellipse steht. Derzeit ist es gewöhnlich am 4. Januar der Fall. Aus diesem Grund verschieben sich auch die Sternkreiszeichen im Lauf der Jahrtausende: Der Frühlingsanfang ist längst nicht mehr, wie vor 2000 Jahren, während des Eintritts der Sonne in das Sternbild Widder (auch wenn es die Horoskope immer noch so sehen), sondern während des Sternbildes Fische, und in einigen Jahrhunderten wird er zum Ende des Sternbildes Wassermann stattfinden; damit beginnt das sogenannte Zeitalter des Wassermannes. Aber die Neigung der Erdachse gegen die Ekliptik schwankt deswegen nicht merklich, sonst würden die Polargebiete und die Tropen im Lauf der Jahrtausende merklich größer oder kleiner, und die Sommernächte wie auch die Winternächte auf der ganzen Welt würden merklich kürzer oder länger.
Unsere näherungsweisen Berechnungen werden überwiegend T verwenden, und Fehlerabschätzungen gehören dazu, die mit Hilfe von I und T zu begründen sind. Sei c die mittlere Entfernung Erde-Sonne (die große Halbachse der Bahn-Ellipse), das sind 149,7 Mio. km ; sei e die Entfernung der Sonne zum Mittelpunkt der Ellipse (die kleine Halbachse ist dann b = 
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 = 0,9998604 . Sei ε die Schräge der Erdachse, das sind 23°26‘ , in Bogenmaß ε = 0,4091 (schwankt ein klein wenig von Jahrhundert zu Jahrhundert).
Anmerkung: Der ungefähre Stand des Mondes kann nicht ähnlich berechnet werden, das ist unvergleichbar komplizierter. Die Gründe dafür findet man bei https://de.wikipedia.org/wiki/Mondbahn . Nur einer der dort genannten Gründe ist hinfällig, nämlich daß die Ellipsenbahn des Mondes nicht den Erdmittelpunkt zum Brennpunkt habe, sondern den gemeinsamen Schwerpunkt von Erde und Mond: dies gleicht sich aus mit der „Hüpfbewegung“ der Erde um diesen gemeinsamen Schwerpunkt, wenn man die Position des Mondes von der Erde aus sieht. Das Gravitationsgesetz bezieht sich nämlich für die Anziehungskraft zwischen zwei Körpern stets auf die Schwerpunkte beider, und daraus folgt: aus der Sicht des einen Körpers als Bezugssystem, da erscheint dessen Schwerpunkt als der Brennpunkt einer Ellipsenbahn des anderen Körpers; anders gesagt, jeder der beiden Körper beschreibt relativ zum anderen eine Ellipse um dessen Schwerpunkt als Ellipsenbrennpunkt. Es gibt aber für die Bestimmung der Mondposition zu viele andere Schwierigkeiten, die dort beschrieben sind. Vor allem dreht sich die Schnittlinie, die die Mondbahn mit der Ekliptik hat, einmal in 18,61 Jahren um 360° entlang der Ekliptik. Das hat zur Folge, daß die Neigung der Erdachse gegen die Mondbahnebene nicht annähernd konstant ist, im Gegensatz zur Erdbahnebene. Zudem ist die Mondbahn zwar auch elliptisch, aber die Form dieser Ellipse ändert sich oft, d.h. der dortige Wert für 
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 schwankt ständig erheblich,  nämlich zwischen 0,0435 und 0,0659 ; das liegt hauptsächlich an der Anziehung der Sonne. Hier einfach den Mittelwert zu nehmen, wäre schon fast so ungenau, wie wenn man die Erdbahn näherungsweise als Kreis mit der Sonne im Mittelpunkt annimmt. Und das letztere macht schon einiges aus, wie wir sehen werden.
Die jahreszeitliche Richtung der Erdachse im Vergleich zur Richtung der Sonne

Hier muß ich zunächst auf meine Arbeit zu den Bahnen der Himmelskörper verweisen, die ich ebenfalls auf meiner Webseite hinterlegt habe, insbesondere auf die Grafik zu den Planetenbahnen. Sie ist so konstruiert, daß die Planetenbahn gegen den Uhrzeigersinn verläuft. Das bedeutet (was erst hier eine Rolle spielt): der Betrachter sieht die Ekliptik von derjenigen Seite, wo der Nordpol der Erde sich befindet, und der Südpol weist vom Betrachter weg nach unten. Ich habe dort den jahreszeitlichen Bahnverlauf der Planeten beschrieben, wobei 
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(t) die Strecke von der Sonne zur Erde (nicht umgekehrt) darstellt zu einem beliebigen Zeitpunkt t (dabei bezeichnen wir mit t = 0 den Augenblick der größten Sonnennähe der Erde in einem beliebigen betrachteten Ausgangs-Jahrgang); arg
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(t) entspricht dem Winkel zu dieser Strecke hin, ausgehend von der Strecke, die von der Sonne zur sonnennächsten Erdposition (zum Scheitel der Ellipse) verläuft; der besagte Winkel wird ausgehend von dieser Strecke (sie liegt also auf der großen Achse der Ellipse) entgegen dem Uhrzeigersinn genommen, von Norden gesehen; somit ist arg
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 . In der besagten Arbeit zu den Planetenbahnen ist begründet:
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Für zwei Zeitpunkte t1 und t2 mit | t1– t2| ≤ 25h ergibt sich mit Rechentests (die nur möglich sind, indem für 
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Annähernd ist also arg
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(t) eine lineare Funktion, d.h. der Winkel ist zeitlich nahezu gleichmäßig, den die Strecke Sonne-Erde gegen die große Bahnachse der Ellipsenbahn bildet; jedoch nur annähernd, nicht ganz, und dies wird sich für den Stand der Sonne, von der Erde aus gesehen, als nicht unbedeutend erweisen.

Einen kleinen Haken hat die Sache: wir reden die ganze Zeit von der Position der Erde, als ob die Erde nur so groß wie ein Punkt wäre. Winzigklein im Verhältnis zu ihrer Entfernung zur Sonne ist sie schon, aber wir müssen uns im Weiteren vergewissern, welchen Fehler ihre Größe für unsere Rechnung ausmachen kann. Denn genau genommen beziehen sich diese Positions-Formeln nicht auf die Position des Erdmittelpunktes, sondern auf die Position des gemeinsamen Schwerpunktes von Erde und Mond, und dieser ist vom Erdmittelpunkt 4670 km entfernt (der Mond läßt also die Erde auf ihrer Bahn immer um 4670 km „hüpfen“); und dieser Unterschied ist zwar für die Beziehung zwischen Erde und Mond teilweise hinfällig, jedoch nicht für die Beziehung zwischen Erde und Sonne. Für die weiteren Rechnungen müssen wir uns aber arg
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(t) bezogen auf den Erdmittelpunkt denken, und welchen Fehler hat dies? Die Richtung von der Sonne zum Erdmittelpunkt hat gegen die Richtung von der Sonne zum gemeinsamen Erde-Mond-Schwerkpunkt einen ganz kleinen Winkel, also den Fehlerwinkel: bei Halbmond liegt der Mond, und damit auch der Erdmittelpunkt, nahezu mit auf der Erdbahn (nicht ganz, weil der Mond gewöhnlich nicht ganz in der Ekliptik liegt); der Erdmittelpunkt hat faktisch den gleichen Abstand zur Sonne wie der gemeinsame Schwerpunkt, daher liegt der Fehlerwinkel im ungünstigsten Fall sehr stark angenähert in Bogenmaß bei ±
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 = ±0,0000312 wegen der mittleren Erde-Sonne-Entfernung von 149700000 km (nach der Regel: Kreissektorwinkel in Bogenmaß ist Kreisbogen geteilt durch Kreisradius). Bei Vollmond und bei Neumond entfällt der Fehlerwinkel, weil der Mond, und damit auch der Erdmittelpunkt, genau in Richtung zur Sonne bzw. in Gegenrichtung liegt; ansonsten liegt der Fehlerwinkel zwischen 0 und ±0,0000312 . Der Fehlerwinkel ändert sich aber am schnellsten bei Vollmond und bei Neumond, weil das „Hüpfen“ der Erde dann parallel zur Erdbahn erfolgt (dies ist etwa der Effekt, wie wenn man von der Seite her eine rotierende Kreisscheibe mit einem Etikett am Rand betrachtet, dann bewegt sich das Etikett am schnellsten auf und ab, während es in der mittleren Höhe ist): der Fehlerwinkel ändert sich dann 0,0000312 mal so schnell, wie der Erdmittelpunkt sich um den gemeinsamen Schwerpunkt dreht, letzteres ist eine Winkelgeschwindigkeit von 
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 , weil es von Vollmond zu Vollmond 29,531 Tage dauert.
Betrachten wir nun die Erdachse in der Draufsicht von oben, d.h. ihre Projektion auf die Ekliptik. Sie behält das ganze Jahr ihre Richtung bei, nur ein winzig hat sie sich, wie gesagt, im Laufe eines Jahres verschoben. Diese Bewegung können wir als linear unterstellen, denn sollte sie nicht ganz genau linear sein, so wird diese Abweichung um Zehnerpotenzen kleiner als die Bewegung selbst sein, somit verschwindend klein für die Gesamtrechnung. Durchschnittlich alle 365,2422 Tage (es schwankt um 0,0018 Tage, weil die Erde so lange braucht, um den besagten Winkel von 0,0000312 zurückzulegen) steht die Erdachsen-Projektion demnach mit dem Südpol in der Richtung zur Sonne (das ist im Norden der Erde die Wintersonnenwende, im Süden die Sommersonnenwende), und die Richtung zur Sonne ist in diesem Zeitraum gerade so weit im Uhrzeigersinn verschoben, wie sich die Erde in der Gegenrichtung um die Sonne im Zeitraum von (365,2564 – 365,2422) Tagen = 0,0142 Tagen (=T–I) bewegt, das ist durchschnittlich der Winkel 2π
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 = 0,00024 . Die langsame Kegelbewegung der Erdachse, samt ihrer Projektion auf die Ekliptik, entspricht also im Uhrzeigersinn der Bewegung 2π
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(t) entgegengerichtet ist, können wir sie auch mit negativem Koeffizienten als Bewegung gegen den Uhrzeigersinn schreiben: 2π
[image: image114.wmf]T

T

-

I


[image: image115.wmf]I

t

 = 2π(
[image: image116.wmf]T

1

–
[image: image117.wmf]I

1

)t = 2π(1‑
[image: image118.wmf]I

T

)
[image: image119.wmf]T

t

 . Dies ist 2π(1–
[image: image120.wmf]365,2422

365,2564

)
[image: image121.wmf]365,2564

42

 = –0,000028  schon für den Zeitraum von sechs Wochen, und damit schon fast so groß wie der durch den Mond verursachte Fehler, und im Unterschied zu diesem addiert es sich mit der Zeit immer mehr auf.

Zu Winter- und Sommerbeginn hat die Strecke Sonne-Erdmittelpunkt genau die gleiche Richtung wie die Projektion der Erdachse auf die Ekliptik, und zwar steht (vom Erdmittelpunkt aus gesehen) am 22. Dezember die Sonne in der Richtung des Südpols, am 21. Juni in der Richtung des Nordpols. Hingegen zum Frühlings- und Herbstanfang steht die Strecke Sonne-Erdmittelpunkt genau im rechten Winkel zur Projektion der Erdachse auf die Ekliptik. Während des ganzen Jahres verändert sich der Winkel zwischen beiden Richtungen zeitlich annähernd gleichmäßig (linear) mit der besagten Abweichung bis zu ±0,0000312 .

Der Erdmittelpunkt liegt nicht ganz in der Ekliptik, sondern der gemeinsame Schwerpunkt von Erde und Mond liegt ganz in der Ekliptik, und dieser ist vom Erdmittelpunkt 4670 km entfernt; aber die Entfernung des Erdmittelpunktes von der Ekliptik ist weitaus geringer als 4670 km, weil der Mond sich nahezu ebenfalls in der Ekliptik befindet: die Strecke Erde-Mond weicht höchstens um den Winkel 0,0900 (d.h. 5,157°) von der Ekliptik ab, der Erdmittelpunkt somit von der Ekliptik höchstens um 4670 km ∙ sin 0,0900 = 420 km. Wir können also nicht exakt unterstellen, wenn wir die Ekliptik als eine Schnittebene sehen, die die Erde zweiteilt – daß die Ekliptik stets die Erde in ihrem Mittelpunkt schneidet. Jedoch macht es nichts aus, wenn wir uns die Ekliptik um maximal 420 km parallel verschoben denken, in den Erdmittelpunkt; denn diese „Ersatz-Ekliptik“ verfehlt den Mittelpunkt der Sonne nur um höchstens 420 km, also unmerklich, denn ein Positionsunterschied der Sonne von 420 km bedeutet aufgrund der mittleren Sonnen-Entfernung von 149700000 km nur einen Blickwinkel-Unterschied von 
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 = 0,00000281 , also eine winzige Winkelgröße, weniger als ein Zehntel der übrigen Fehler in unserer Rechnung. So gesehen, schneidet die Ekliptik die Erde (in ausreichender Näherung) doch im Erdmittelpunkt, schneidet also die Äquatorebene stets in einer Geraden, die einen Erddurchmesser enthält, der von einem Ort auf dem Äquator durch den Erdmittelpunkt zum genau gegenüberliegenden Ort auf dem Äquator führt. Diese Gerade behält in der Grafik zur Planetenbahn das ganze Jahr die gleiche Lage bei, nur ein klein wenig verändert sie sich mit der besagten langsamen Kegelbewegung der Erdachse; sie steht immer genau im rechten Winkel zur Projektion der Erdachse auf die Ekliptik. Zum Frühlings- und Herbstanfang stimmt sie genau mit der Geraden überein, die durch die Mittelpunkte von Sonne und Erde verläuft.
Der Zeitpunkt des Frühlingsanfangs auf der nördlichen Erdhälfte (der nächste folgende nach dem Zeitpunkt t = 0 der größten Sonnennähe) sei jetzt mit t0 bezeichnet. Da derzeit am 4. Januar die größte Sonnennähe eintritt, also dann t = 0 gilt, entspricht t0 etwa dem Zeitraum vom 4. Januar zum 20. März, stellt jedoch keine ganze Anzahl von Tagen dar: im Jahr 2016 fand die größte Sonnennähe des Erde-Mond-Schwerpunktes am 4. Januar 4:49 Uhr MEZ statt, und der Frühlingsanfang am 20. März um 5:30 MEZ, also t0 = 76,028 Tage, wobei die dritte Nachkommastelle leicht durch die fehlende Sekundenangabe und durch den besagten „Hüpfeffekt“ beeinflußt ist, den der Mond der Erde gibt.

Der Richtungsvektor von der Sonne zum Erdmittelpunkt verläuft demnach zu jedem Zeitpunkt t in der Ekliptik; mit ω(t) bezeichnen wir seinen Winkel gegen denjenigen Richtungsvektor, der vom Erdmittelpunkt zu demjenigen der beiden Schnittpunkte von Äquator und Ekliptik verläuft, der zum Frühlingsanfang im März genau zwischen sich und der Sonne den Erdmittelpunkt hat. Dieser Winkel ist jedoch gerichtet gegen den Uhrzeigersinn zu verstehen, so daß ω(t) < 0 für t < t0 , ω(t0) = 0 , ω(t) > 0 für t > t0 , insbesondere ω(t0+I) = 2π ; jedoch nur grob  ω(t0+
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Und unter Beachtung der langsamen Erdachsen-Verschiebung und des Mondeinflusses ist  
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Innerhalb eines halben Tages vollbringt der Mondeinfluß an f weniger Änderung als 0,0000312
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0,5 = 0,00000332 ; für zwei verschiedene Zeitpunkte t1 und t2 mit | t1– t2| ≤ 12h folgt  
|ω(t1)–ω(t2)| ≤ |arg
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dies ist eine Abschätzung für eine grobe Näherung, wir dürfen aber nicht vergessen, daß die Abschätzung mit Hilfe einer genaueren Näherung begründet wird. Es ist möglich, aber komplizierter, sie in ungefähr auch ohne das zu begründen. Diese Fehlerschranke hat z.B. für |t–t0| = 
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 ihr Maximum von 0,07028+0,0001720 = 0,07045 ; für den Zeitraum von der Winter- bis zur Sommersonnenwende auf der nördlichen Erdhälfte ist |t–t0| ≤ 94 Tage, weil die Sommersonnenwende etwa 93 Tage nach dem Frühlingsanfang liegt; also dann |ω(t)–2π
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Welche genauere Näherung für ω(t) ist sinnvoll?

Nach seiner Definition bietet sich als genaueste verfügbare Möglichkeit die Näherung

2π
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≤ 0,00007040 + 0,000051 + 0,0000312 = 0,000153 , unbedeutend höherer Fehler;  nicht besser ist
2π
[image: image213.wmf]I

t

-

t

0

 + 
[image: image214.wmf]T

t

2

π

 

cos

 

e

 

-

 

c

T

t

sin2

π

 

2e

 – 
[image: image215.wmf]T

t

2

π

 

cos

 

e

 

-

 

c

T

t

sin2

π

 

2e

0

0

 ,   sie hat (bezogen auf 2016) mit |f| ≤ 0,0000312 den Fehler
| arg
[image: image216.wmf]®

s

(t) – 
[image: image217.wmf]T

t

2

π

 

cos

 

e

 

-

 

c

T

t

sin2

π

 

2e

 – 2π
[image: image218.wmf]T

t

-

t

0

 – ω0 + 
[image: image219.wmf]T

t

2

π

 

cos

 

e

 

-

 

c

T

t

sin2

π

 

2e

0

0

 + f | = | (arg
[image: image220.wmf]®

s

(t) – 2π
[image: image221.wmf]T

t

 – 
[image: image222.wmf]T

t

2

π

 

cos

 

e

 

-

 

c

T

t

sin2

π

 

2e

) 
– (arg
[image: image223.wmf]®

s

(t0) – 2π
[image: image224.wmf]T

t

0

– 
[image: image225.wmf]T

t

2

π

 

cos

 

e

 

-

 

c

T

t

sin2

π

 

2e

0

0

) + f | ≤ 0,00007040 + 0,0000541  + 0,0000312 = 0,000156
Wird für ω(t) die Näherung 2π
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für |t1– t2| ≤ 25h vollbringt der Mondeinfluß an f weniger Änderung als 0,0000312
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 EMBED Equation.3  [image: image239.wmf]24
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 = 0,00000691 , also |f1 – f2| < 0,00000691; so ergibt sich aus den o.g. Rechentests also für ω(t1)–ω(t2) eine Fehlerschranke < 0,00000259 + 0, 00000691 = 0,0000095 .
Der Breitengrad, auf dem gerade die Sonnenstrahlen Richtung Erdmittelpunkt weisen

Wegen der Abplattung der Erde müssen wir leider zwischen geozentrischem und geografischem Breitengrad unterscheiden: Der geozentrische Breitengrad eines Ortes ist der Winkel, den die gedachte gerade Linie, die vom Ort aus durchs Erdinnere zum Erdmittelpunkt führt, gegen die Äquatorebene bildet. Der geografische Breitengrad eines Ortes ist der Winkel, den die gedachte gerade Linie, die vom Ort aus ins Erdinnere lotrecht führt, gegen die Äquatorebene bildet; dies ist zugleich die Höhe des nördlichen bzw. südlichen Himmelspols über dem Horizont. Aufgrund der leichten Abplattung der Erde stimmen diese beiden Breitengrad-Begriffe nicht ganz überein, sondern die geografische Breite eines Ortes (ausgenommen auf dem Äquator und an den beiden Polen) hat einen etwas größeren Betrag als seine geozentrische Breite: den Unterschied zwischen beiden Linien und zwischen beiden Winkeln habe ich in meiner Arbeit zur Abplattung der Erde näher beschrieben, die ich ebenfalls auf meiner Webseite hinterlegt habe. Der eine Winkel läßt sich aus dem anderen berechnen, wie dort beschrieben; das lohnt sich hier aber kaum, auch wenn die folgenden Fehlerrechnungen eigentlich erweitert werden müßten, wenn wir statt der geozentrischen die geografische Breite verwenden würden. Aufgrund dieses Umstandes bedeutet es auch nicht ganz genau, wenn in den Tropen die Sonne genau senkrecht am Himmel steht (Zenith), daß die Richtung der Sonnenstrahlen genau in die Richtung zum Erdmittelpunkt weist. Letzteres nennen wir Quasi-Zenith, es ist hier leichter nachzurechnen. Der Äquator hat geozentrische und geografische Breite 0 , der Nordpol hat geografische und geozentrische Breite 
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 (d.h. 90°) , der Südpol – 
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 ; den größten Unterschied haben beide Begriffe etwa bei Breite 
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, nämlich etwa 0,00175 ; in den Tropen am größten am Wendekreis, nämlich 0,00126.

Auf welchem geozentrischen Breitengrad liegt zu welchem Zeitpunkt des Jahres derjenige Ort in den Tropen, wo die Sonne gerade im Quasi-Zenith steht? 

Die Ekliptik und die Äquatorebene schneiden sich stets im besagten Winkel ε = 0,4091 . Daher schneidet die Ekliptik die Erde stets auf dem geozentrischen Breitengrad ε (nördliche Breite) an genau einem Ort, und dieser hat von beiden besagten Äquator-Orten den gleichen Abstand; das gleiche gilt auch für den geozentrischen Breitengrad –ε (südliche Breite). Diese beiden Breitengrade sind in etwa die Wendekreise am Rand der Tropen, aber nicht ganz genau, denn es sind die äußersten Breitengrade des Quasi-Zenith, nicht des richtigen Zenith. Jeder geozentrische Breitengrad zwischen ε und –ε wird an zwei Orten von der Ekliptik geschnitten, und jeder andere geozentrische Breitengrad gar nicht.

Denken wir uns in der Erde und um die Erde ein Koordinatensystem, das zwar mit dem Erdmittelpunkt mitwandert, sich aber nicht mit der Erdrotation oder der Erdbahn gegen die Sonne mitdreht, sondern durch die ständige Drehung der Erde jeden Augenblick auf andere Orte weist: Nullpunkt im Erdmittelpunkt; x-Achse in Richtung eines Äquatorschnittpunktes der Ekliptik, und zwar derjenige von beiden Äquatorschnittpunkten, der zum Frühlingsanfang im März genau zwischen sich und der Sonne den Erdmittelpunkt hat; y-Achse ebenfalls in der Äquatorebene, und zwar 90 Längengrade östlich der x-Achse; z‑Achse also auf der Erdachse in Richtung Nordpol; das Koordinatensystem verschiebt sich also von Jahr zu Jahr ein winzig mit der Erdachse; r0 sei der Erdradius am Äquator (bezogen auf den Meeresspiegel bei ruhiger See bei mittlerem Wasserstand von Ebbe und Flut), rε der Erdradius am geozentrischen Breitengrad ±ε (d.h. fast genau an den Wendekreisen), rmin der Erdradius an den Polen. Die beiden Äquatorschnittpunkte haben dann die Koordinaten (r0 ; 0 ; 0) und (–r0 ; 0 ; 0) , der Schnittpunkt mit dem geozentrischen Breitengrad ε hat die Koordinaten (0 ; – rεcosε ; rεsinε) , der Schnittpunkt mit dem geozentrischen Breitengrad –ε hat die Koordinaten (0 ; rεcosε ; – rεsinε) . Die Ortsvektoren vom Erdmittelpunkt zu diesen vier Punkten sind zueinander senkrecht und liegen alle in der Ekliptik; ihre Normierungen auf Betrag 1 sind dann (1 ; 0 ; 0) , (–1 ; 0 ; 0) , (0 ; –cosε ; sinε) , (0 ; cosε ; –sinε). Der Nordpol hat die Koordinaten (0 ; 0 ; rmin) , sein Ortsvektor steht auf (r0 ; 0 ; 0) und (–r0 ; 0 ; 0) senkrecht, daher steht seine Projektion (die der Erdachse) auf die Ekliptik stets in Richtung des besagten Schnittpunktes mit dem geozentrischen Breitengrad ε. Der Richtungsvektor von der Sonne zum Erdmittelpunkt verläuft wie gesagt in der Ekliptik und hat gegen (r0 ; 0 ; 0) (gerichtet gegen den Uhrzeigersinn) den Winkel ω(t) , denn (r0 ; 0 ; 0) ist genau der Richtungsvektor, der in der Definition von ω(t) als Bezug verwendet wird.
Der Vektor von der Sonne zum Erdmittelpunkt ist (auf Betrag 1 normiert):  
cos ω(t) ∙ (1 ; 0 ; 0) + sin ω(t) ∙ (0 ; cosε ; –sinε) = (cosω(t) ; sinω(t)cosε ; –sinω(t)sinε) ; 
der entgegengesetzte Vektor vom Erdmittelpunkt zur Sonne, also der Ortsvektor der Sonne, ist (auf Betrag 1 normiert): (–cosω(t) ; –sinω(t)cosε ; sinω(t)sinε)

Wo schneiden die Vielfachen von  (–cosω(t) ; –sinω(t)cosε ; sinω(t)sinε)  die Erdoberfläche, auf welchem geozentrischen Breitengrad α(t) ? Wo sie den Betrag des zugehörigen Erdradius rα(t) haben, also mit den Koordinaten (–rα(t)cosω(t) ; – rα(t)sinω(t)cosε ; rα(t)sinω(t)sinε) . Dieser Ort steht also im Quasi-Zenith. Da das Koordinatensystem so festgelegt war, daß die dritte Komponente der Erdachsenrichtung entspricht und die beiden ersten der Äquatorebene entsprechen, ist die dritte Komponente gleich mit rα(t)sinα(t) , also rα(t)sinα(t) = rα(t)sinω(t)sinε, also

sin α(t) = sin ω(t) sin ε   mit  |ω(t) – arg
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Insbesondere α(t0) = α(t0+I) = 0 (Sonne senkrecht über dem Äquator, wenn im Norden der Erde der Frühling und im Süden der Herbst beginnt), α (t0 +
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) nahe 0 (Sonne ebenfalls senkrecht über dem Äquator, wenn umgekehrt), α (t0 +
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) ≈ ε (Sonne senkrecht über dem nördlichen Wendekreis, wenn im Norden der Erde der Sommer und im Süden der Winter beginnt), α (t0 + 3
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) ≈ –ε (Sonne senkrecht über dem südlichen Wendekreis, wenn umgekehrt). Im Weiteren werden  sin α(t)  und  cos α(t)  benötigt, nicht α(t) selbst.
Jedoch ist α(t) bei weitem nicht linear, sondern nur in der Nähe des Äquators annähernd, also zum Frühlings- und Herbstanfang (dann α(t) ≈ ω(t)sinε), weil dann sinω(t) ziemlich klein gegenüber 1 und daher annähernd linear ist, und sinω(t)sinε noch kleiner, daher arcsin(sinω(t)sinε) noch annähernder linear; jedoch ändert sich α(t) sonst langsamer und ist in der Nähe der Wendekreise, also zum Sommer- und Winteranfang, nahezu konstant, weil dann sinω(t) nahe 1 und daher annähernd konstant ist, jedoch sinα(t) = sinω(t)sinε wesentlich kleiner als 1 , höchstens 0,398 , daher wird der Fehler für cosα(t) nicht größer als der Fehler für sinα(t). Daher ist im März/April/September/Oktober die Zunahme und Abnahme der Nächte am schnellsten, aber im Juni/Juli/Dezember/Januar besonders langsam.
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Wird statt ω(t) eine Näherung ω*(t) verwendet, welchen Fehler hat  sinα(t)  gegen  sinω*(t)sinε  ? 

Unter Verwendung des Mittelwertsatzes:  |sin α(t) – sin ω*(t) sin ε|  =  sin ε ∙ |sin ω(t) – sin ω*(t)| 
≤ sin ε |ω(t) – ω*(t)| max {|cos x| : x zwischen ω(t)und ω*(t)} ≤ sin ε |ω(t) – ω*(t)| ;
|sin α(t) – sin ω*(t) sin ε|  =  sin ε ∙ |sin ω(t) – sin ω*(t)| 
≤ sin ε |ω(t) – ω*(t)| max {|cos x| : x zwischen ω(t)und ω*(t)} 

≤ sin ε |ω(t) – ω*(t)| max {|cos ω*(t)| + |x – ω*(t)|  : x zwischen ω(t)und ω*(t)}
≤ sin ε |ω(t) – ω*(t)| ( |cos ω*(t)| + |ω(t) – ω*(t)| )  .
Wählen wir ω*(t) := 2π
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 mit t im Zeitraum von der Winter- zur Sommersonnenwende auf der nördlichen Erdhälfte und mit t0 als Zeitpunkt des Frühlingsanfangs (d.h. denken wir uns die Bahn der Erde als gleichförmige Kreisbahn mit der Sonne im Mittelpunkt, mit |t–t0| ≤ 94 Tage), so ist |ω(t) ‑ ω*(t)| ≤ 0,07028∙|sinπ
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|sin α(t) – sin 2π
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So kann auch näherungsweise ermittelt werden, zu welchem Zeitpunkt t ein bestimmtes α(t) erreicht wird: im Halbjahr von der Winter- zur Sommersonnenwende
|
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sofern |sin α(t)| ≤ sin ε (1–0,02137) = 0,3893 .

Analog gelten die gleichen Fehler auch entsprechend für t im Zeitraum von der Sommer- zur Wintersonnenwende auf der nördlichen Erdhälfte, wenn stattdessen t0 als Zeitpunkt des Herbstanfangs genommen wird.

Wählen wir stattdessen ω*(t) := 2π
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 – ω0 , so ist   |ω(t) – ω*(t)| ≤ 0,000153 , also

|sin α(t) – sin (2π
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Für zwei verschiedene Zeitpunkte t1 und t2 mit |t1– t2| ≤ 12h folgt  
|sinα(t1) – sinα(t2)| = sinε |sinω(t1) – sinω(t2)| ≤ sinε |ω(t1)–ω(t2)| max {|cosω(x)| : x zwischen t1und t2} 
≤ sinε |ω(t1)–ω(t2)| max {|cosω(t1)|+| ω(t1)–ω(x)| : x zwischen t1und t2} 

≤ sinε (6,500345
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Diese Fehlerschranke hat ihr Maximum 
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Betrachten wir also für einen beliebigen Tag des Jahres das sinα(t1) zur Mittagszeit t1 , dann gilt dieses mit diesem Fehler auch als sinα(t) für die vorangegangen 12 Stunden und für die nachfolgenden 12 Stunden; im Rahmen dieser Fehlertoleranz gibt es also für jeden Tag des Jahres ein konstantes sinα für den geozentrischen Breitengrad α des Quasi-Zenith an diesem Tag. 
Die hohe Genauigkeit, mit der wir sinα(t) als  sin(2π
[image: image300.wmf]I

t

+
[image: image301.wmf]T

t

2

π

 

cos

 

e

 

-

 

c

T

t

sin2

π

 

2e

–ω0) sinε  berechnen konnten, geht dann also verloren, denn wenn  sin(2π
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–ω0) sinε  als Näherung für sinα(t1) dient, ergibt sich für  t1–12h ≤ t ≤ t1+12h  die Fehlerschranke (stimmt für das zweite Halbjahr nicht ganz, wenn nicht t0 durch den Herbstanfang ersetzt wird):  |sinα(t) – sin(2π
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Aber die geringe Genauigkeit von sinα(t) als  sin2π
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|sin α(t) – sin 2π
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Andere Idee zur Näherung für  sin α(t) : 

f := ω(t) – arg
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sin α(t) = sin (ω(t)–arg
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Näherungen für  cos arg
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 , oder wenigstens so genau wie diese. Da solche Näherungen nicht zu finden sind, hilft diese Idee nicht weiter.

Wie ergibt sich die wahre Ortszeit, wie weit unterscheidet sie sich von der mittleren?

Für den Stand der Sonne kommt es auf die wahre Ortszeit an, nicht auf die mittlere Ortszeit. Was heißt das? Früher, als noch jede Uhr jeden Tag nach der Sonne neu gestellt werden mußte, gab es nur die wahre Ortszeit, d.h. es galt überall täglich genau dann 12 Uhr, wenn die Sonne um Mittag ihren höchsten Stand hatte und genau im Süden (von weit südlichen Ländern aus gesehen im Norden) stand. Jedoch erwies sich, daß demnach die Tageslänge im Lauf des Jahres um viele Sekunden schwankt. Das erkannten bereits Astronomen der alten Griechen. Als es später Uhren gab, die monatelang ohne Nachstellen funktionierten (diese waren für die Längengradbestimmung auf See sehr erwünscht, und dort wurden sie besonders stabil gebraucht), wurde die gleichmäßige Tageslänge von genau 24 Stunden eingeführt, so daß der Zeitraum von 12 Uhr bis 12 Uhr in allen Jahreszeiten gleich lang auf die Sekunde ist. Zunächst geschah dies an jedem Ort genau gemäß dem dortigen durchschnittlichen Stand der Sonne (mittlere Ortszeit). Jeder Ort behielt also andere Uhrzeit; nur wenn mehrere Orte genau auf gleichem Längengrad liegen, hatten sie gleiche Uhrzeit. Da sich der Tagesfehler im Lauf der Monate addiert, unterscheiden sich wahre und mittlere Ortszeit in einigen Kalendermonaten um ungefähr eine Viertelstunde, man kann ihren Unterschied also nicht vernachlässigen. Bald darauf erwies sich aber, daß mit so vielen unterschiedlichen Uhrzeiten schlecht Bahnfahrpläne aufzustellen waren. Schließlich einigte man sich weltweit auf 24 Zeitzonen, die sich um ganze Stunden unterscheiden, wobei die mittlere Ortszeit von Greenwich bei London als westeuropäische Zeit dient. An jedem Ort weicht natürlich die mittlere Ortszeit von der in Greenwich genau proportional zu seinem Längengrad ab, und die wahre Ortszeit auch. Aber wie läßt sich genauer beschreiben, wie weit sich mittlere und wahre Ortszeit unterscheiden? Wann ist es an welchem Tag des Jahres Mittag nach wahrer Ortszeit, gemessen an der mittleren Ortszeit?

Eine schlechte Nachricht vorweg: Grobe Näherungen, Ungenauigkeiten und hohe Fehlertoleranz wie im vorigen Kapitel mit ω*(t) := 2π
[image: image384.wmf]I

t

-

t

0

, das können wir uns in diesem Kapitel nicht leisten, um ein ungefähres Ergebnis zu bekommen; die Näherung der Erdbahn als gleichförmige Kreisbahn ist also zu ungenau. Denn unsere Rechnung wird rasch dahin führen, daß wir zwei Terme, die sehr dicht beieinander liegen, voneinander abziehen müssen, so daß die Differenz um Zehnerpotenzen kleiner ist als beide einzelnen Terme. Dies ist in der Fehlerrechnung eine der schlimmsten Sachen, die passieren können. Wir müssen darum die Rechnung ins Komplizierte ziehen und diese Differenz so umformen, daß sie sich über eine ganz einfache Differenz ausdrücken läßt, wenn auch mit viel Drumherum. Um dies zu schaffen, müssen wir sehr genau rechnen und dürfen danach erst Näherungen vornehmen. Die Erdbahn als gleichförmige Kreisbewegung mit der Sonne im Mittelpunkt zu nähern, würde das Ergebnis merklich verfälschen. Umfangreiche notwendige Vorüberlegungen habe ich in der Arbeit zu den Bahnen der Himmelskörper angestellt, denn die Erdbahn um die Sonne bereitet mehr Schwierigkeiten als die gleichmäßige Eigendrehung der Erde. Und in den nachfolgenden Kapiteln gäbe es ohne die wahre Ortszeit nur ein grob ungefähres Ergebnis.
Die Erde dreht sich in 23h 56‘ 4‘‘ gleichmäßig um ihre Achse, daher ist dies der Zeitraum, in dem sich scheinbar das Himmelsgewölbe mit allen seinen Fixsternen dreht, und wird Sterntag genannt; jedoch hat die Sonne nach diesem Zeitraum noch nicht wieder ganz über dem gleichen Längengrad wie zuvor ihren Höchststand, weil die Erde sich ein Stück weiter auf ihrer Bahn um die Sonne gedreht hat. Die Abweichung im Längengrad ist jedoch nicht einfach ungefähr gleich der Veränderung des o.g. Winkels arg
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(t) oder ω(t) , weil die Ekliptik nicht mit der Äquatorebene übereinstimmt. Es hängt vielmehr an der Projektion von (cosω(t) ; sinω(t)cosε ; –sinω(t)sinε) auf die Äquatorebene, also an (cosω(t) ; sinω(t)cosε ; 0) , und an deren Winkel gegen (1 ; 0 ; 0) ; dieser Winkel ist aber so wie ω(t) als gerichtet gegen den Uhrzeigersinn zu verstehen, und unbegrenzt wachsend, also kleiner als null für t < t0 , größer als null für t > t0 , und periodisch in dem Sinn, daß er stets um 2π wächst, wenn ω(t) um 2π wächst, also wenn t um I wächst. Wir nennen ihn Ψ(t); cos Ψ(t) = 
[image: image386.wmf]|

0)

 

;

 

cos

ε

 

(t)

sin

 

;

 

(t)

(cos

|

0)

 

;

 

0

 

;

 

(1

 

·

 

0)

 

;

 

cos

ε

 

(t)

sin

 

;

 

(t)

(cos

w

w

w

w

 = 
[image: image387.wmf]cos²

ε

 

(t)

sin²

+

(t)

cos²

(t)

cos

w

w

w

. Ist ω(t) ein Vielfaches von 
[image: image388.wmf]2

π

 , so Ψ(t) = ω(t) ; daher stets |Ψ(t) – ω(t)| < 
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 . Für 0 ≤ ω(t) ≤ π ist Ψ(t) = arccos
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 , für π ≤ ω(t) ≤ 2π ist Ψ(t) = 2π ‑ arccos
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 übereinstimmen, haben sinΨ(t) und sinω(t) stets das gleiche Vorzeichen, also sinΨ(t) = 
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Abweichend von der internationalen Norm bezeichnen wir hier als Längengrad 0 denjenigen Längengrad, wo zum Zeitpunkt t = t0 gerade exakt Mittag nach wahrer Ortszeit ist. Derjenige Längengrad, auf dem zu irgendeinem beliebigen Zeitpunkt t exakt Mittag nach wahrer Ortszeit ist, ergibt sich durch die Funktion  γ(t) := –2π
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 + Ψ(t) , und zwar entspricht er  γ(t) mod 2π . Im Laufe eines Jahres wächst  2π
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  von 0 bis auf 2π∙365,2... ; es vollzieht also etwa 365 Vollwinkel, aber Ψ(t) nur einen. Zu welchem Zeitpunkt t‘ (muß ungefähr einen Tag nach t sein) ist  γ(t‘) = γ(t)–2π ? Dann ist t‘–t die Dauer eines Tages ab Zeitpunkt t nach wahrer Ortszeit auf demjenigen Längengrad, der zum Zeitpunkt t exakt Mittag nach wahrer Ortszeit hat. Wir fragen weiter für eine beliebige natürliche Zahl k : Zu welchem Zeitpunkt t* ist  γ(t*) = γ(t)–2kπ ? Dann ist Δ := t*–t die Dauer von k aufeinanderfolgenden Tagen ab Zeitpunkt t nach wahrer Ortszeit auf demjenigen Längengrad, der zum Zeitpunkt t exakt Mittag nach wahrer Ortszeit hat; Δ hängt also von t und k ab.
–2πk = γ(t+Δ) – γ(t) = –2π
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und wenn es kein Vielfaches von π ist, so

tan 2π (
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Der Tangens läßt sich bekanntlich nicht ganz einfach zum Arkustangens umkehren, denn das ist nicht eindeutig, weil stets tan x = tan(x+π) = tan(x+2π) = tan(x+3π) = tan(x+4π) usw. Aus einer Gleichung  der Form tan x = a  folgt  x–πn = arctan a  mit einer geeigneten ganzen Zahl n, für die  |x–πn| < 
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Δ muß ungefähr k∙24 Stunden entsprechen; unterstellen wir |Δ–k∙24h| ≤ 
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Aber wenn 
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 (das schließt das vorherige nicht aus, meistens ist beides erfüllt, immer wenigstens eines, jedoch bei kleinem k nur das vorherige), so folgt
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  ,  somit
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Am besten ist es, so zu verfahren: Wenn 
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verwendet, ansonsten die Gleichung
Δ = 23h56‘4‘‘ (k + 
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Freilich können ω(t) und ω(t+Δ) nicht ganz genau berechnet werden: ω(t) kann genähert werden durch  2π
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 – ω0 , dabei beträgt der Fehler höchstens 0,000153 ;  ω(t+Δ) kann genähert werden durch  2π
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 – ω0 mit derselben Fehlerschranke, wobei unterstellt werden kann, daß es für kleines k etwa den gleichen tatsächlichen Fehler hat; ω(t+Δ)–ω(t) muß dann genähert werden durch die Differenz beider:   2π
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 , wobei unterstellt werden kann, daß die Fehler sich für kleines k und somit für kleines Δ dann größtenteils gegeneinander aufheben, wenn sie voneinander abgezogen werden; was wir für k=1 untersucht haben, wobei ein Fehler unter 0,0000095 übrigbleibt. Wir haben eine nichtlineare Gleichung für Δ , wissen jedoch aus Beobachtungen spätestens seit Ptolemäus, daß Δ stets um weniger als eine Stunde von k∙24h abweicht, und auch um weniger als k Minuten (tatsächlich deutlich weniger). Wenn wir aber deswegen  
2π
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 = 0,000741 (ergibt 0,000894 zusammen mit 0,000153) und die Fehlerschranke 
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 = k∙0,00001235 (ergibt für k = 1 in der ω-Differenz 0,0000228 zusammen mit 0,0000095), also für großes k weit größer als die bisherigen Fehlerschranken.

Eine theoretische pauschale Fehlerabschätzung für diese näherungsweise Berechnung von 
arctan 
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arctan 
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 würde auf eine viel größere Fehlerschranke führen als den wirklichen Fehler, weil die Dreiecksungleichung mehrfach nötig wäre und oft der Betrag von Sinus und Kosinus durch 1 ersetzt werden müßte. Jedoch kann für jedes t und k dieser lange Quotient in vier Versionen ausgerechnet werden: nämlich für k ≥ 60 mit 
ω(t)  als  2π
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ω(t+Δ)  als  2π
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diese zwei Näherungen für ω(t) und zwei Näherungen für ω(t+Δ) ergeben zusammen vier Näherungen für 
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 , und zwischen diesen vier Werten muß der richtige Wert dieses langen Quotienten liegen. Daran ist zu sehen, wie genau das Ergebnis für Δ wird. Testreihen zeigen das Ergebnis: Mit ω(t) als  2π
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 – ω0  und ω(t+Δ)  als  2π
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 – ω0  folgt Δ auf gut eine Viertelminute genau.
Für k < 60 ist bei ω(t+Δ) anstatt 0,000894 besser 0,000153+k∙0,00001235 anzusetzen, jedoch gibt es zu ω(t+Δ)–ω(t) eine kleinere Fehlerschranke als 0,000153, so daß die Fehlergrenzen zur Berechnung von  ω(t+Δ)–ω(t)  enger ausgelegt werden können: für k = 1 kann der lange Quotient berechnet werden mit
ω(t+Δ)–ω(t)  als  2π
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ω(t+Δ)–ω(t)  als  2π
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aber in dem Term  cosω(t+Δ)cosω(t) + sinω(t+Δ)sinω(t)cos²ε , da bleibt ω(t) mit der Fehlerschranke 0,000153 zu belassen, und ω(t+Δ) mit der Fehlerschranke 0,000153+0,00001235 = 0,000165 . Testreihen zeigen das Ergebnis: Mit ω(t) als  2π
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 – ω0  folgt Δ auf eine gute halbe Sekunde genau.
Aber hingegen die Erdbahn als gleichförmige Kreisbewegung mit der Sonne im Mittelpunkt zu nähern, also e zu ersetzen durch 0, würde einen Fehler von bis zu ungefähr 
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 in die Funktion ω hineinbringen, also erheblich fehlerhafter als alle anderen Näherungen sein. Da wäre einfach ω(t) durch 2π
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 zu nähern, und für k = 1 läge das Ergebnis, sogar mit dem korrekten t0 , um teilweise fast 9 Sekunden zu niedrig oder zu hoch, also ganz falsch; für k ≥ 60 oft um über 8 Minuten, also auch ganz falsch, und z.B. für k = 210 und t = 80 Tage um mehr als 14 Minuten zu hoch, aber für k = 150 und t = 290 Tage um mehr als 14 Minuten zu niedrig. Wollten wir diese Ergebnisse verwenden, könnten wir uns die wahre Ortszeit ebenso gut ganz sparen. Aber in den nachfolgenden Kapiteln wird sie sich als nicht unbedeutend erweisen.
Wir betrachten nun ganze Tage ohne Berücksichtigung einer Ausgangs-Uhrzeit. Der 4. Januar entspricht t = 0 . Genau genommen, wenn wir t mit lauter Beispielwerten von ganzen Tagen füllen, beziehen wir uns an jedem Tag des Jahres auf die Uhrzeit, wann am 4. Januar die Erde am nächsten zur Sonne steht. Die tatsächliche Abweichung zwischen wahrer und mittlerer Ortszeit hängt freilich davon ab, wie die mittlere Ortszeit festgelegt wird: dafür ist ein geeigneter Tag des Jahres auszusuchen, dessen wahre Ortszeit für das ganze Jahr übernommen wird. Wollte man den 4. Januar dafür nehmen, also t = 0 setzen, so liegt für jede Anzahl k von Tagen nach dem 4. Januar die Gesamtdauer dieser k Tage bei dem hier berechneten Δ, die wahre Ortszeit läge also am k. Tag nach dem 4. Januar, sofern Δ > k∙24h, um Δ–k∙24h später als die „mittlere Ortszeit“, und sofern Δ < k∙24h, um k∙24h–Δ früher als die „mittlere Ortszeit“. Das würde aber folgendes Ergebnis bringen (Achtung, es gibt freilich wegen der Schaltjahre mal Abweichungen um einen Tag): größte „Verspätung“ nach 39 Tagen (12. Februar) zwischen 9,38‘ und 9,73‘ , größte „Verfrühung“ von Januar bis August nach 131 Tagen (15. Mai) zwischen 8,13‘ und 8,63‘ , größte „Verspätung“ von April bis Dezember nach 203 Tagen (26. Juli) zwischen 1,41‘ und 1,90‘ , größte „Verfrühung“ nach 304 Tagen (4. November) zwischen 21,15‘ und 21,63‘ . Also viel größere Verfrühung als Verspätung. Um dies zu ändern und einen möglichst geringen Maximalfehler zu erzielen, müßte die mittlere Ortszeit also um etwa 
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 = 5,9‘ früher gelegt werden, das gäbe als größte „Verspätung“ etwa 
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 = 15,5‘ und als größte Verfrühung ebenfalls; sinnvoller ist aber eine umständlichere Vorgehensweise, nämlich den Jahresdurchschnitt zu ermitteln, also für alle k von 1 bis 365 die Näherungswerte der  Δ–k∙24h  zusammenzuzählen und die Summe durch 365 zu teilen: das ergibt   –4,85‘ . Und an welchen Tagen haben wir, solange die mittlere Ortszeit auf den 4. Januar bezogen ist, als Näherungswert möglichst genau 4,85‘ „Verfrühung“? Nach 103 (17. April), 161 (14. Juni), 241 (2. September) und 356 (26. Dezember) Tagen, und am besten paßt davon in dieser Näherung der 17. April. Und welche mittlere Ortszeit wird tatsächlich amtlich festgelegt (diejenige für den 15. Längengrad östlich von Greenwich, wo Görlitz liegt, ist die gültige mitteleuropäische Zeit)? Derzeit ist dies bei Wikipedia bei https://de.wikipedia.org/wiki/Zeitgleichung für 2011 angegeben: die mittlere Ortszeit stimmte mit der wahren Ortszeit am 13. April, 13. Juni, 1. September und 25. Dezember 2011 überein. Der Tag der größten „Verspätung“ in 2011 war der 11. Februar mit 14‘4‘‘, und der Tag der größten „Verfrühung“ der 3. November mit 16‘26‘‘. Mit einem dieser vier Werte für t, wann mittlere und wahre Ortszeit übereinstimmen, ergibt sich also: Für jede Anzahl k von Tagen nach dem zu t gehörigen Bezugstag ist das entsprechende Δ für dieses t und k zu berechnen, und wenn Δ > k∙24h, so liegt am k. Tag nach dem zu t gehörigen Bezugstag die wahre Ortszeit um Δ–k∙24h später als die mittlere Ortszeit, und wenn Δ < k∙24h, so liegt am k. Tag nach dem zu t gehörigen Bezugstag die wahre Ortszeit um k∙24h–Δ früher als die mittlere Ortszeit.
Für k = 1 , d.h. für die Dauer eines einzigen Tages nach wahrer Ortszeit, ist Δ im Laufe des Jahres am niedrigsten für t = 256 Tage (17. September) zwischen 24h – 21,74‘‘ und 24h – 21,16‘‘, am höchsten für t = 353 Tage (23. Dezember) zwischen 24h + 29,31‘‘ und 24h + 29,99‘‘ ; für t = 0 Tage (4. Januar) rund 24h + 27‘‘, für t = 75 Tage (20. März) rund 24h – 18‘‘, für t = 168 Tage (21. Juni) rund 24h + 13‘‘, für t = 262 Tage (23. September) rund 24h – 21‘‘, für t = 352 Tage (22. Dezember) rund 24h + 29‘‘; rund 24h + 0‘‘ für t = 38 Tage (11. Fenruar), t = 130 Tage (14. Mai), t = 203 Tage (26. Juli) und t = 303 Tage (3. November).

Wem diese Ergebnisse für Δ zu ungenau sind, der kann sie nochmals in die Berechnungsformel anstatt k∙24h einsetzen, dann kann die Fehlerschranke 0,000741 bzw. k∙0,00001235 durch eine kleinere ersetzt werden, die sich aus den gefundenen Fehlern ergibt.

Die Richtung der Sonne im Laufe von 24 Stunden auf einem beliebigen Breitengrad

Genau genommen haben verschiedene Plätze, die auf gleichem Breitengrad liegen, nur soweit den gleichen Erdradius, soweit sie sich auf der Oberfläche des Ozeans befinden; denn an Land ist ja die Höhe des Erdbodens über dem Meeresspiegel überall verschieden (und auf See die Tiefe des Meeresgrundes auch, aber das ist für den Blick auf die Sonne egal). Es ist daher nicht ganz präzise, den Erdradius eines Bezugsortes an Land mit rβ gleichzusetzen, dem Erdradius am beliebigen geozentrischen Breitengrad β auf der Oberfläche des Ozeans (zwischen –
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 , β < 0 bedeutet südliche Breite, β > 0 bedeutet nördliche Breite, β = 0 bedeutet Äquator, β = 
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 bedeutet Nordpol, β = –
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 bedeutet Südpol); in dieser Rechnung müßte also strenggenommen rβ je nach genauem Bezugsort ein wenig verändert werden, aber dies können höchstens knapp 9 km Unterschied sein (Gipfel des Mount Everest), also nur wenig mehr als ein Tausendstel des Erdradius. Außerdem macht es deshalb nichts, weil rβ in den Ergebnisformeln herausfällt.

Derjenige Tropenort, wo die Sonne gerade im Quasi-Zenith steht, wechselt im Laufe eines Tages wegen der Erdrotation mit gleichmäßiger Geschwindigkeit von Osten nach Westen auf dem geozentrischen Breitengrad α(t) gemäß dem vorherigen Kapitel, und er ist nach fast genau 24 Stunden (äußerstenfalls eine halbe Minute mehr oder weniger) wieder auf dem gleichen Längengrad. Wir betrachten während des gesamten Tages einen festen Bezugsort mit geozentrischer Breite β . Als Zeitmaßstab muß nun die wahre Ortszeit des Bezugsortes dienen: Der Zeitpunkt t = 0 sei nun als derjenige Moment festgelegt, wenn der momentane Ort im Quasi-Zenith sich genau auf dem Längengrad des Bezugsortes befindet, also 12 Uhr mittags nach wahrer Ortszeit. Der oben definierte Zeitraum t1–t0 (Differenz zwischen dem Mittag dieses Tages und dem astronomischen Frühlingsanfang) wird jedoch in gleicher Größe noch benötigt.
Denken wir uns zu einer beliebigen Uhrzeit des Tages die Erde halbiert durch die Schnittebene (uhrzeitabhängig), die durch den Bezugsort, den momentanen Ort im Quasi-Zenith und den Erdmittelpunkt gebildet wird, so befindet sich die Sonne in dieser Schnittebene, und die gekrümmte Linie ebenfalls, die vom Bezugsort aus auf der Erdoberfläche entlang auf dem kürzesten Weg (Luftlinie) zum momentanen Ort im Quasi-Zenith führt. Die Himmelsrichtung, unter der man vom Bezugsort aus die Sonne sieht, ist also die Richtung der Tangente an diese gekrümmte Linie, d.h. die Blickrichtung zum Horizont in Richtung zum momentanen Ort im Quasi-Zenith; und die Höhe der Sonne über dem Horizont ist der Winkel zwischen der Richtung zur Sonne und der Richtung der Tangente, wenn es zum Horizont ein waagerechter Weg ist. Hierbei ist zu beachten: Mancher meint, nur in den Tropen könne man die Sonne genau in westlicher oder östlicher Richtung sehen, und zwar immer von demjenigen Breitengrad aus, auf dem gerade der Ort liegt, wo sie im Zenith steht. Das ist falsch: Ein Bezugsort in den Tropen, der an diesem Tag gerade auf dem Breitengrad des Quasi-Zenith liegt, sieht die Sonne nicht genau in östlicher oder westlicher Richtung, denn der kürzeste Weg vom Bezugsort zum momentanen Ort im Quasi-Zenith führt nicht den Breitengrad entlang (weil eine Schnittebene der Erde entlang dem Breitengrad nicht durch den Erdmittelpunkt führen würde), sondern er führt zunächst auf höhere (d.h. polnähere) Breitengrade und dann auf den Ausgangs-Breitengrad zurück. Umgekehrt kommt es vor, daß ein Bezugsort in Eurasien oder Nordamerika die Sonne im Sommerhalbjahr am Morgen kurzzeitig genau östlich sieht, am Abend genau westlich, und davor bzw. danach sogar leicht nordwärts geneigt; denn es ist beispielsweise so: der kürzeste Weg zu demjenigen Äquatorort, dessen Längengrad genau um 
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 (um 90°) vom Bezugsort abweicht, berührt am Bezugsort dessen Breitengrad tangential, steht also am Bezugsort im rechten Winkel zur Nord- und zur Südrichtung – daher wird dieser Äquatorort genau in östlicher bzw. westlicher Richtung gesehen, obwohl er südlicher als der Bezugsort liegt.

Denken wir uns nun in der Erde und um die Erde ein anderes Koordinatensystem, das ganz mit der Erde und ihrer Eigendrehung mitwandert: Nullpunkt im Erdmittelpunkt, x-Achse in Richtung zum Äquator 90 Längengrade westlich des Bezugsortes (für den Nordpol oder Südpol als Bezugsort kann irgendein Längengrad gewählt werden, und dann ist als verwendete Uhrzeit eben die Uhrzeit dieses Längengrades zu wählen), y‑Achse in Richtung zum Äquator auf dem Längengrad des Bezugsortes, z-Achse in Richtung zum Nordpol. Der Bezugsort hat dann die Koordinaten (0 ; rβcosβ ; rβsinβ) , sein genormter Ortsvektor (d.h. dieser Vektor geteilt durch seinen Betrag, so daß sich Betrag 1 ergibt) ist (0 ; cosβ ; sinβ); der momentane Ort im Quasi-Zenith (weil seine x- und y-Koordinaten zusammen gegen die des Bezugsortes gedreht sind um den Winkel π
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) hat die Koordinaten (rα(t)cosα(t) sinπ
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 ; rα(t)cosα(t) cosπ
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 ; rα(t)sinα(t)) , sein genormter Ortsvektor ist (cosα(t) sinπ
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Höhenwinkel der Sonne über dem Horizont, bei Nacht unter dem Horizont

Wie gesagt muß hier unterstellt werden, daß es zum Horizont ein waagerechter Weg ist, daß man also nicht von einem Berg hinunter- oder aus einem Tal hinaufschaut.

Die Blickrichtung zur Sonne verläuft parallel zur Linie Erdmittelpunkt-Quasizenith-Sonne, weil die Erde verschwindend klein gegenüber ihrer Entfernung zur Sonne ist (der Winkelfehler hierbei ist abgesehen von der langen Polarnacht maximal der Quotient von Pol-Erdradius und Sonnenentfernung 
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 = 0,000042). Diese Blickrichtung hat daher zur Senkrechten den gleichen Winkel, den im Erdmittelpunkt die Richtungen zum Bezugsort und zum momentanen Ort im Quasi-Zenith haben – bis auf den kleinen Unterschied zwischen der geozentrischen und der geografischen Breite. Der Kosinus dieses Winkels ist das Skalarprodukt der beiden genormten Ortsvektoren. Der Winkel der Blickrichtung gegen die Waagerechte (hier genannt ς) ist dazu die Differenz zu 
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 (zu 90°), also

ς = 
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 – arccos(0 ; cosβ ; sinβ)∙(cosα(t) sinπ
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 ; cosα(t) cosπ
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 ; sinα(t))  – f

= 
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 – arccos(cosα(t) cosβ sinπ
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 + sinα(t) sinβ) – f  ,
ς =  arcsin (cosα(t) cosβ cosπ
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 + sinα(t) sinβ)  –  f   mit  |f| < 0,00175+0,000042 = 0,00179 ; in den Tropen |f| < 0,00126+0,000042 = 0,00130 .
Den Fehler f können wir uns aber nicht dadurch sparen, indem wir β als geographische anstatt geozentrische Breite nähmen: denn die senkrechte Schnittebene durch die Erde in meiner Arbeit zur Erdabplattung, über die sich die geographische Breite definiert, stimmt nicht mit der hier verwendeten schrägen Schnittebene überein. Im Laufe eines Tages ändert sich f im Rahmen unserer Fehlerrechnung nicht, da sich der Unterschied zwischen geografischem und geozentrischem Breitengrad nie ändert und da der Winkelfehler zwischen Blickrichtung zur Sonne und Linie Erdmittelpunkt-Quasizenith-Sonne viel kleiner ist.
Der Höhenwinkel ς zur Zeit t = 0 (Mittag nach wahrer Ortszeit) ist 
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 – |α(0)–β| – f ; dies ist kleiner als 0 , wenn  |β| > 
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 – f – |α(0)|  und  α(0)β < 0 (lange Polarnacht im Herbst/Winter, d.h. Dauernacht ohne Tag). Der Höhenwinkel ς zur Zeit t = ±12h (Mitternacht nach wahrer Ortszeit) ist |α(±12h)+β| – 
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 – f ; dies ist größer als 0 , wenn  |β| > 
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 + f – |α(±12h)|  und  α(±12h)β > 0 (langer Polartag im Frühling/Sommer, d.h. Dauertag ohne Nacht mit Mitternachtssonne).
Den Sonnenaufgang und Sonnenuntergang gibt es also nicht für |β| > 
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 – f – |α(t)| , was innerhalb der Polargebiete liegt. Ansonsten ist genau bei Sonnenaufgang und Sonnenuntergang ς = 0 , also arcsin (cosα(t) cosβ cosπ
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 + sinα(t) sinβ) = f ,  d.h. cosπ
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  stimmt überein mit  –tanα(t)tanβ  bis auf den Fehler 
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. Daraus ergibt sich die Zeit für Sonnenaufgang und Sonnenuntergang näherungsweise; dies erfolgt noch genauer.
Wie stark ändert sich ς im Lauf eines Tages, also von Mittag bis Mitternacht? Die Differenz ist 

π – |α(0)–β| – |α(12h)+β| = π – 2|β| ± |α(0)–α(12h)| ≤ π – 2|β| + 
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 , wenn |β| ≥ |α(0)| und |β| ≥ |α(12h)| (also zumindest außerhalb der Tropen). Je näher der Bezugsort am Pol liegt, um so weniger ändert sich ς im Lauf eines Tages natürlich, und am Pol selbst nur um |α(0)–α(12h)| selbst; klar, denn am Nordpol gilt ς = α(t) – f , am Südpol gilt ς = –α(t) – f .
Die Sonne steigt und sinkt im Laufe des Tages dann am stärksten, wenn α(0) ≈ β ≈ 0 (d.h. Zeit der Tag- und Nacht-Gleiche, Beobachtungsort am Äquator), weil dann der Faktor cosαcosβ am größten wird, und dann ist ς ungefähr π(
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) ; ein Zeitunterschied z.B. von 15 Minuten (ungefähr der größte Unterschied zwischen mittlerer und wahrer Ortszeit) bedeutet für ς dann einen Unterschied von 
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= 0,06545 , ist also nicht unbedeutend. Die genaue Uhrzeit ist also wichtig, daher ist es durchaus angebracht, auf wahre Ortszeit zu achten. Für β = 0,84 (ungefähre Breite von München) und α(0) = 0 und t = ±6h ist  arcsin(cos0 cosβ cosπ
[image: image582.wmf]12h
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 + sin0 sinβ) = 0 , jedoch für t = 6h–15‘ ist es 0,0437 (das sind 2,50°) , fast drei mal so viel wie die Fehlerschranke für ς als 0,0150 , so daß sich der Fehler bei Ignoranz der wahren Ortszeit fast vervierfachen kann.
Zum Durchrechnen kann sinα(t) mit der komplizierten obigen Näherung sehr genau ausgerechnet werden, wenn es nicht als tageskonstant angenommen wird. Verwenden wir aber stattdessen die oben beschriebenen gröberen Näherungen: Welchen Fehler bringt das für ς ? 
Für die Funktion f(x) := 
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 mit |x| < 1 gibt es nach dem Mittelwertsatz zu jedem x und y ein zwischen ihnen liegendes z mit f(x)–f(y) = f‘(z)∙(x–y) = –
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(x–y) ; wird sinα(t) ersetzt durch eine Näherung, die wir nun sinα‘ nennen (natürlich |sinα‘| ≤ sinε , denn sollten die obigen Näherungen das Gegenteil ergeben, wäre der Fehler offensichtlich, und es wäre genauer, für α‘ dann ±ε zu nehmen), so haben wir mit x = sinα(t) und y = sinα‘ ein α‘‘ zwischen α(t) und α’ mit z = sinα‘‘ zwischen sinα(t) und sinα‘ , also
(cosα(t) cosβ cosπ
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 + sinα(t) sinβ) – (cosα‘ cosβ cosπ
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Der Wurzelterm im Nenner wird offensichtlich gerade dann besonders klein, und zwar leider unbegrenzt nah an 0, wenn cosα*cosβcosπ
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Der Nenner ist nach unten abzuschätzen, jedoch ist es je nach S (d.h. je nach Wahl der Näherung α‘) unterschiedlich zu gewährleisten, daß er größer als 0 bleibt; 
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wir können nun zeigen, wie groß die Fehlerschranke höchstens wird, aber in den meisten Fällen wird sie deutlich kleiner sein. Für eine Obergrenze kommt es auf Folgendes an: für die Tropen ist eine gewisse geeignete Entfernungsgrenze auszumachen, wie weit die Sonne gegen Mittag (bzw. gegen Mitternacht) vom Zenith entfernt sein darf, so daß der Zenith noch eine bessere Näherung darstellt als die Formel mit dieser Fehlerschranke; hierfür braucht es die (einfachere) Abschätzung dafür, wenn die Uhrzeit nah bei Mittag (bzw. bei Mitternacht) liegt und man sich gleichzeitig nah am Breitengrad α(t) (bzw. - α(t)) befindet, wie weit sich die Sonne dann höchstens vom Zenith entfernt. Je gröber die Fehlerschranke zu |ς – arcsin (cosα‘ cosβ cosπ
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+ sinα‘ sinβ)| ist, d.h. je größer S, um so weiter werden wir diese Nähe zum Zenith auslegen müssen: Es ist je nach Größe von S auszuprobieren, wie weit die Uhrzeit von Mittag (bzw. von Mitternacht) abweichen darf und wie weit gleichzeitig der Bezugsort vom Breitengrad α(t) (bzw. - α(t)) abweichen darf, so daß die Entfernung vom Zenith ebenso groß werden kann wie die Fehlerschranke. Dies habe ich für die oben gefundenen Werte von S jeweils durch Raten ausprobiert. Natürlich habe ich erst falsch geraten, und das zeigte sich leicht, weil entweder die Abweichung vom Zenith deutlich größer war als die Fehlerschranke, oder umgekehrt. Aber dies zeigte klar, ob ich zu hoch oder zu niedrig geraten hatte, so daß es nicht lange brauchte, um richtig zu raten.
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(die letzte Abschätzung folgt durch gründliches Ausprobieren mit allen möglichen Probewerten für t); ist hingegen  D(α‘,β,t,S) := 
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Zur Berechnung von t aus ς nützt es allerdings wenig, wenn α(t) abhängig von t ist, wenn es also t voraussetzt.
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Für ς = 0 (Sonnenauf- und -untergang) gilt  
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ist hingegen  |sinς – sinα‘sinβ| ≤ 0,98235∙cosα’cosβ , so |z| ≤ 0,98235+0,015771 = 0,99812 , also | t ± 
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kurz gesagt, wenn |sinς – sinα‘sinβ| nahe bei cosα’cosβ liegt, d.h. wenn die Höhe der Sonne nahe bei ihrem Mittagsstand oder Mitternachtsstand liegt, dann ist t nur sehr ungenau zu bestimmen, nur auf 59 Minuten genau! Aber wenn sie weit davon entfernt liegt, geht es besser: ist z.B. |sinς – sinα‘sinβ| ≤ 0,41∙cosα’cosβ , so | t ± 
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Den Polarkreis haben wir für den Bezugsort gerade noch zugelassen, und dort kann bekanntlich die Sonne gerade noch um Mittag kurz aufgehen oder um Mitternacht kurz untergehen. Um den Sonnenaufgang und Sonnenuntergang zu berechnen, muß also der Bezugsort weiter eingeschränkt werden: für ς = 0 gilt    |z| ≤ tanε |tanβ| + 
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der Höhenwinkel ς = 0 wird demnach für |β| ≤ 
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Am Äquator ist dies immer ±6h, zum Frühlings- und Herbstanfang ist es überall ±6h, ansonsten mehr als ±6h im Frühling und Sommer, weniger als ±6h im Herbst und im Winter; es ist ±12h, wenn β = ±
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 – α(t) (hier gilt gerade noch Polar-Mitternachtssonne); es ist ±0h , wenn β = ±
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 + α(t) (hier gilt gerade noch die Polar-Mittagssonne).

Wenn stattdessen die Kreisbahn-Näherung verwendet wird, sinα’ = sin2π
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Wenn |β| ≤ 1,1617 und |sinς – sinα‘sinβ| ≤ 0,41∙cosα’cosβ , so | t ± 
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der Höhenwinkel ς = 0 wird für |β| ≤ 
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Himmelsrichtung der Sonne, Winkel gegen die Südrichtung (auch bei Nacht)

Wie vorhin gesagt: Die Himmelsrichtung, unter der man vom Bezugsort aus die Sonne sieht, ist die Richtung der Tangente an den gekrümmten kürzesten Weg zum momentanen Ort im Quasi-Zenith, d.h. die Blickrichtung zum Horizont in Richtung des momentanen Ortes im Quasi-Zenith. Diese Tangente liegt (wie der gekrümmte Weg selbst) in der besagten Schnittebene der Erde durch den Erdmittelpunkt und durch die beiden Orte, und sie steht (bis auf einen Winkel-Fehler unter 0,00179) senkrecht auf dem Erdradius des Bezugsortes. 

Und die Südrichtung vom Bezugsort aus, das ist die Richtung der Tangente an den Längengrad, sie verläuft in der y-z-Ebene (bis auf einen Winkel-Fehler unter 0,00179) ebenfalls im rechten Winkel zum Erdradius des Bezugsortes, und zwar nach unten.

Am Nordpol geht es eigentlich in jeder Richtung nach Süden, aber wir betrachten als Südrichtung den Längengrad, den wir bei diesem Bezugsort für das Koordinatensystem beliebig ausgewählt haben (und dessen wahre Ortszeit), und die gegenüberliegende Richtung als Nordrichtung usw; am Südpol entsprechend umgekehrt.

Um nun die Himmelsrichtung der Sonne (genannt Azimut) zwischen Norden, Osten, Süden und Westen auszudrücken, wenn der Bezugsort nicht sehr nahe dem Zenith oder genau auf der Erde gegenüber steht (sonst steht ja die Sonne nahezu senkrecht aufwärts am Himmel bzw. senkrecht abwärts hinter der Erde), brauchen wir den Zwischenwinkel σ von beiden Tangenten. Er ist wegen der besagten Winkel-Fehler der beiden Tangenten ganz geringfügig kleiner auf der nördlichen Erdhälfte (Fehler unter 2∙0,00179 = 0,0036 , und dieser Fehler tritt nur dann ungefähr ein, wenn σ nicht weit unter π liegt, die Sonne also nicht weit von der Nordrichtung) als der Zwischenwinkel zwischen beiden Ebenen, nämlich der besagten Schnittebene und der y-z-Ebene (und entsprechend geringfügig größer auf der südlichen Erdhälfte); aber die Ebenen müssen gerichtet in Nahezu-Richtung der Tangenten betrachtet werden, so daß ihr Zwischenwinkel auch größer als 
[image: image940.wmf]2
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 (90°) sein kann, nämlich höchstens π (180°). 
Vorausgesetzt ist hierbei, daß entweder |β| > |α(t)| oder |β| < |α*(t)| , wobei α*(t) hier den geozentrischen Breitengrad bezeichnet, auf dem die Sonne im richtigen Zenith steht; für α(t) = 0 (Frühlings- und Herbstanfang) ist auch α*(t) = 0, sonst |α*(t)| < |α(t)| , und |α(t)|–|α*(t)| ≤ 0,00175 . Das heißt, der Bezugsort darf nicht auf einem Breitengrad zwischen dem Zenith und dem Quasi-Zenith liegen, und auch nicht auf den entsprechenden Breitengraden auf der anderen (oberen oder unteren) Erdhälfte. Denn wir können nur mit α(t) rechnen (richtig wäre aber α*(t)), und für |α*(t)| ≤ |β| ≤ |α(t)| bringt es gegen Mittag und gegen Mitternacht ein ganz falsches Ergebnis, d.h. wenn der Zenith nahezu eintritt (denn steht die Sonne fast genau senkrecht am Himmel, dann bedeutet ihre kleinste Positionsänderung, sprich der kleinste Warte-Zeitraum oder die kleinste Änderung des Bezugsortes, eine ganz andere Himmelsrichtung). Das falsche Ergebnis läßt sich im Einzelfall daran erkennen, wenn β ein wenig erhöht und ein wenig erniedrigt wird, so daß sich ein β mit |β| > |α(t)| und ein β mit |β| < |α*(t)| ergibt, und die Ergebnisse für beide miteinander verglichen werden; nur wenn die Ergebnisse nahe zusammen liegen, kann auf ein ungefähres richtiges Ergebnis geschlossen werden. Jedoch ist es eigentlich müßig, bei Fast-Zenith noch nach der Himmelsrichtung der Sonne zu fragen.
Den Zwischenwinkel zwischen beiden Ebenen erhalten wir als den Zwischenwinkel zweier Vektoren, die auf je einer Ebene senkrecht stehen, jeder in der passenden von beiden möglichen senkrechten Richtungen. Senkrecht zur y-z-Ebene ist der Vektor (1 ; 0 ; 0) zu gebrauchen, und ein passender senkrechter Vektor zur Schnittebene ist das Kreuzprodukt von 
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Sein Zwischenwinkel σ zu (1 ; 0 ; 0) ergibt sich über das Skalarprodukt von beiden, dies ist einfach 

cosα(t) cosπ
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sinβ – sinα(t) cosβ ,  jedoch ergibt er sich auch über den Betrag von 
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Dieser Vektor und sein Betrag sind genau dann null, wenn t  = 0 und zugleich α(t) = β (wenn also der Bezugsort selbst gerade im Quasi-Zenith steht) oder wenn t = ±12h und zugleich α(t) = –β (wenn also der Bezugsort gerade zum Quasi-Zenith genau auf der anderen Seite der Erde gegenübersteht, was wir ebenfalls als Quasi-Zenith ansehen können). Dann steht die Sonne fast genau senkrecht (nach oben oder unten) am Himmel, hat also keine Himmelsrichtung. Ansonsten ergibt sich daraus der gesuchte Winkel σ für die Himmelsrichtung der Sonne (auch bei Nacht, wenn sie in der betreffenden Himmelsrichtung „verdeckt“ unter dem Horizont steht). Zuvor kann umgeformt werden:
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σ = arccot
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 – f    für 0 < |t| < 12h ;  
σ = 0 für t = 0 und β > α(0) , σ = π für t = 0 und β < α(0) , σ = 0 für t = ±12h und β < -α(±12h) , σ = π für t = ±12h und β > -α(±12h) .
Die Süd- oder Nordrichtung tritt natürlich genau für t = 0 oder t = ±12h ein; in dieser Formel bestätigt es sich dadurch, daß genau dann (cosα(t) sinπ
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 = ±1 ; und zwar Süden für t = 0 , β > α(t) , und für t = ±12h, β < – α(t) ; Norden für t = 0 , β < α(t) , und für t = ±12h, β > – α(t) ; das bedeutet, für |β| < |α(t)| (das ist im Juni und Dezember fast in den ganzen Tropen der Fall, im März und September aber nur in Äquatornähe) steht die Sonne um Mitternacht in der gleichen Himmelsrichtung wie um Mittag! Nur für |β| > |α(t)| tritt im Laufe von 24h sowohl Nord- als auch Südrichtung ein, und eines von beiden zweimal, also zwischendurch auch jede andere Himmelsrichtung.

Für 0 < t < 12h findet sich die Sonnenrichtung auf der linken Hälfte des Kompaß, für 0 > t > –12h auf der rechten Hälfte.

Ein Zeitunterschied schon von 15 Minuten (ungefähr der größte Unterschied zwischen mittlerer und wahrer Ortszeit) kann erheblich sein, vor allem in den Tropen um die Mittag- und Mitternachtszeit, wenn die Sonne besonders hoch am Himmel bzw. tief unterm Horizont steht: z.B. für α(t) = 0, β = 
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, t = 15’ (eine Viertelstunde nach Mittag) hat der Arkuskotangens den Wert 0,361 , was gegenüber 0 (Südrichtung) um 0,361 abweicht; für α(t) = 0, β = 
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, t = 15’ immerhin 0,189 (10,8°, also noch erheblich). Die wahre Ortszeit ist also durchaus angebracht. Für β = 0,84 (ungefähre Breite von München) und α(t) = 0 und t = 15’ hat der Arkuskotangens den Wert 0,088 (das sind 5,0°) , erheblich höher als die Fehlerschranke f, so daß der Fehler bei Ignoranz der wahren Ortszeit nicht zu unterschätzen ist.
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≤ 0,0169 (0,97°) für |β| ≤ 1,14 (kurz vorm Polarkreis)     bei Sonnenaufgang und -untergang
Zum allgemeinen Durchrechnen der Arkuskotangens–Formel kann sinα(t) mit der komplizierten obigen Näherung sehr genau ausgerechnet werden, bei der es nicht als tageskonstant angenommen wird. Verwenden wir aber stattdessen die oben beschriebenen gröberen Näherungen: Welchen Fehler bringt das für σ ? 
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es läßt sich nicht vermeiden, daß die Fehlerschranke unbegrenzt wächst, je näher die Sonne dem Zenith kommt; denn im Zenith treffen sich alle Himmelsrichtungen, und in seiner Nähe rücken sie unbegrenzt dicht zusammen, ähnlich wie auf der Erde die Längengrade am Nordpol und am Südpol. In der Nähe des Poles ist der Breitengrad überall fast der gleiche, aber der Längengrad schon bei kleinstem Ortswechsel ganz anders; und so ähnlich hat auch die Sonne in der Nähe des Zenith überall fast den gleichen Höhenwinkel, aber schon bei kleinster Lageabweichung bzw. bei kleinster Änderung von α(t) eine ganz andere Himmelsrichtung. Es ist daher im Unterschied zum Höhenwinkel unmöglich für die Himmelsrichtung, im Fall der Zenith-Nähe ein näherungsweises besseres Ergebnis zu finden. Die Fehlerschranke für | σ – arccot
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es ist auf 5° genau mit der gleichen Überlegung mit 
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Um welche Uhrzeit wird ein beliebiger Winkel σ zwischen 0 und π als Richtungswinkel erreicht? Die Formel  cos(σ+f) = 
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  ist nach t aufzulösen. Obwohl die Formel in der Kotangens-Form eigentlich leichter als in dieser Kosinus-Form ist, läßt sich die Kotangens-Form doch nicht nach t auflösen, weil sie t sowohl als Sinus und als Kosinus enthält. Darum muß diese schwierige Kosinus-Form dafür genommen werden, was den ganzen Rest dieser Arbeit in Anspruch nimmt.

Für jedes t > 0 wird offenbar der gleiche Ergebniswinkel wie für –t erreicht; wie gesagt wird für t = 0 oder t = ±12h stets σ = 0 oder σ = π erreicht, aber sonst immer 0 < σ < π . Angenommen, es gibt zwei verschiedene t zwischen 0 und 12h, die bei gleichem α(t) und β zum gleichen cos(σ+f) führen, also
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Aufgrund des mathematischen Gesetzes, daß 
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Es ist also die Frage, ob die Funktion 
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 für 0 < t < 12h den gleichen Wert an zwei Stellen annimmt. Dann müßte sie dazwischen nach dem Mittelwertsatz eine Stelle mit Ableitung null haben: nach der Ableitungs-Quotientenregel hat eine Funktion 
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Das bedeutet: Im Sonderfall |tanα(t)| + |tanβ| ≤ 
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Welche Winkel werden da erreicht? 

Fall 1) β > |α(t)| : Zum Zeitpunkt t = 0 ist σ = 0 und zum Zeitpunkt t = ±12h ist σ = π , also wird im Zeitraum von 0 bis 12h jeder Winkel zwischen 0 und π erreicht, und zwar nur einmal; 
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Fall 2) β < – |α(t)| : Zum Zeitpunkt t = 0 ist σ = π und zum Zeitpunkt t = ±12h ist σ = 0 , also wird im Zeitraum von 0 bis 12h jeder Winkel zwischen 0 und π erreicht, und zwar nur einmal; 
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Fall 3) α*(t) < β < –α*(t) : Zum Zeitpunkt t = 0 ist σ = 0 und zum Zeitpunkt t = ±12h ist wieder σ = 0 , zwischendurch zum Zeitpunkt t = ±
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σ+f = arccos
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also wird im Zeitraum von 0 bis  
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Fall 4) –α*(t) < β < α*(t) : Zum Zeitpunkt t = 0 ist σ = π und zum Zeitpunkt t = ±12h ist wieder σ = π , zwischendurch zum Zeitpunkt t = ±
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also wird im Zeitraum von 0 bis  
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Fall 5) α(t) = β = 0 : Zum Zeitpunkt t = 0  und zum Zeitpunkt t = ±12h steht die Sonne im Quasi-Zenith (und im Zenith), aber sonst ist immer σ = 
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 , also die Sonne für 0 < t < 12h genau im Westen und für –12h < t < 0 genau im Osten.
Von den restlichen Sonderfällen ist wegen der oben gezeigten Ungenauigkeit abzusehen.
So ergibt sich aus den obigen Fallbeschreibungen: für welche t ist σ kleiner, größer oder gleich 
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 . Daraus folgt für jedes vorgegebene σ stets, für welche t als Winkel der Himmelsrichtung σ  erreicht werden kann, und für welche t stattdessen π–σ , bzw. welches von beiden überhaupt erreicht werden kann.

Wie können wir zu einem zulässigen Wert für σ ausrechnen, zu welchem Zeitpunkt t er erreicht wird?

Da ein Winkel σ von 0 bis π genau dann im Zeitpunkt t als Winkel der Himmelsrichtung erreicht wird, wenn  
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 = cos(π–σ+f) = –cos(σ+f) im Rahmen der Fehlertoleranz; zusammengefaßt wird genau dann σ oder π–σ im Zeitpunkt t als Winkel der Himmelsrichtung erreicht, wenn 
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= (1 – cos²α(t) cos²β cos²π
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t

 – 2 cosα(t)cosβ cosπ
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t

sinα(t)sinβ – sin²α(t)sin²β) cos²(σ+f) , also 0 =
cos²α(t)(sin²β+cos²(σ+f)cos²β) cos²π
[image: image1228.wmf]12h

t

 –2(1–cos²(σ+f))sinα(t)cosα(t)sinβcosβ cosπ
[image: image1229.wmf]12h

t

 +sin²α(t)cos²β –(1–sin²α(t)sin²β)cos²(σ+f)
Da es den Quasi-Zenith genau im Fall |β| = |α(t)| gibt, wird in diesem Fall für jedes σ die quadratische Gleichung mit cosπ
[image: image1230.wmf]12h

t

 = 1 oder mit cosπ
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t

 = –1 gelöst, so wie es dem Quasi-Zenith entspricht; im Übrigen tritt eine reelle Lösung x mit |x| ≤ 1 genau dann ein, wenn zum Zeitpunkt  t = 
[image: image1232.wmf]π
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arccos x  der Winkel der Himmelsrichtung σ oder π–σ ist; und genau dann ist auch zum Zeitpunkt 
t = –
[image: image1233.wmf]π

12h

arccos x  der Winkel der Himmelsrichtung σ oder π–σ .

Eine quadratische Gleichung der Form  ax²–2bx+c = 0  ist genau dann zweideutig reell lösbar, wenn b²–ac > 0  und a ≠ 0 ; eindeutig lösbar mit doppelter Polynom-Nullstelle, wenn b²–ac = 0 und a ≠ 0 ; zudem eindeutig lösbar, wenn a = 0 und b ≠ 0 ; unendlich oft lösbar mit jedem x, wenn a = b = c = 0 ; unreell lösbar, wenn b²–ac < 0 ; gar nicht lösbar, wenn a = b = 0 ≠ c . Und hier ist 

a = cos²α(t)(sin²β+cos²(σ+f)cos²β) = cos²α(t)(1–sin²(σ+f)cos²β) , 
b = (1–cos²(σ+f))sinα(t)cosα(t)sinβcosβ = sin²(σ+f)sinα(t)cosα(t)sinβcosβ , 
c = sin²α(t)cos²β – (1–sin²α(t)sin²β)cos²(σ+f) = sin²α(t)cos²β – (1–sin²α(t)sin²β)(1–sin²(σ+f)) . 
Den Sonderfall a = 0 können wir gleich erledigen: dies bedeutet β = 0 und σ+f = 
[image: image1234.wmf]2

π

 ; dann ist auch b = 0 , und c = sin²α(t) , also unlösbar für α(t) ≠ 0 und lösbar mit jedem x für α(t) = 0 . 

b²–ac = (1–cos²(σ+f))²sin²α(t)cos²α(t)sin²βcos²β 

+ cos²α(t)(sin²β+cos²(σ+f)cos²β)(–sin²α(t)cos²β+cos²(σ+f)(1–sin²α(t)sin²β))

= sin²α(t)cos²α(t)sin²βcos²β – 2cos²(σ+f)sin²α(t)cos²α(t)sin²βcos²β + cos4(σ+f)sin²α(t)cos²α(t)sin²βcos²β 

– sin²α(t)cos²α(t)sin²βcos²β + cos²(σ+f)cos²α(t)(sin²β(1–sin²α(t)sin²β)–sin²α(t)cos4β) 

+ cos4(σ+f)cos²α(t)cos²β(1–sin²α(t)sin²β)

= cos²(σ+f)cos²α(t) (–2sin²α(t)sin²βcos²β + sin²β(1–sin²α(t)sin²β) – sin²α(t)cos4β + cos²(σ+f)cos²β) =  cos²(σ+f)cos²α(t)(2sin²α(t)(cos²β–1)cos²β +(1–cos²β)(1–sin²α(t)+sin²α(t)cos²β) –sin²α(t)cos4β +cos²(σ+f)cos²β) = cos²(σ+f)cos²α(t) (1–sin²α(t)–cos²β+cos²(σ+f)cos²β) = cos²(σ+f)cos²α(t)(sin²β–sin²α(t)+cos²(σ+f)cos²β)

Diese quadratische Gleichung ist also genau dann zweideutig reell lösbar, wenn σ+f ≠ 
[image: image1235.wmf]2
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 und cos²(σ+f)cos²β > sin²α(t)–sin²β ; eindeutig lösbar mit doppelter Polynom-Nullstelle, wenn σ+f = 
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 und β ≠ 0 oder cos²(σ+f)cos²β = sin²α(t)–sin²β ; unendlich oft lösbar mit jedem x, wenn β = α(t) = 0 und σ+f = 
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 ; unreell lösbar, wenn σ+f ≠ 
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 und cos²(σ+f)cos²β < sin²α(t)–sin²β ; gar nicht lösbar, wenn β = 0 ≠ α(t) und σ+f = 
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 .

Die Lösungsformel der quadratischen Gleichung für a ≠ 0 und b²–ac ≥ 0 ist x = 
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 , wofür wir auch 
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 schreiben können.

Folgendes geht aus der Lösungsformel der quadratischen Gleichung ganz allgemein hervor, nicht nur für die Berechnung des Sonnenstandes, sondern für jede Anwendung, durch Umformen der Bedingung |x| ≤ 1 :

Die zusätzliche Bedingung für eine zweideutig reell lösbare quadratische Gleichung, daß beide Lösungen einen Betrag von höchstens 1 haben, ist |b| < |a| und |2b| ≤ |a| + c sign a . Die zusätzliche Bedingung für eine eindeutig lösbare quadratische Gleichung mit doppelter Polynom-Nullstelle, daß diese einen Betrag von höchstens 1 hat, ist trivialerweise |b| ≤ |a| . 

Die zusätzliche Bedingung für eine zweideutig oder eindeutig mit doppelter Polynom-Nullstelle reell lösbare quadratische Gleichung, daß alle Lösungen einen Betrag von höchstens 1 haben, ist |b| ≤ |a| und |2b| ≤ |a| + c sign a . 

Die zusätzliche Bedingung für eine zweideutig oder eindeutig mit doppelter Polynom-Nullstelle reell lösbare quadratische Gleichung, daß wenigstens eine Lösung einen Betrag von höchstens 1 hat, ist |b| ≤ |a| und |2b| ≤ |a| + c sign a  oder  |b| ≥ |a| und |2b| ≥ |a| + c sign a .

Die zusätzliche Bedingung für eine zweideutig reell lösbare quadratische Gleichung, daß nur eine Lösung einen Betrag von höchstens 1 hat, ist |b| ≥ |a| und |2b| > |a| + c sign a   oder   |b| > |a| und |2b| ≥ |a| + c sign a .

Dies wenden wir nun auf die Berechnung des Sonnenstandes an.

Die Bedingung |b|≤|a| bedeutet |sin²(σ+f)sinα(t)sinβcosβ| ≤ cosα(t)(1–sin²(σ+f)cos²β), also cosα(t) ≥ sin²(σ+f)cosβ(|sinα(t)sinβ|+cosα(t)cosβ) =sin²(σ+f)cosβcos(|β|–|α(t)|) =(1–cos²(σ+f))cosβcos(|β|–|α(t)|) ; für |β| ≥ |α(t)| ist dies erfüllt wegen sin²(σ+f) cosβ cos(|β|–|α(t)|) ≤ cosβ cos(|β|–|α(t)|) ≤ cosβ ≤ cosα(t) ; für |β| ≤ |α(t)| und cos²(σ+f)cos²β ≥ sin²α(t)–sin²β ist dies ebenfalls erfüllt wegen 
cosβ ∙ (1–cos²(σ+f)) cosβ cos(|β|–|α(t)|) = cos²β cos(|β|–|α(t)|) – cos²(σ+f) cos²β cos(|β|–|α(t)|) 
≤ cos²β cos(|β|–|α(t)|) – (sin²α(t)–sin²β) cos(|β|–|α(t)|) = (cos²β–sin²α(t)+sin²β) cos(|β|–|α(t)|) = cos²α(t)cos(|β|–|α(t)|) ≤ cos²α(t) ≤ cosβ∙cosα(t) . Also ist die Bedingung |b| ≤ |a| bei reeller Lösbarkeit der quadratischen Gleichung für σ+f ≠ 
[image: image1245.wmf]2
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 stets erfüllt, nur für σ+f = 
[image: image1246.wmf]2

π

 kann es eine Ausnahme geben, und gibt es auch: dann ist nämlich sin²(σ+f) cosβ cos(|β|–|α(t)|) = cosβ cos(|β|–|α(t)|) , und im Fall 0 < |β| <| α(t)| ist dies größer als cosα(t) ; sonst nicht. Und tatsächlich ist für σ+f = 
[image: image1247.wmf]2
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 , β ≠ 0, die Doppel-Lösung der quadratischen Gleichung 
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, was für |β| < |α(t)| einen größeren Betrag als 1 hat, sonst nicht.

Die Bedingung |2b| ≤ |a| + c sign a  bedeutet 
|2sin²(σ+f)sinα(t)cosα(t)sinβcosβ| ≤ cos²α(t)(1–sin²(σ+f)cos²β) + sin²α(t)cos²β – (1–sin²α(t)sin²β)(1–sin²(σ+f)) 
= cos²α(t) –sin²(σ+f) cos²α(t)cos²β + sin²α(t)cos²β – 1 + sin²α(t)sin²β + sin²(σ+f) –sin²(σ+f)sin²α(t)sin²β 
= cos²α(t) +sin²α(t) –1 +sin²(σ+f)(–cos²α(t)cos²β+1–sin²α(t)sin²β) = sin²(σ+f)(1–cos²α(t)cos²β–sin²α(t)sin²β) ; 
dies ist für sin(σ+f) = 0 erfüllt, ansonsten ist es gleichbedeutend mit 
|2sinα(t)cosα(t)sinβcosβ| ≤ 1–cos²α(t)cos²β–sin²α(t)sin²β ; und dies ist stets erfüllt wegen 
|2sinα(t)cosα(t)sinβcosβ| = 2|sinα(t)sinβ|cosα(t)cosβ 
= sin²α(t)sin²β + 2|sinα(t)sinβ|cosα(t)cosβ + cos²α(t)cos²β – sin²α(t)sin²β – cos²α(t)cos²β 
= (|sinα(t)sinβ|+cosα(t)cosβ)² –sin²α(t)sin²β –cos²α(t)cos²β 
= cos²(|α(t)|–|β|) – sin²α(t)sin²β – cos²α(t)cos²β ≤ 1 – sin²αsin²β – cos²αcos²β .

Dies besagt für die Lösbarkeit der quadratischen Gleichung und für die Größe ihrer Lösungen:

Für σ+f ≠ 
[image: image1251.wmf]2

π

 und cos²(σ+f)cos²β > sin²α(t)–sin²β gibt es zwei reelle Lösungen, beide mit Betrag höchstens 1.

Für σ+f ≠ 
[image: image1252.wmf]2

π

 und cos²(σ+f)cos²β = sin²α(t)–sin²β gibt es eine Lösung als doppelte Polynom-Nullstelle mit Betrag höchstens 1.

Für σ+f ≠ 
[image: image1253.wmf]2

π

 und cos²(σ+f)cos²β < sin²α(t)–sin²β gibt es zwei nicht reelle Lösungen, und die nützen nichts.

Für σ+f = 
[image: image1254.wmf]2

π

 und β ≠ 0 und |β| ≥ |α(t)| gibt es eine Lösung als doppelte Polynom-Nullstelle mit Betrag höchstens 1.

Für σ+f = 
[image: image1255.wmf]2

π

 und β ≠ 0 und |β| < |α(t)| gibt es eine Lösung als doppelte Polynom-Nullstelle mit Betrag größer als 1, und die nützt nichts.

Für σ+f = 
[image: image1256.wmf]2
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 und β = 0 = α(t) ist jede reelle oder nicht reelle Zahl Lösung.

Für σ+f = 
[image: image1257.wmf]2
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 und β = 0 ≠ α(t) gibt es keine Lösung.

Darunter sind natürlich die Fälle des Quasi-Zenith, nämlich für β = α(t) für beliebiges σ die Lösung x = 1 , und für β = –α(t) für beliebiges σ die Lösung x = –1 .

Somit wird genau dann σ oder π–σ als Winkel der Himmelsrichtung erreicht, wenn  σ+f ≠ 
[image: image1258.wmf]2
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 und cos²(σ+f)cos²β ≥ sin²α(t)–sin²β  oder  σ+f = 
[image: image1259.wmf]2
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 und |β| > |α(t)| oder  σ+f = 
[image: image1260.wmf]2
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 und β = 0 = α(t) . 
Nun können wir für die oben genannten fünf Fälle die Lösungsformel angeben. Wie gesagt ist für jeden Lösungs-Zeitpunkt t > 0 (nach Mittag) auch –t (vor Mittag) ein Lösungs-Zeitpunkt, und umgekehrt. Wir nennen hier die Lösungs-Zeitpunkte t ≥ 0 (ab Mittag):

Zu Fall 1) β > |α(t)| : Die Winkel σ und π–σ werden jeweils genau einmal als Winkel der Himmelsrichtung erreicht, und zwar der größere von beiden bei einem größeren t als der kleinere; daher wird σ nur erreicht, wenn

t = 
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Für σ = 0 ist es erwartungsgemäß t = 0 , für σ = π ist es erwartungsgemäß t = 12h .

Zu Fall 2) β < – |α(t)| : Die Winkel σ und π–σ werden jeweils genau einmal als Winkel der Himmelsrichtung erreicht, und zwar der größere von beiden bei einem kleineren t als der kleinere; daher wird σ nur erreicht, wenn

t = 
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Für σ = 0 ist es erwartungsgemäß t = 12h , für σ = π ist es erwartungsgemäß t = 0 .

Zu Fall 3) α*(t) < β < –α*(t) : Für cos(σ+f)cosβ > 
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 wird σ genau zweimal als Winkel der Himmelsrichtung erreicht, für cos(σ+f)cosβ = 
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 genau einmal, für cos(σ+f)cosβ < 
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 gar nicht; daher wird σ für cos(σ+f)cosβ ≥ 
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 erreicht (und π–σ für cos(σ+f)cosβ ≤ –
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und auch, wenn t = 
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 ; für σ = 0 ist es erwartungsgemäß t = 0 und t = 12h . 

Im Fall cos(σ+f)cosβ = 
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Zu Fall 4) –α*(t) < β < α*(t) : Für cos(σ+f)cosβ < –
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 wird σ genau zweimal als Winkel der Himmelsrichtung erreicht, für cos(σ+f)cosβ = –
[image: image1292.wmf]b

a

sin²

 

(t)

sin²

-

 genau einmal, 
für cos(σ+f)cosβ > –
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 gar nicht; daher wird σ für cos(σ+f)cosβ ≤ –
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 erreicht (und π–σ für cos(σ+f)cosβ ≥ 
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und auch, wenn t = 
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 ; für σ = π ist es erwartungsgemäß t = 0 und t = 12h . 

Im Fall cos(σ+f)cosβ = –
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Zu Fall 5) α(t) = β = 0 : Für σ = 
[image: image1303.wmf]2

π

 wird σ den ganzen Tag als Winkel der Himmelsrichtung erreicht, für σ ≠ 
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 überhaupt nicht.

Für σ+f = 
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 und β ≠ 0 und |β| > |α(t)| ist erwartungsgemäß t = 
[image: image1306.wmf]π
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 die Lösung. Die Ost- oder Westrichtung tritt also (in der Fehlertoleranz) genau dann ein:

t = 
[image: image1312.wmf]π
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  (Westrichtung)  bzw.   t = – 
[image: image1314.wmf]π
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  (Ostrichtung)

Zum Frühlings- und Herbstanfang ist dies ±6h (also bei Sonnenauf- und -untergang), im Frühling und Sommer weniger als ±6h (also bei Tag), im Herbst und im Winter mehr als ±6h (also bei Nacht).

Um die Lösungsformel durchzurechnen, muß wiederum α(t) durch eine Näherung α‘ ersetzt werden. Hier können wiederum erst recht nur die letzteren Versionen von α‘ verwendet werden, die von t unabhängigen, weil t erst noch ermittelt werden muß. Eine wirkliche theoretische Fehlerrechnung gelingt bei dieser komplizierten Formel nicht mehr, ebenso wenig wie oben für die wahre Ortszeit; jedoch können wir in jedem Rechenbeispiel, wenn wir die Lösungsformeln durchrechnen, α(t) erhöhen oder erniedrigen um die Fehlertoleranz, die wir für α‘ gefunden haben, und für f abwechselnd 0 und 2∙0,00179 = 0,0036 und -0,0036 einsetzen, ähnlich wie in der Fehlerbetrachtung für die wahre Ortszeit; das zeigt die Spannweite, um die das Ergebnis abweichen kann, und wie genau es demnach ist. 

_1502088123.unknown

_1541067560.unknown

_1542741082.unknown

_1542807288.unknown

_1581329665.unknown

_1581427191.unknown

_1581511131.unknown

_1542882296.unknown

_1581329453.unknown

_1542882593.unknown

_1542900474.unknown

_1542900496.unknown

_1542882377.unknown

_1542881769.unknown

_1542881896.unknown

_1542880456.unknown

_1542881139.unknown

_1542880475.unknown

_1542880471.unknown

_1542841862.unknown

_1542880413.unknown

_1542880419.unknown

_1542880451.unknown

_1542877964.unknown

_1542841960.unknown

_1542841972.unknown

_1542841872.unknown

_1542840541.unknown

_1542840791.unknown

_1542841806.unknown

_1542840733.unknown

_1542807350.unknown

_1542807874.unknown

_1542793887.unknown

_1542795649.unknown

_1542796560.unknown

_1542806349.unknown

_1542797612.unknown

_1542796171.unknown

_1542795452.unknown

_1542788525.unknown

_1542793516.unknown

_1542793874.unknown

_1542793501.unknown

_1542788872.unknown

_1542788156.unknown

_1542788201.unknown

_1542787912.unknown

_1542440990.unknown

_1542650393.unknown

_1542708670.unknown

_1542709861.unknown

_1542710119.unknown

_1542710418.unknown

_1542716237.unknown

_1542740939.unknown

_1542740646.unknown

_1542710559.unknown

_1542710823.unknown

_1542710844.unknown

_1542710865.unknown

_1542710871.unknown

_1542710833.unknown

_1542710588.unknown

_1542710510.unknown

_1542710525.unknown

_1542710465.unknown

_1542710499.unknown

_1542710453.unknown

_1542710288.unknown

_1542710325.unknown

_1542710364.unknown

_1542710313.unknown

_1542710259.unknown

_1542710275.unknown

_1542710132.unknown

_1542710159.unknown

_1542709936.unknown

_1542709971.unknown

_1542709979.unknown

_1542709962.unknown

_1542709900.unknown

_1542709923.unknown

_1542709872.unknown

_1542709339.unknown

_1542709744.unknown

_1542709826.unknown

_1542709844.unknown

_1542709754.unknown

_1542709676.unknown

_1542709716.unknown

_1542709311.unknown

_1542709330.unknown

_1542709317.unknown

_1542709091.unknown

_1542709167.unknown

_1542709066.unknown

_1542657651.unknown

_1542659493.unknown

_1542707619.unknown

_1542707638.unknown

_1542659598.unknown

_1542657893.unknown

_1542658009.unknown

_1542657876.unknown

_1542654026.unknown

_1542656486.unknown

_1542657193.unknown

_1542655733.unknown

_1542653941.unknown

_1542653998.unknown

_1542650415.unknown

_1542637764.unknown

_1542641403.unknown

_1542650312.unknown

_1542650330.unknown

_1542650353.unknown

_1542650323.unknown

_1542650285.unknown

_1542650173.unknown

_1542650200.unknown

_1542641645.unknown

_1542641493.unknown

_1542641638.unknown

_1542641486.unknown

_1542639994.unknown

_1542640064.unknown

_1542641098.unknown

_1542640109.unknown

_1542637777.unknown

_1542631338.unknown

_1542635251.unknown

_1542635265.unknown

_1542636960.unknown

_1542637441.unknown

_1542634613.unknown

_1542634690.unknown

_1542634685.unknown

_1542632983.unknown

_1542521241.unknown

_1542608638.unknown

_1542612640.unknown

_1542629951.unknown

_1542613612.unknown

_1542610599.unknown

_1542608533.unknown

_1542457309.unknown

_1542459003.unknown

_1542521184.unknown

_1542457343.unknown

_1542458973.unknown

_1542441609.unknown

_1542448255.unknown

_1542448292.unknown

_1542441311.unknown

_1541406434.unknown

_1542186549.unknown

_1542314109.unknown

_1542367467.unknown

_1542367581.unknown

_1542371515.unknown

_1542371654.unknown

_1542434932.unknown

_1542434991.unknown

_1542372001.unknown

_1542374732.unknown

_1542433845.unknown

_1542371991.unknown

_1542371523.unknown

_1542371224.unknown

_1542371234.unknown

_1542370877.unknown

_1542370920.unknown

_1542370547.unknown

_1542367527.unknown

_1542367560.unknown

_1542367494.unknown

_1542361673.unknown

_1542365586.unknown

_1542366139.unknown

_1542367193.unknown

_1542365806.unknown

_1542365427.unknown

_1542315132.unknown

_1542315363.unknown

_1542361275.unknown

_1542315196.unknown

_1542314521.unknown

_1542314687.unknown

_1542314546.unknown

_1542314174.unknown

_1542276525.unknown

_1542283800.unknown

_1542288592.unknown

_1542312933.unknown

_1542313222.unknown

_1542301071.unknown

_1542305483.unknown

_1542289588.unknown

_1542293357.unknown

_1542293972.unknown

_1542292949.unknown

_1542288654.unknown

_1542284789.unknown

_1542288537.unknown

_1542288558.unknown

_1542287472.unknown

_1542284046.unknown

_1542284656.unknown

_1542283939.unknown

_1542283985.unknown

_1542283859.unknown

_1542276563.unknown

_1542276728.unknown

_1542275217.unknown

_1542275888.unknown

_1542275927.unknown

_1542275295.unknown

_1542272156.unknown

_1542272211.unknown

_1542270281.unknown

_1542271258.unknown

_1542271323.unknown

_1542271348.unknown

_1542271059.unknown

_1542198364.unknown

_1542258553.unknown

_1541428222.unknown

_1542098628.unknown

_1542102288.unknown

_1542104215.unknown

_1541490701.unknown

_1541693550.unknown

_1541693705.unknown

_1541693738.unknown

_1541693580.unknown

_1541690743.unknown

_1541429345.unknown

_1541416753.unknown

_1541418976.unknown

_1541421746.unknown

_1541423799.unknown

_1541423766.unknown

_1541421725.unknown

_1541417472.unknown

_1541415135.unknown

_1541416743.unknown

_1541406894.unknown

_1541313959.unknown

_1541404069.unknown

_1541405316.unknown

_1541405651.unknown

_1541404125.unknown

_1541403601.unknown

_1541404020.unknown

_1541314952.unknown

_1541337469.unknown

_1541336609.unknown

_1541313986.unknown

_1541232089.unknown

_1541313227.unknown

_1541313340.unknown

_1541313921.unknown

_1541313235.unknown

_1541241410.unknown

_1541182294.unknown

_1541183600.unknown

_1541087095.unknown

_1541092560.unknown

_1541092568.unknown

_1541092139.unknown

_1541092480.unknown

_1541087076.unknown

_1541067584.unknown

_1541080598.unknown

_1529491196.unknown

_1540627216.unknown

_1540884165.unknown

_1540889080.unknown

_1541054304.unknown

_1541054412.unknown

_1541054555.unknown

_1541060022.unknown

_1541060051.unknown

_1541061621.unknown

_1541061688.unknown

_1541060035.unknown

_1541057488.unknown

_1541057859.unknown

_1541054960.unknown

_1541055959.unknown

_1541054750.unknown

_1541054767.unknown

_1541054542.unknown

_1540889613.unknown

_1540897364.unknown

_1540914924.unknown

_1540914933.unknown

_1540897379.unknown

_1540889633.unknown

_1540889126.unknown

_1540886665.unknown

_1540886742.unknown

_1540887596.unknown

_1540888913.unknown

_1540887642.unknown

_1540886752.unknown

_1540886679.unknown

_1540886535.unknown

_1540886600.unknown

_1540885445.unknown

_1540883532.unknown

_1540884149.unknown

_1540714271.unknown

_1540882860.unknown

_1540882939.unknown

_1540716851.unknown

_1540717777.unknown

_1540714245.unknown

_1540714258.unknown

_1540709425.unknown

_1540709438.unknown

_1540650037.unknown

_1540650065.unknown

_1540627319.unknown

_1539082837.unknown

_1539544505.unknown

_1540374296.unknown

_1540375500.unknown

_1540477465.unknown

_1540375623.unknown

_1540385759.unknown

_1540375671.unknown

_1540375610.unknown

_1540374812.unknown

_1540375454.unknown

_1540374304.unknown

_1540370263.unknown

_1540374224.unknown

_1540374234.unknown

_1540370788.unknown

_1540370495.unknown

_1539544620.unknown

_1539599260.unknown

_1540370239.unknown

_1539547009.unknown

_1539544611.unknown

_1539544325.unknown

_1539544482.unknown

_1539544258.unknown

_1529752471.unknown

_1529752526.unknown

_1532839992.unknown

_1532840173.unknown

_1529752532.unknown

_1529752501.unknown

_1529752508.unknown

_1529752485.unknown

_1529751328.unknown

_1529751469.unknown

_1529752437.unknown

_1529752448.unknown

_1529751557.unknown

_1529751409.unknown

_1529751283.unknown

_1529751300.unknown

_1529751115.unknown

_1529751082.unknown

_1502092001.unknown

_1502094472.unknown

_1502095568.unknown

_1502112524.unknown

_1502176307.unknown

_1502102926.unknown

_1502103017.unknown

_1502103388.unknown

_1502106175.unknown

_1502106217.unknown

_1502103056.unknown

_1502102962.unknown

_1502095839.unknown

_1502102506.unknown

_1502095782.unknown

_1502094727.unknown

_1502094812.unknown

_1502095077.unknown

_1502094758.unknown

_1502094559.unknown

_1502094610.unknown

_1502094496.unknown

_1502094335.unknown

_1502094352.unknown

_1502094043.unknown

_1502094097.unknown

_1502093465.unknown

_1502093947.unknown

_1502093983.unknown

_1502094002.unknown

_1502093964.unknown

_1502093852.unknown

_1502093908.unknown

_1502093484.unknown

_1502092138.unknown

_1502092686.unknown

_1502092195.unknown

_1502092226.unknown

_1502092042.unknown

_1502088387.unknown

_1502088641.unknown

_1502088833.unknown

_1502089394.unknown

_1502088670.unknown

_1502088570.unknown

_1502088593.unknown

_1502088522.unknown

_1502088540.unknown

_1502088409.unknown

_1502088285.unknown

_1502088303.unknown

_1502088143.unknown

_1502087282.unknown

_1502087593.unknown

_1502088068.unknown

_1502088087.unknown

_1502087862.unknown

_1502087935.unknown

_1502087955.unknown

_1502087833.unknown

_1502087402.unknown

_1502087339.unknown

_1502087235.unknown

_1502086785.unknown

_1502086803.unknown

_1502086136.unknown

_1502086280.unknown

_1502085711.unknown

_1502085755.unknown

_1502085488.unknown

_1502085507.unknown

_1502085233.unknown

_1502085307.unknown

_1502085329.unknown

_1502084368.unknown

_1502084448.unknown

_1502010920.unknown

