Aufbau der reellen und komplexen Zahlen
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1. Vorwort
In der Schule wird ungefähr vom ersten bis zum zehnten Schuljahr das Rechnen eingeführt, vom kleinen Einmaleins bis zu den Logarithmen und Winkelfunktionen für reelle Zahlen. Ganz richtig begründet und bewiesen wird es dort begreiflicherweise nicht, das wäre zu abstrakt. Erst ungefähr ab dem elften Schuljahr, wenn man mit Folgen, Funktionen und Grenzwerten anfängt, dann wird gründlicher, präziser und abstrakter vorgegangen, weil es nun sonst zwangsläufig falsch und widersprüchlich würde. Das war es nämlich im 18. Jahrhundert, so dass die Mathematiker nach gründlichen präzisen Methoden suchen mussten. Aber wie viel vom „großen Einmaleins“ soll man dabei als gegeben hinnehmen? Selbst die heutigen Mathematik-Anfängervorlesungen an der Universität nehmen viel davon als gegeben hin, sagen aber genau, wie viel. Es gibt auch Auffassungen, dass man nur ganz wenig vom kleinen Einmaleins als gegeben hinnehmen sollte (dieses Wenige nennt man die Peano-Axiome) und den Rest daraus beweisen kann. Selbst das lernt man aber nicht einmal an der Universität, auch dort gibt es Wichtigeres. Jedenfalls kann man die Rechengesetze nur so weit wirklich beweisen, so weit man für die Rechenoperationen und auch für die Zahlen selbst eine präzise (und zwangsläufig abstrakte) Definition gibt, was sie eigentlich sind.
Es gibt verschiedene Ansätze, um die elementaren Rechengesetze zu beweisen oder zumindest zu begründen – sei es für rationale oder irrationale Zahlen. Die hier vorliegende Arbeit ist ein ganz konstruktivistischer Ansatz, der das Reich der reellen (und komplexen) Zahlen samt Rechenoperationen vollständig definiert und die Rechenregeln vollständig beweist. Dies hat natürlich nicht den Sinn, Zweifel daran zu beseitigen, sondern die Zusammenhänge zwischen den mathematischen Regeln zu verdeutlichen. Die Definitionen werden schon bald, nach Beweis einiger Sätze, nicht mehr benötigt.
Vorausgesetzt seien die Boolesche Aussagenlogik und die Cantorsche Mengenlehre. Der Inhalt der Booleschen Aussagenlogik ist allgemein aus dem alltäglichen Leben bekannt, außer dass die Verknüpfung „oder“ bedeutet: Das eine oder das andere oder beides. Jedoch werden die Begriffe Relationen, Funktionen und Abbildungen nicht benötigt, wohl aber werden Zahlenpaare benötigt.
Auf Grundlage der Aussagenlogik und der Mengenlehre werden zunächst die ganzen Zahlen definiert und beschrieben (positive und negative in einem Schritt); mit deren Hilfe können die rationalen Zahlen definiert und beschrieben werden, mit deren Hilfe wiederum die reellen Zahlen, dann die komplexen. Auf Grenzwertbegriffe kann verzichtet werden, aber das Vollständigkeitsaxiom der rellen Zahlen (oder hier besser gesagt der Vollständigkeitssatz, da er sich beweisen lässt und somit kein Axiom mehr ist) wird benötigt, das ist nicht anders möglich.
In der Abhandlung der ganzen Zahlen sind die Teilbarkeits-Eigenschaften wichtig, weil die Bruchrechnung darauf beruht.
Auch relle Potenzen, Wurzeln, Logarithmen und Winkelfunktionen werden behandelt, um zu zeigen, dass es allein mit diesen Hilfsmitteln geht, ohne Grenzwertbegriffe. Und auch ansatzweise die Geometrie in der Ebene, sie läßt sich mit Hilfe der komplexen Zahlen darstellen.
Da es um elementare Themen geht, werden viele Sätze und Definitonen vorgestellt, deren Inhalt aus der Schule vertraut ist. Manche Punkte haben aber auch Überlegung erfordert, wie sie zu machen sind. Um dies nicht zu trocken werden zu lassen, wird jeweils eine Erläuterung zwecks Motivation vorangestellt, die beschreibt, wie der Verfasser darauf kommt, dass er es so und nicht anders macht. Diese Erläuterung wird mit gelbem Texthintergrund versehen und kann Begriffe verwenden, die hier nicht oder noch nicht definiert wurden, aber geläufig sind.
2. Ganze Zahlen
2.1 Begriff
Manche Autoren nehmen den Begriff der natürlichen Zahlen und den Nachfolger-Begriff als undefinierte Grundbegriffe und brauchen folglich einige unbeweisbare Grund-Sätze (Axiome) dazu, die sogenannten Peano-Axiome. Hier geben wir aber Definitonen für natürliche Zahlen und deren Nachfolger, die allerdings ganz willkürlich und beliebig sind und anschließend nicht mehr gebraucht werden; nur um zu zeigen, dass ein Weg möglich ist, um die Sätze doch zu beweisen, die man Peano-Axiome nennt. Wer sich fragen sollte, warum eins und eins zwei ist, wird also auch auf seine Kosten kommen. Und die negativen ganzen Zahlen und die 0 ergänzen wir sofort, weil das einfacher ist, als sie später erst zu ergänzen, denn das würde viel mehr Fallunterscheidungen in den Beweisen erfordern.
Bekanntlich sind die natürlichen Zahlen eine einzige unendliche Kette; auf jede einzelne natürliche Zahl folgt die nächste, alle der Reihe nach. Um dafür eine wirkliche Definiton zu geben, muß also jede einzelne natürliche Zahl als Grundlage dienen, um die nächste daraus zu definieren. Statt mit der 1 fangen wir mit der 0 an, da wir diese freilich auch brauchen. Und die Kette der negativen ganzen Zahlen verläuft von 0 aus in die Gegenrichtung.
1. 
Def. (ganze Zahlen):
(willkürliche Definition)
0 :={Ø}
(die Menge, die als einziges Element die leere Menge enthält)
Þ := {Ø,{Ø}}
sei als Hilfsgröße verwendet
Diese beiden Definitonen werden jedoch schon ab jetzt nicht mehr benötigt.
Unter natürlichen Zahlen (oder positiven ganzen Zahlen) verstehen wir dann alle Mengen, die nach folgendem Schema konstruiert werden:
- {0,Þ} ist eine natürliche Zahl.
- Ist a eine natürliche Zahl, so ist {a,Þ} ebenfalls eine natürliche Zahl.
Die Menge der natürlichen Zahlen sei ℕ genannt, die Menge der natürlichen Zahlen einschließlich 0 sei ℕ0 genannt.
Spezielle Bezeichnungen: {0,Þ} =: 1, {1,Þ} =: 2, {2,Þ} =: 3, {3,Þ} =: 4, {4,Þ} =: 5, 
{5,Þ} =: 6, {6,Þ} =: 7, {7,Þ} =:8, {8,Þ} =: 9
Wie sich die weiteren natürlichen Zahlen darstellen lassen, darauf werden wir erst in Satz 234 eingehen können, weil dafür außer den vier Grundrechenarten auch Potenzen nötig sind.
Unter negativen ganzen Zahlen verstehen wir die Mengen der Form {Ø,a} für alle a є ℕ. Diese und die natürlichen Zahlen und die 0 heißen zusammen ganze Zahlen; ℤ sei die Menge der ganzen Zahlen.
Weitere Bezeichnungen (Minus-Zeichen): -0 := 0; -a := {Ø,a}, -{Ø,a} := a  für alle a є ℕ.
2. 
Satz:  -(-a) = a
für alle a є ℤ
Bew.:
Fall 1) a є ℕ 
-(-a) = -{Ø,a} = a
Fall 2) a = 0
-(-0) = -0 = 0
Fall 3) a є ℤ \ ℕ0 
a hat die Form: a = {Ø,b} mit b є ℕ; -(-a) = -(-{Ø,b}) = -b = {Ø,b} = a
Die Definition der negativen ganzen Zahlen und des Minus-Zeichens wird schon ab jetzt nicht mehr benötigt.

3. 
Satz:  a = b  <=>  -a = -b
für a,b є ℤ
Bew.:
„=>“
ergibt sich direkt aus der letzten Zeile in Def. 1, sonst wäre sie nicht wohldef.
„<=“
ist  -a = -b, so folgt:  a = -(-a) = -(-b) = b
Aus dieser Schritt-für-Schritt-Definition der natürlichen Zahlen ergibt sich gleich die Definition des Nachfolgers einer natürlichen Zahl. Den Nachfolger einer negativen ganzen Zahl können wir auch gleich mitdefinieren. Dass wir den Nachfolger überhaupt wohldefinieren können, daraus ergibt sich bereits das zweite sogenannte Peano-Axiom, nämlich dass jede natürliche Zahl genau einen Nachfolger hat. Und das erste sogenannte Peano-Axiom besagt nur, dass 1 eine natürliche Zahl ist.

4. 
Def. (Nachfolger):
ν(a) := {a,Þ}, ν(-{a,Þ}) := -a
für alle a є ℕ0
Dies beinhaltet u.a.: ν(-3) = -2, ν(-2) = -1, ν(-1) = 0, ν(0) = 1, ν(1) = 2, ν(2) = 3 usw. 

Somit haben wir also die 1 zwar nicht als Nachfolger einer natürlichen Zahl vorgesehen (genau das besagt das dritte sogenannte Peano-Axiom), jedoch als Nachfolger der 0; und die 0 auch nicht, jedoch als Nachfolger der -1. Und aus Def. 4 ergibt sich direkt das sogenannte fünfte Peano-Axiom, nämlich dass alle natürlichen Zahlen erfasst werden, wenn man 1 und den Nachfolger von 1 und dessen Nachfolger betrachtet, und auf diese Weise endlos fortfährt.

5. 
Lemma:  a = ν(b)  <=>  -b = ν(-a)
für a,b є ℤ
Bew.:
„=>“
Fall 1) b є ℕ0
a = ν(b) = {b,Þ}  =>  ν(-a) = ν(-{b,Þ}) = -b

Fall 2) b є ℤ \ ℕ0
sei c := -b є ℕ; dazu gibt es ein d є ℕ0 mit c = {d,Þ}; somit 

a = ν(b) = ν(-(-b)) = ν(-c) = ν(-{d,Þ}) = -d; folglich 
ν(-a) = ν(-(-d)) = ν(d) = {d,Þ} = c = -b
Ab hier spielt es bereits keine Rolle mehr, wie die ganzen Zahlen und ihre Nachfolger und das Minus in Def. 1 und Def. 4 definiert wurden; insbesondere wird das Symbol Þ nicht mehr benötigt.
 „<=“
-b = ν(-a)  bedeutet laut  „=>“, dass 

-(-a) = ν(-(-b)), weil „=>“ auch für -b statt a und für -a statt b gilt; also 

a = -(-a) = ν(-(-b)) = ν(b)
6. 
Lemma (sog. viertes Peano-Axiom):   ν(a) = ν(b)  =>  a = b
für a,b є ℤ
Bew.:
sei c := ν(a) = ν(b), also  -a = ν(-c) sowie -b = ν(-c)  nach Lemma 5, also 

a = -(-a) = -(ν(-c)) = -(-b) = b
7. 
Lemma:  Zu jedem  a є ℤ gibt es ein b є ℤ mit a = ν(b)

Bew.:
b := -ν(-a);  also -b = -(-ν(-a)) = ν(-a), nach Lemma 5 folgt die Behauptung
Lemma 7 fehlt leider in der offiziellen Formulierung der sogenannten Peano-Axiome. Aber sie sind damit komplett.

2.2 Addition
Da für die ganzen Zahlen bisher nur der Begriff ihrer Nachfolger eingeführt wurde, müssen a+0, a+1, a+2, a+3 usw. nacheinander definiert werden, jedes unter Bezug auf das vorherige.
8. 
Def. (Addition ganzer Zahlen):
a+0 := a
für alle a є ℤ
Ist für ein b є ℕ0 bereits a+b definiert, so sei  a+ν(b) := ν(a+b). 
Es ist also  a+1 := ν(a), a+2 := ν(a+1) = (a+1)+1, a+3 := ν(a+2) = (a+2)+1, usw.,
allgemein (8.1):  a+(b+1) := (a+b)+1  für b є ℕ, gilt trivialerweise auch für b = 0.
Ferner sei für b є ℤ \ ℕ0 stets (8.2):  a+b := -((-a)+(-b)), gilt trivialerweise auch für b = 0;
insbesondere (8.3):  a+(-1) := -((-a)+1) = -ν(-a)
Somit ist a+b für alle a,b є ℤ  wohldefiniert.
Für (-a)+b kann einfach -a+b geschrieben werden.

Dies wird auch für die rationalen, reellen und komplexen Zahlen gelten.
9. 
Lemma:  a+(-1) = b  <=>  a = b+1
für a,b є ℤ
Bew.:
a+(-1) = b  <=>  -ν(-a) = b  (Def. 8.3)

<=>  -ν(-a) = -(-b)  <=>  -b = ν(-a)  <=>  a = ν(b)  (Lemma 5)
<=>  a = b+1

Von nun an werden der Nachfolgerbegriff und das Nachfolgersymbol ν nicht mehr benötigt.

10. Satz:  -(a+b) = -a+(-b)
für alle a,b є ℤ
Bew.:
Fall 1) b є ℕ0
in Def. 8.2 wurde -a+(-b) definiert (bzw. für b=0 erkannt) als -(-(-a)+(-(-b))) = -(a+b)

Fall 2) b є ℤ \ ℕ0
in Def. 8.2 wurde a+b definiert als -(-a+(-b)), also -(a+b) = -(-(-a+(-b))) = -a+(-b)
11. Lemma:  (a+(-1))+1 = a,  (a+1)+(-1) = a
für alle a є ℤ
Bew.:
mit  b := a+(-1)  ist nach Lemma 9:  a =b+1 = (a+(-1))+1; 
mit  c := a+1  ist nach Lemma 9, angewandt auf c statt a und a statt b: 

a = c+(-1) = (a+1)+(-1)
12. Lemma:  a+(b+1) = (a+b)+1  
für alle a,b є ℤ
Bew.:
Fall 1) b є ℕ0

bereits aus Def. 8.1 bekannt

Fall 2) b є ℤ \ ℕ0
mit c := -(b+1), also -c = -(-(b+1)) = b+1, ist nach Lemma 9, angewandt auf -c statt a:  
b = -c+(-1) = -(c+1) nach Def. 8.3; es ist nach Voraussetzung  b+1 є ℤ \ ℕ, also c є ℕ0;
a+(b+1) = -(-a+(-(b+1)))  nach Def. 8.2, angewandt auf b+1 statt b
= -(-a+c) = (-(-a+c)+(-1))+1  nach Lemma 11 (erster Teil), angewandt auf -(-a+c) statt a
= -((-a+c)+1)+1  nach Def. 8.3, angewandt auf -(-a+c) statt a

= -(-a+(c+1))+1 nach Def. 8.1, angewandt auf -a statt a und c statt b
= (a+(-(c+1)))+1  nach Def. 8.2, angewandt auf -(c+1) statt b
= (a+b)+1
Die bisherigen Sätze zur Addition bezogen sich nur auf den Umgang mit Minuszeichen und negativen Zahlen. Nun folgt mehr, und wegen des Schritt-für-Schritt-Verfahrens, mit dem die Addition in Def. 8 eingeführt wurde, wird für die nächsten Beweise die vollständige Induktion benötigt: d.h. wir setzen eine Variable erst auf den kleinsten möglichen Wert, prüfen den zu beweisenden Satz für diesen Spezialfall, und zeigen dann den Induktionsschluss: Ist der Satz für einen beliebigen Wert der Variablen vorausgesetzt, dann gilt er auch für den nächstgrößeren Wert der Variablen.
13. Satz (Assoziativgesetz oder Klammergesetz):  a+(b+c) = (a+b)+c
  für alle a,b,c є ℤ
Bew.:

Fall 1) c є ℕ0 (vollständige Induktion nach c)

c = 0:

a+(b+0) = a+b = (a+b)+0

c => c+1:

a+(b+(c+1)) = a+((b+c)+1)  nach Def. 8.1, angewandt auf b statt a und c statt b
= (a+(b+c))+1  nach Lemma 12, angewandt auf b+c statt b
= ((a+b)+c)+1  nach Induktionsvoraussetzung

= (a+b)+(c+1)  nach Def. 8.1, angewandt auf a+b statt a und c statt b
Fall 2) c є ℤ \ ℕ0
a+(b+c) = -(-(a+(b+c))) = -(-a+(-(b+c))) = -(-a+(-b+(-c)))  nach Satz 10
= -((-a+(-b))+(-c))  nach Fall 1, angewandt auf -a und -b und -c 

= -(-(a+b)+(-c)) = -(-((a+b)+c))  nach Satz 10
= (a+b)+c
14. Satz:  0+a = a
für alle a є ℤ
Bew.:

Fall 1) a є ℕ0 (vollständige Induktion nach a)

a = 0:  

0+0 = 0

a => a+1: 

0+(a+1) = (0+a)+1  nach Def. 8.1, angewandt auf 0 statt a und a statt b
= a+1 nach Induktionsvoraussetzung
Fall 2) a є ℤ \ ℕ0
0+a = -(0+(-a))  nach Def. 8.2, angewandt auf 0 statt a und a statt b
= -(-a)  nach Fall 1, angewandt auf -a 
= a
15. Lemma:  a+1 = 1+a, a+(-1) = -1+a
für alle a є ℤ
Bew.:

Fall 1) a є ℕ0 (vollständige Induktion nach a)

a = 0:  

0+1 = 1 = 1+0, 0+(-1) = -1 = -1+0

a => a+1: 

(a+1)+1 = (1+a)+1  nach Induktionsvoraussetzung

= 1+(a+1)  nach Def. 8.1, angewandt auf 1 statt a und a statt b;

(a+1)+(-1) = a = (a+(-1))+1  nach Lemma 11 (beide Teile)

= (-1+a)+1  nach Induktionsvoraussetzung

= -1+(a+1)  nach Def. 8.1, angewandt auf -1 statt a und a statt b
Fall 2) a є ℤ \ ℕ0
a+1 = -(-(a+1)) = -(-a+(-1))  nach Def. 8.3, angewandt auf -a statt a
= -(-1+(-a))  nach Fall 1 (zweiter Teil), angewandt auf -a 
= 1+a  nach Def. 8.2, angewandt auf 1 statt a und a statt b;
a+(-1) = -(-a+1)  nach Def. 8.3
= -(1+(-a))  nach Fall 1 (erster Teil), angewandt auf -a 
= -1+a  nach Def. 8.2, angewandt auf -1 statt a und a statt b
16. Satz (Kommutativgesetz oder Vertauschungsgesetz):  a+b = b+a
für alle a,b є ℤ
Bew.:

Fall 1) b є ℕ0 (vollständige Induktion nach b)

b = 0:  

a+0 = a = 0+a  nach Satz 14
b => b+1: 

a+(b+1) = (a+b)+1  nach Def. 8.1
= (b+a)+1  nach Induktionsvoraussetzung

= b+(a+1)  nach Lemma 12, angewandt mit Vertauschung von b und a

= b+(1+a)  nach Lemma 15 (erster Teil)

= (b+1)+a  nach Satz 13
Fall 2) b є ℤ \ ℕ0
a+b = -(-a+(-b))  nach Def. 8.2
= -(-b+(-a))  nach Fall 1, angewandt auf -a und -b 
= -(-(b+a))  nach Satz 10
= b+a 
Satz 13 erlaubt es, statt a+(b+c) und (a+b)+c einfach a+b+c zu schreiben. Und aus Satz 13 folgt, dass auch Ausdrücke der Form a+b+c+d und a+b+c+d+e usw. (beliebig fortsetzbar) in jeder Weise ohne Unterschied geklammert werden dürfen. Ein umfassende Formulierung samt Beweis dazu steht bei Rolf Walter, Einführung in die lineare Algebra, Vieweg Verlag, Braunschweig 1982, Seite 40 (Satz B). Aus Satz 16 lässt sich ähnlich folgern, dass dabei auch die Reihenfolge der Summanden beliebig umgestellt werden darf. Eine umfassende Formulierung ohne Beweis dazu steht im gleichen Buch auf Seite 41 (Satz C).
Dies wird auch für die rationalen, reellen und komplexen Zahlen gelten.

17. Satz:  -a+a = a+(-a) = 0
für alle a є ℤ
Bew.:

-a+a = a+(-a)  nach Satz 16; zu zeigen bleibt:  -a+a = 0

Fall 1) a є ℕ0 (vollständige Induktion nach a)

a = 0:  

-0+0 = 0
a => a+1: 

-(a+1)+(a+1) = -a+(-1)+a+1 = -a+a+(-1)+1 = -a+a+0 = -a+a   = 0  nach Induktionsvoraus.
Fall 2) a є ℤ \ ℕ0
-a+a = a+(-a)  nach Satz 16

= -(-a)+(-a) = 0  nach Fall 1, angewandt auf -a
18. Satz:  a = b  <=>  a+c = b+c
für a,b,c є ℤ
Bew.:
„=>“
ergibt sich direkt aus Def. 8, sonst wäre sie nicht wohldefiniert

 „<=“
im Fall  a+c = b+c  folgt:  a = a+0 = a+c+(-c) = b+c+(-c) = b+0 = b  nach Satz 17
19. Satz:  a+(-c) = b  <=>  a = b+c
für a,b,c є ℤ
Bew.:
a+(-c) = b  <=>  a+(-c)+c = b+c  nach Satz 18, angewandt auf a+(-c) statt a
<=>  a+0 = b+c  <=>  a = b+c  nach Satz 17, angewandt auf c statt a
2.3 Subtraktion
Die Subtraktion ist einfach als Addition mit vertauschtem Vorzeichen definierbar.
20. Def. (Subtraktion ganzer Zahlen):
a–b := a+(-b)
für alle a,b є ℤ
Für (a–b)+c kann einfach a–b+c geschrieben werden, für (a–b)–c einfach a–b–c. 
Dies wird auch für die rationalen, reellen und komplexen Zahlen gelten.
21. Satz (Subtraktion ist Umkehrung der Addition): 
a–b = c  <=>  a = c+b 
für a,b,c є ℤ
Bew.:
a–b = c  <=>  a+(-b) = c  
<=>  a = c+b  nach Satz 19, angewandt mit Vertauschung von b und c 
22. Satz:  a = b  <=>  a–c = b–c
für a,b,c є ℤ
Bew.:
a = b  <=>  a+(-c) = b+(-c)  nach Satz 18, angewandt auf -c statt c
<=>  a–c = b–c
23. Satz:  a–a = 0
für alle a є ℤ
Bew.:

a–a = a+(-a) = 0
24. Satz:  a–(b+c) = a–b–c
für alle a,b,c є ℤ
Bew.:

a–(b+c) = a+(-(b+c)) = a+(-b)+(-c) = (a–b)+(-c) = a–b–c
25. Satz:  a–(b–c) = a–b+c
für alle a,b,c є ℤ
Bew.:

a–(b–c) = a+(-(b+(-c))) = a+(-b)+(-(-c)) = a+(-b)+c = a–b+c
26. Satz:  a–b+c = a+c–b
für alle a,b,c є ℤ
Bew.:
a–b+c = a+(-b)+c = a+c+(-b) = a+c–b
27. Satz:  a–b–c = a–c–b
für alle a,b,c є ℤ
Bew.:
a–b–c = a+(-b)+(-c) = a+(-c)+(-b) = a–c–b
28. Satz:  -a+b = b–a
für alle a,b є ℤ
Bew.:
-a+b = b+(-a) = b–a
29. Satz:  -(a–b) = b–a
für alle a,b є ℤ
Bew.:
-(a–b) = -(a+(-b)) = -a+(-(-b)) = -a+b = b+(-a) = b–a
2.4 Ordnung
30. Def.:
a < b  :<=>  b–a є ℕ
für a,b є ℤ
Später wird “<” für ℚ und ℝ neu definiert werden, dabei werden die folgenden Definitionen übernommen werden:

a > b  :<=>  b < a  ;  a ≤ b  :<=>  a < b ∨ a = b  ;  a ≥ b  :<=>  a > b ∨ a = b
31. Satz:  Für a,b є ℤ gilt stets genau eine der Aussagen:  a < b, a = b, a > b
Bew.:
1) Die Aussagen schließen sich aus:

Sei a = b, dann ist b–a = a–a = 0, also nicht b–a є ℕ, somit nicht a < b; 

ferner a–b = a–a = 0, also nicht a–b є ℕ, somit nicht b < a,  d.h. nicht a > b.

Sei hingegen a < b, d.h. b–a є ℕ , dann folgt  a–b = -(b–a) є ℤ \ ℕ0, also nicht b < a,

d.h. nicht a > b
2) Eine der Aussagen gilt stets:

Sei a ≠ b, also a–b ≠ 0 , d.h. a–b є ℕ ∨ a–b є ℤ \ ℕ0; im Fall a–b є ℕ gilt b < a, also a > b;
im Fall a–b є ℤ \ ℕ0 ist -(a–b) є ℕ , ferner  -(a–b) = -a+b = b–a, also a < b.
32. Satz:  a < b ∧ b < c  =>  a < c
für a,b,c є ℤ
Bew.:
Nach Voraussetzung  b–a є ℕ, c–b є ℕ; da Def. 8.1 so konstruiert ist, dass die Addition zweier natürlicher Zahlen stets eine natürliche Zahl ergibt, folgt:  c–a = (c–b)+(b–a) є ℕ
Aufgrund von Satz 32 wird hier und später für  a < b ∧ b < c  kurz a < b < c  geschrieben, für a < b ∧ b < c ∧ c < d  kurz  a < b < c < d  usw.

33. Satz:  a < b  <=>  a+c < b+c
für a,b,c є ℤ
Bew.:
a < b  <=>  b–a є ℕ  <=>  b–a+c–c є ℕ  <=>  b+c–(a+c) є ℕ  <=>  a+c < b+c
34. Satz:  a < b <=>  a–c < b–c
für a,b,c є ℤ
Bew.: 
a < b  <=>  a+(-c) < b+(-c)  nach Satz 33, angewandt auf -c statt c
<=>  a–c < b–c
35. Satz:  a < b  <=>  -b < -a  <=>  -a > -b
für a,b є ℤ
Bew.: 
a < b  <=>  b–a є ℕ  <=>  -(a–b) є ℕ  <=>  -a–(-b) є ℕ  <=>  -b < -a  <=>  -a > -b
36. Satz:  a > 0  <=>  a є ℕ  ,  a < 0  <=>  a є ℤ \ ℕ0 
für a є ℤ
Bew.:
a > 0  <=>  0 < a  <=>  a–0 є ℕ  <=>  a є ℕ  

a < 0  <=>  0–a є ℕ  <=>  -a є ℕ  <=>  a є ℤ \ ℕ0
2.5 Multiplikation
Nun müssen a·0, a·1, a·2, a·3 usw. nacheinander definiert werden, jedes unter Bezug auf das vorherige.

37. Def. (Multiplikation ganzer Zahlen):

a·0 := 0
für alle a є ℤ
Ist für ein b є ℕ0 bereits a·b definiert, so sei (37.1):  a·(b+1) := (a·b)+a. 

Es ist also  a·1 := a, a·2 := a·1+a = a+a, a·3 := (a·2)+a = a+a+a, usw.
Ferner sei für b є ℤ \ ℕ0 stets (37.2):  a·b := -(a·(-b)), gilt trivialerweise auch für b = 0.
Somit ist a·b für alle a,b є ℤ  wohldefiniert.
Für a·b kann einfach ab geschrieben werden, und wir sparen Klammern durch die Konvention, dass Punktrechnung vor Strichrechnung geht, d.h. für (ab)+c kann z.B. einfach ab+c geschrieben werden.

Dies wird auch für die rationalen, reellen und komplexen Zahlen gelten.
38. Satz:  a(-b) = -ab
für alle a,b є ℤ
Bew.:
Fall 1) b є ℕ0

in Def. 37.2 wurde a(-b) definiert (bzw. für b=0 erkannt) als -a(-(-b)) = -ab
Fall 2) b є ℤ \ ℕ0
in Def. 37.2 wurde ab definiert als -a(-b), also a(-b) = -(-a(-b)) = -ab
39. Lemma:  a(b+1) = ab+a

für alle a,b є ℤ
Bew.:
Fall 1) b є ℕ0

bereits aus Def. 37.1 bekannt

Fall 2) b є ℤ \ ℕ0
für b = -1 ist b+1 = 0, ansonsten ist b+1 є ℤ \ ℕ0; also in beiden Fällen -b–1 = -(b+1) є ℕ0;

a(b+1) = -a(-(b+1))  nach Def. 37.2, angewandt auf b+1 statt b
= -a(-b–1) = -(a(-b–1)+a–a) = -(a(-b–1)+a)+a

= -a(-b–1+1)+a  nach Def. 37.1, angewandt auf -b–1 statt b
= -a(-b)+a = ab+a  nach Def. 37.2
Nun wird wieder vollständige Induktion benötigt, da nun wieder über die bloße Vorzeichenfrage hinausgegangen wird.

40. Satz (Distributivgesetz oder Verteilungsgesetz):  a(b+c) = ab+ac
für alle a,b,c є ℤ
Bew.:
Fall 1) c є ℕ0 (vollständige Induktion nach a)

c = 0:  

a(b+0) = ab = ab+0 = ab+a·0
c => c+1: 

a(b+c+1) = a(b+c)+a  nach Lemma 39, angewandt auf b+c statt b

= ab+ac+a  nach Induktionsvoraussetzung

= ab+a(c+1)  nach Def. 37.1, angewandt auf c statt b
Fall 2) c є ℤ \ ℕ0
a(b+c) = -(-a(b+c)) = -a(-(b+c)) nach Satz 38, angewandt auf b+c statt b
= -a(-b+(-c))  nach Satz 10, angewandt auf b statt a und c statt b
= -(a(-b)+a(-c))  nach Fall 1, angewandt auf a, -b und -c
= -a(-b)+(-a(-c)) = ab+ac  nach Satz 38 und nach Def. 37.2, angewandt auf c statt b
41. Satz:  a(b–c) = ab–ac
für alle a,b,c є ℤ
Bew.:
a(b–c) = a(b+(-c)) = ab+a(-c)  nach Satz 40, angewandt auf -c statt c
= ab+(-ac)  nach Satz 38, angewandt auf c statt b

= ab–ac

42. Satz (Assoziativgesetz oder Klammergesetz):  a(bc) = (ab)c
  für alle a,b,c є ℤ
Bew.:
Fall 1) c є ℕ0 (vollständige Induktion nach c)

c = 0:  

a(b·0) = a·0 = 0 = (ab)·0
c => c+1: 

a(b(c+1)) = a(bc+b)  nach Def. 37.1, angewandt auf b statt a und c statt b

= a(bc)+ab  nach Satz 40, angewandt auf bc statt b und b statt c
= (ab)c+ab  nach Induktionsvoraussetzung

= (ab)(c+1)  nach Def. 37.1, angewandt auf ab statt a und c statt b
Fall 2) c є ℤ \ ℕ0
a(bc) = -(-a(bc)) = -a(-bc)  nach Satz 38, angewandt auf bc statt b

= -a(b(-c))  nach Def. 37.2, angewandt auf b statt a und c statt b
= -(ab)(-c)  nach Fall 1, angewandt auf a, b und -c

= (ab)c  nach Def. 37.2, angewandt auf ab statt a und c statt b
43. Satz:  0·a = 0
für alle a є ℤ
Bew.:
Fall 1) a є ℕ0 (vollständige Induktion nach a)

a = 0:  

0·0 = 0
a => a+1: 

0·(a+1) = 0·a+0  nach Def. 37.1, angewandt auf 0 statt a und a statt b

= 0+0  nach Induktionsvoraussetzung

= 0
Fall 2) a є ℤ \ ℕ0
0·a = -0·(-a)  nach Def. 37.2, angewandt auf 0 statt a und a statt b
= -0  nach Fall 1, angewandt auf -a
= 0
44. Lemma:  (a+1)b = ab+b

für alle a,b є ℤ
Bew.:
Fall 1) b є ℕ0 (vollständige Induktion nach b)
b = 0:

(a+1)·0 = 0 = 0+0 = a·0+0

b => b+1

(a+1)(b+1) = (a+1)b+a+1  nach Def. 37.1, angewandt auf  a+1 statt a

= ab+b+a+1  nach Induktionsvoraussetzung
= ab+a+b+1 = a(b+1)+b+1  nach Def. 37.1

Fall 2) b є ℤ \ ℕ0
(a+1)b = -(a+1)(-b)  nach Def. 37.2, angewandt auf a+1 statt a
= -(a(-b)+(-b))  nach Fall 1, angewandt auf a und -b

= -a(-b)+(-(-b)) = ab+b  nach Def. 37.2
45. Lemma:  -ba = (-b)a
für alle a є ℤ, b є ℕ0
Bew.: (vollständige Induktion nach b)

b = 0:  

-(0·a) = -0 = 0 = 0·a = (-0)·a  nach Satz 43

b => b+1: 

-(b+1)a = -(ba+a)  nach Lemma 44, angewandt mit Vertauschung von a und b

= -ba–a = (-b)a–a  nach Induktionsvoraussetzung

= (-b–1+1)a–a = (-b–1)a+a–a  nach Lemma 44, angewandt auf -b–1 statt a und a statt b
= (-b–1)a = (-(b+1))a
46. Satz (Kommutativgesetz oder Vertauschungsgesetz):  ab = ba
für alle a,b є ℤ
Bew.:
Fall 1) b є ℕ0 (vollständige Induktion nach b)

b = 0:  

a·0 = 0 = 0 = 0·a  nach Satz 43

b => b+1: 

a(b+1) = ab+a  nach Def. 37.1

= ba+a  nach Induktionsvoraussetzung

= (b+1)a  nach Lemma 44, angewandt mit Vertauschung von a und b
Fall 2) b є ℤ \ ℕ0
ab = -a(-b)  nach Def. 37.2
= -(-b)a  nach Fall 1, angewandt auf a und -b

= ba  nach Lemma 45, angewandt auf -b statt b
Satz 42 erlaubt es, statt a(bc) und (ab)c einfach abc zu schreiben. Und aus Satz 42 folgt wie bei der Addition, dass auch Ausdrücke der Form abcd und abcde usw. (beliebig fortsetzbar) in jeder Weise ohne Unterschied geklammert werden dürfen. Aus Satz 46 lässt sich wie bei der Addition folgern, dass dabei auch die Reihenfolge der Summanden beliebig umgestellt werden darf.
Dies wird auch für die rationalen, reellen und komplexen Zahlen gelten.

47. Satz:  (-a)(-b) = ab
für alle a,b є ℤ
Bew.:
 (-a)(-b) = -(-a)b = -b(-a) = -(-ba)  nach Satz 38

= ba = ab
48. Satz:  a > 0  <=>  ab > 0
für a,b є ℤ, b > 0
Bew.:
„=>“ (vollständige Induktion nach b)

b = 1:  

a·1 = a > 0

b => b+1: 

a(b+1) = ab+a > ab > 0  nach Induktionsvoraussetzung

„<=“ (indirekter Beweis)

sei a ≤ 0 angenommen; dann (-a)b ≥ 0 nach „=>“; also:  ab = (-a)(-b) = -(-a)b ≤ 0; Widerspruch zur Voraussetzung  ab > 0
49. Satz:  a < b  <=>  ac < bc
für a,b,c є ℤ, c > 0
Bew.:
a < b  <=>  b–a > 0  <=>  (b–a)c > 0  <=>  bc–ac > 0  <=>  ac < bc
50. Satz:  a < b  <=>  ac > bc
für a,b,c є ℤ, c < 0
Bew.:
a < b  <=>  b–a > 0  <=>  (b–a)(-c) > 0  <=>  b(-c)+(-a)(-c) > 0  <=>  ac – bc > 0

<=>  bc < ac  <=>  ac > bc
51. Satz:  a = b  <=>  ac = bc
für a,b,c є ℤ, c ≠ 0
Bew.:
Fall 1) c > 0
a ≠ b  <=>  a < b ∨ b < a  <=>  ac < bc ∨ bc < ac  <=>  ac ≠ bc
Fall 2) c < 0

a ≠ b  <=>  a < b ∨ b < a  <=>  ac > bc ∨ bc > ac  <=>  ac ≠ bc
52. Satz:  ab = 0  <=>  a = 0 ∨ b = 0
für a,b є ℤ
Bew.:
„=>“
sei a ≠ 0 angenommen;  aus  ab = 0 = a·0  folgt nach Satz 51:  b = 0
sei b ≠ 0 angenommen;  aus  ab = 0 = 0·b  folgt nach Satz 51:  a = 0
 „<=“ 

für a = 0 ist  ab = 0·b = 0
für b = 0 ist  ab = a·0 = 0
2.6 Teilbarkeit
Die Division kann unter ganzen Zahlen in der Regel nur mit Restbetrag definiert werden. Jedoch ist der Sonderfall bedeutsam, dass das Teilen ohne Rest aufgeht; dies heißt Teilbarkeit. Wir benötigen Teilbarkeits-Eigenschaften zur Vorbereitung auf die Bruchrechnung, wegen des späteren Kürzens von Brüchen.
53. Satz und Def. (Division ganzer Zahlen mit Rest):
Seien p є ℤ, q є ℕ. Dann existieren eindeutig x є ℤ und y є {0,...,q-1}, so dass p = q·x + y.
Bezeichnung hierfür:


p div q := x  („ganzzahlige Division“),   p mod q := y  („Rest bei Division“)

Für jedes m є ℤ gilt:  (p+mq) div q = (p div q) + m,  (p+mq) mod q = p mod q
Zudem als Spezialfälle:  0 div q  =  0,  0 mod q  =  0,  mq div q  =  m,  mq mod q  =  0
Bew.:

a) Existenz von x und y

Ein xє ℤ mit qx ≤ p gibt es allemal, z.B. x = 0 im Fall p ≥ 0, und x = p im Fall p ≤ 0. Ein xє ℤ mit qx > p gibt es auch allemal, z.B. x = p+1 im Fall p ≥ 0, und x = 1 im Fall p ≤ 0. Sei nun x die größte ganze Zahl, für die qx ≤ p gilt, d.h. q(x+1) > p, und sei y := p – qx; dann ist p = qx + y, y ≥ 0, y < q(x+1) – qx = q
b) Eindeutigkeit von x und y
Sei p = qx1 + y1 = qx2 + y2 mit x1, x2 є ℤ, y1, y2 є {0,...,q-1}. Dann ist  

0 = p – p = qx1 + y1 – (qx2 + y2) = q(x1– x2) + (y1– y2) , also q(x1– x2) = y2– y1.
O.b.d.A. y2 ≥ y1, also 0 ≤ y2– y1 ≤ y2 < q. Wegen q(x1– x2) = y2– y1 ≥ 0 ist x1– x2 ≥ 0. 

Wegen q(x1– x2) = y2– y1 < q ist x1– x2 < 1. Zusammen bedeutet dies  x1– x2 = 0, und somit auch y2– y1 = 0.
c) Aus  p = qx + y  folgt  p + mq = qx + y + mq = q(x+m) + y , 

also (p+mq) div q = x+m, (p+mq) mod q = y
d) 0 = q·0 + 0, also  0 div q = 0,  0 mod q = 0;  mq = q·m + 0, also mq div q  =  m,  mq mod q  =  0
54. Def. (Teilbarkeit):
Seien p є ℤ, q є ℕ; p heißt durch q und durch -q teilbar oder p heißt Vielfaches von q und von -q oder q und -q heißen Teiler von p genau dann,wenn  p mod q = 0 (dies bedeutet nach Def. 53, dass es ein x є ℤ gibt mit p = q·x, nämlich x = p div q; p heißt eine gerade Zahl genau dann, wenn p durch 2 teilbar ist, sonst eine ungerade Zahl.
55. Satz:
Jedes p є ℤ ist durch 1 teilbar; jedes p є ℕ ist durch p teilbar, und kein Teiler von p ist größer als p; jedes p є ℤ \ ℕ0 ist durch p teilbar, und kein Teiler von p ist größer als -p.
Bew.:

Aus p = 1·p = p·1 = (-p)·(-1) ergibt sich alle diese Teilbarkeit; und für p > 0, q > 0, p = qx folgt x > 0, also x ≥ 1, somit p = qx ≥ q; entsprechend für p < 0, q > 0, p = qx folgt x < 0, also -x ≥ 1, somit -p = -qx = q(-x) ≥ q.
56. Def. (größter gemeinsamer Teiler): 
Seien a,b є ℤ, b ≠ 0. Dann ist ggt(a,b) die größte natürliche Zahl, die sowohl Teiler von a als auch Teiler von b ist; diese gibt es, denn 1 ist Teiler von a und von b, und alle Teiler von b sind nicht größer als b bzw. -b; a und b heißen teilerfremd, wenn ggt(a,b) = 1.
Anmerkung: Der kleinste negative gemeinsame Teiler von a und b ist zwangsläufig         -ggt(a,b), da für jeden Teiler x einer ganzen Zahl stets auch -x Teiler dieser Zahl ist.

Anmerkung: ggt(0,b) ist stets b oder -b; demnach ist 0 mit 1 und mit -1 teilerfremd, aber sonst mit keiner ganzen Zahl.
57. Satz (Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers durch Divisionsrest)

Seien a є ℤ, b є ℕ. Dann ist ggt(a,b) = ggt ((a mod b), b).
Bew.:

a) Zeige, dass jeder positive gemeinsame Teiler von a und b auch Teiler von (a mod b) ist; daraus folgt direkt  ggt(a,b) ≤ ggt ((a mod b), b)
Sei c є ℕ gemeinsamer Teiler von a und b, d.h. a = c·(a div c), b = c·(b div c). Es folgt
a mod b = a – b·(a div b) = c·(a div c) – c·(b div c)·(a div b) 

= c · ((a div c) – (b div c)·(a div b))
b) Zeige, dass jeder positive gemeinsame Teiler von (a mod b) und b auch Teiler von a ist; daraus folgt direkt  ggt ((a mod b), b) ≤ ggt(a,b)

Sei c є ℕ gemeinsamer Teiler von (a mod b) und b, d.h. a mod b = c·((a mod b) div c), b = c·(b div c). Es folgt 
a = b·(a div b) + (a mod b) = c·(b div c)·(a div b) + c·((a mod b) div c)
= c · ((b div c)·(a div b) + ((a mod b) div c))
58. Satz (dient u.a. später dazu, um Brüche teilerfremd zu kürzen):

Seien a,b є ℤ, b ≠ 0. Dann gilt  
a = ggt(a,b) · (a div ggt(a,b)),  b = ggt(a,b) · (b div ggt(a,b));

(a div ggt(a,b)) und (b div ggt(a,b)) sind teilerfremd.
Bew.:

Beide Gleichungen folgen direkt aus Def. 54, weil ggt(a,b) ein Teiler von a und von b ist. Zu zeigen bleibt die Teilerfremdheit.
Sei q є ℕ ein gemeinsamer Teiler von (a div ggt(a,b)) und (b div ggt(a,b)), d.h. a div ggt(a,b) = q · ((a div ggt(a,b)) div q),  b div ggt(a,b) = q · ((b div ggt(a,b)) div q). Es folgen: a = ggt(a,b)·q · ((a div ggt(a,b)) div q),  b = ggt(a,b)·q · ((b div ggt(a,b)) div q); d.h. ggt(a,b)·q ist Teiler von a und von b, somit ggt(a,b)·q ≤ ggt(a,b), folglich q ≤ 1; wegen q є ℕ bleibt nur q = 1.
59. Lemma:
Seien a,b є ℤ, b ≠ 0, ggt(a,b) = 1. Dann gibt es  x,y є ℤ, so dass ax+by = 1.
Bew.:

Sei e die kleinste natürliche Zahl mit der Eigenschaft, dass es  x,y є ℤ gibt, so dass e = ax+by; eine solche natürliche Zahl mit dieser Eigenschaft gibt es,z.B. entweder b oder -b, da b = a·0+b·1 und -b = a·0+b·(-1). 
e > a mod e  =  a – e ·(a div e) = a – (ax+by)(a div e) = a (1 – x(a div e)) + b (-y(a div e)); also a mod e = 0, weil sonst e nicht die kleinste natürliche Zahl mit der besagten Eigenschaft wäre, da (a mod e) kleiner als e ist; d.h. e ist Teiler von a. 
Enstprechend ergibt sich, dass e auch Teiler von b ist.

Da ggt(a,b) = 1 vorausgesetzt wurde, ist also e = 1.
60. Satz (zeigt u.a. später, dass die teilerfremde Darstellung von Brüchen Sinn macht):
Seien a,b,c,d є ℤ, bd ≠ 0, ggt(a,b) = ggt(c,d) = 1, ad = bc. Im Fall bd > 0 ist a = c, b = d; im Fall bd < 0 ist -a = c, -b = d.
Bew.:

Nach Lemma 59 gibt es  x,y є ℤ, so dass ax+by = 1, somit 
d = d(ax+by) = adx+bdy = bcx+bdy = b(cx+dy), d.h. cx+dy ist Teiler von d;
bc = ad = ab(cx+dy) , also c = a(cx+dy), d.h. cx+dy ist auch Teiler von c.

Da ggt(c,d) = 1 vorausgesetzt wurde, ist also -1 ≤ cx+dy ≤ 1.
Fall 1) bd > 0

0 < bd = bb(cx+dy), woraus cx+dy > 0 folgt, also cx+dy = 1, 

also d = b(cx+dy) = b, c = a(cx+dy) = a
Fall 2) bd < 0

0 > bd = bb(cx+dy), woraus cx+dy < 0 folgt, also cx+dy = -1, 

also d = b(cx+dy) = -b, c = a(cx+dy) = -a
61. Satz:  ggt(a,b) = 1, ggt(a,c) = 1  =>  ggt(a,bc) = 1
für a,b,c є ℤ, bc ≠ 0
Bew.:
Sei g є ℕ ein gemeinsamer Teiler von a und bc, d.h. a = g·(a div g), bc = g·(bc div g); wegen bc ≠ 0 ist e := bc div g ≠ 0. Jeder Teiler von g ist auch Teiler von a, weil g Teiler von a ist; daher ist ggt(b,g) = 1.

Nach Satz 58, angewandt auf c statt a und e statt b, gilt
c = ggt(c,e) · (c div ggt(c,e)),  e = ggt(c,e) · (e div ggt(c,e)), 
wobei (c div ggt(c,e)) und (e div ggt(c,e)) teilerfremd sind.

b · ggt(c,e) · (c div ggt(c,e)) = bc = ge = g · ggt(c,e) · (e div ggt(c,e)), 
also b · (c div ggt(c,e)) = g · (e div ggt(c,e))
Fall 1)  g · (c div ggt(c,e))  > 0

Nach Satz 60 folgt direkt: g = c div ggt(c,e), somit ist g ein Teiler von c; da g als Teiler von a vorausgesetzt war, ist also g = 1.
Fall 2)  g · (c div ggt(c,e))  < 0

Nach Satz 60 folgt direkt: -g = c div ggt(c,e), somit ist -g ein Teiler von c, also auch g ein Teiler von c; da g als Teiler von a vorausgesetzt war, ist also g = 1.
62. Satz:
Seien a,b,c є ℤ, c ≠ 0, a·b durch c teilbar, ggt(b,c) = 1. Dann ist auch a durch c teilbar, und es gilt für a > 0, c > 0:  a = c · ggt (ab div c, a)
Bew.:

O.b.d.A. c > 0, da sonst verwendet werden kann, dass a·b auch durch -c teilbar ist und ggt(b,-c) = 1. O.b.d.A. a ≠ 0, da sonst a trivialerweise durch c teilbar ist. Nach Voraussetzung  a·b = c · (ab div c). Nach Satz 58, angewandt auf (ab div c) statt a und a statt b, gilt:
ab div c = ggt (ab div c, a) · ((ab div c) div ggt (ab div c, a)),
a = ggt (ab div c, a) · (a div ggt (ab div c, a));

((ab div c) div ggt (ab div c, a))  und  (a div ggt (ab div c, a))  sind teilerfremd.

c · ((ab div c) div ggt (ab div c, a)) · ggt (ab div c, a) = c · (ab div c) = b·a
= b · (a div ggt (ab div c, a)) · ggt (ab div c, a); Streichung von ggt (ab div c, a) gemäß Satz 51 ergibt  b · (a div ggt (ab div c, a)) = c · ((ab div c) div ggt (ab div c, a))
Fall 1)  a div ggt (ab div c, a)  > 0, d.h. a > 0
Nach Satz 60 folgt direkt: c = a div ggt (ab div c, a),  also a = ggt (ab div c, a) · c.

Fall 2)  a div ggt (ab div c, a)  < 0, d.h. a < 0
Nach Satz 60 folgt direkt: -c = a div ggt (ab div c, a),  also a = ggt (ab div c, a) · (-c)

= (- ggt (ab div c, a)) · c.
63. Def. (kleinstes gemeinsames Vielfaches):
Seien a,b є ℤ, a·b ≠ 0. Dann ist kgv(a,b) die kleinste natürliche Zahl, die sowohl Vielfaches von a als auch Vielfaches von b ist (trivialerweise gibt es eine solche natürliche Zahl, da a·b und -a·b Vielfache von a und von b sind).
64. Satz (Zusammenhang von ggt und kgv):
Seien a,b є ℤ, ab > 0. Dann ist  
kgv(a,b) = (a·b) div ggt(a,b) = a · (b div ggt(a,b)) = (a div ggt(a,b)) · b
Bew.:

Nach Satz 58:  a = ggt(a,b) · (a div ggt(a,b)),  b = ggt(a,b) · (b div ggt(a,b));

(a div ggt(a,b)) und (b div ggt(a,b)) sind teilerfremd. Es folgt :
a·b = ggt(a,b) · (a div ggt(a,b)) · ggt(a,b) · (b div ggt(a,b)); also ist a·b durch ggt(a,b) teilbar, und  (a·b) div ggt(a,b) = (a div ggt(a,b)) · ggt(a,b) · (b div ggt(a,b));

dies ist ein Vielfaches von a wegen 
(a div ggt(a,b)) · ggt(a,b) · (b div ggt(a,b)) = a · (b div ggt(a,b)),
und es ist auch ein Vielfaches von b wegen

(a div ggt(a,b)) · ggt(a,b) · (b div ggt(a,b)) = (a div ggt(a,b)) · b,

also ist es ein gemeinsames Vielfaches von a und b, und wegen a·b > 0 ist es größer als 0.
Sei nun p є ℕ ein beliebiges positives gemeinsames Vielfaches von a und b, d.h. p = a·m mit m є ℤ, und p = b·n mit n є ℤ.
Nach Satz 58:  m = ggt(m,n) · (m div ggt(m,n)),  n = ggt(m,n) · (n div ggt(m,n));

(m div ggt(m,n)) und (n div ggt(m,n)) sind teilerfremd. Es folgt :

a·m = ggt(a,b) · (a div ggt(a,b)) · ggt(m,n) · (m div ggt(m,n)) 

= b·n = ggt(a,b) · (b div ggt(a,b)) · ggt(m,n) · (n div ggt(m,n)), also
(a div ggt(a,b)) · (m div ggt(m,n)) = (b div ggt(a,b)) · (n div ggt(m,n)).
Wegen a·b > 0, a·m > 0 (also a·b·a·m > 0, b·m > 0) folgt aus Satz 60 direkt:

m div ggt(m,n) = b div ggt(a,b), also

p = a·m = a · ggt(m,n) · (m div ggt(m,n)) = a · ggt(m,n) · (b div ggt(a,b)) 

≥ a · (b div ggt(a,b))
65. Def. (Primzahl und Produktzahl):
Eine natürliche Zahl p > 1 heißt Primzahl, wenn sie nur durch 1, -1, p und -p teilbar ist, sonst Produktzahl (es ist leicht nachzurechnen, dass 2,3,5,7 die ersten Primzahlen sind, und 4,6,8,9 die ersten Produktzahlen).
66. Satz (Lemma von Euklid):
Seien a und b natürliche Zahlen, p eine Primzahl, und a·b sei durch p teilbar. Dann ist a durch p teilbar, oder b ist durch p teilbar.

Bew.:

Zu zeigen: Wenn a nicht durch p teilbar ist, dann ist b durch p teilbar.

Ist a nicht durch p teilbar, ergibt sich unmittelbar, dass ggt(a,p) = 1. Nach Lemma 59 (angewandt auf p statt b) gibt es  x,y є ℤ, so dass ax+py = 1, so b = b(ax+py) = pby + abx; nach Voraussetzung  ab = p (ab div p) , so b = pby + px (ab div p) = p (by + x (ab div p)).
Nun brauchen wir eine vollständige Induktion, wo der Induktionsschluss etwas anders geführt werden muss als gewohnt: Der Satz wird für alle Werte der Variablen vom kleinsten möglichen Wert bis zu einem beliebigen anderen Wert vorausgesetzt, und dann gezeigt, dass er dann auch für den nächstgrößeren Wert der Variablen gilt. Damit ist der Satz ebenfalls für alle Werte der Variablen bewiesen, wenn er zuvor für den kleinstmöglichen Wert gezeigt wurde.

67. Satz (Zerlegung in Primfaktoren):
Sei n > 1 eine natürliche Zahl. Dann existieren eindeutig ein m є {1,...,n-1} und Primzahlen p1 ≤ ... ≤ pm, so dass n = p1 · ... · pm
Bew.:

Existenz von m und p1 ≤ ... ≤ pm (vollständige Induktion nach n):
n = 2:  

erfüllt mit  m := 1, p1 := 2 
2, ..., n  =>  n+1: 

Ist n+1 eine Primzahl, dann geht es mit  m := 1, p1 := n+1. 
Sonst gibt es a,b є ℕ, a > 1, b > 1, so dass n+1 = ab; wegen a > 1 ist b < n+1, und wegen b > 1 ist a < n+1; nach Induktionsvoraussetzung exisiert für a ein j є {1,...,a-1} und Primzahlen p1 ≤ ... ≤ pj, so dass a = p1 · ... · pj; ebenso für b ein k є {1,...,b-1} und Primzahlen pj+1 ≤ ... ≤ pj+k, so dass b = pj+1 · ... · pj+k; so n+1 = p1 · ... · pj · pj+1 · ... · pj+k; diese Primzahlen erfüllen somit zusammen die Behauptung mit m := j+k, denn sollte pj > pj+1 sein, dann können die Primfaktoren der Größe nach umsortiert werden. Und es ist n+1 = p1 · ... · pj · pj+1 · ... · pj+k ≥ 2·...·2·2·...·2 . Dieses Produkt ist größer als die Anzahl j+k seiner Faktoren, weil es für jeden möglichen Wert für j+k stets 2mal so groß wie für den nächstkleineren Wert (d.h. für den um 1 kleineren Wert) ist, und daher um mehr als 1 größer als für diesen nächstkleineren Wert.
Eindeutigkeit von m und p1 ≤ ... ≤ pm (vollständige Induktion nach n):

n = 2:  

Eine andere Lösung als m := 1, p1 := 2, gibt es nicht, da p1 := 3 bereits zu groß wäre und m := 2, p1 := 2, p2 := 2, auch bereits zu groß wäre, da 2·2 = 4.
2, ..., n  =>  n+1: 

n+1 habe zwei Zerlegungen aus Primzahlen, also  
n+1 = p1 · p2 ·... · pm mit p1 ≤ ... ≤ pm, und  n+1 = q1 · q2 ·... · qk mit q1 ≤ ... ≤ qk; auch m = 1 möglich, d.h. p2 ·... · pm  stellt 1 dar; bzw. k = 1, d.h. q2 ·... · qk stellt 1 dar.

n+1 ist offensichtlich durch p1 teilbar, also q1 · ... · qk durch p1 teilbar; nach Satz 66 ist q1 durch p1 teilbar, oder q2 ·... · qk ist durch p1 teilbar.
Fall 1) q1 ist durch p1 teilbar

Das bedeutet q1 = p1, weil q1 Primzahl ist. 
Also p1 · p2 ·... · pm = q1 · q2 ·... · qk = p1 · q2 ·... · qk, somit p2 ·... · pm = q2 ·... · qk
= (n+1) div q1 < n+1; nach Induktionsvoraussetzung ist die Zerlegung p2 ·... · pm mit der Zerlegung q2 ·... · qk komplett identisch.

Fall 2) q2 ·... · qk ist durch p1 teilbar

Das bedeutet, q2 ·... · qk = p1 · ((q2 ·... · qk) div p1);  ((q2 ·... · qk) div p1) habe eine Prim-Zerlegung r1 ·... · rj mit r1 ≤ ... ≤ rj, also q2 ·... · qk = p1 · r1 ·... · rj, und wenn wir die Reihenfolge in diesem Produkt ändern, indem wir p1 in die r-Reihe nach seiner Größe einsortieren, dann ist es voll sortiert.
q2 ·... · qk = (n+1) div q1  hat nach Induktionsvoraussetzung eine eindeutige sortierte Zerlegung aus Primzahlen, weil (n+1) div q1  < n+1; also ist einer der Faktoren q2, ..., qk identisch mit p1; entfernen wir diesen aus dem Produkt 

q1 · q2 ·... · qk, so ist das verbleibende Produkt wertgleich mit  (n+1) div p1  =  p2 ·... · pm, und daher ist es nach Induktionsvoraussetzung komplett identisch mit p2 ·... · pm, weil (n+1) div p1 < n+1. Das ungekürzte Produkt q1 · q2 ·... · qk hat also die gleiche Länge wie p1 · p2 ·... · pm, und es enthält dieselben Faktoren, nur bleibt noch zu betrachten, dass der Faktor p1 im Produkt q1 · q2 ·... · qk an anderer als der ersten Stelle steht; da er aber nach Voraussetzung kleiner oder gleich allen p2, ..., pm ist, also kleiner oder gleich allen q1, ..., qk, so ist insbesondere p1 ≤ q1; jedoch, da p1 einer der Faktoren q2, ..., qk ist und diese nach Voraussetzung alle größer oder gleich q1 sind, insbesondere also p1 ≥ q1, so folgt zusammen p1 = q1; da unter den Faktoren q2, ..., qk ja q2 der kleinste ist und doch mindestens so groß wie q1, folgt p1 = q1 = q2; die Zerlegungen p1 · p2 ·... · pm und q1 · q2 ·... · qk sind also ganz identisch, da es die zweite Stelle im Produkt q1 · q2 ·... · qk ist, wo der Faktor p1 steht, und die zweite Stelle mit der ersten gleich ist.
68. Satz (Unendlichkeit der Primzahlen):
Zu jeder Primzahl gibt es noch eine größere.
Bew.:

Sei p eine Primzahl und sei  q := 2·3·...·p + 1, d.h. sämtliche Primzahlen von 2 bis p werden miteinander malgenommen und dann noch 1 hinzugezählt. Dann ist q durch keine der Primzahlen von 2 bis p teilbar, weil  q mod r = 1  für jede Primzahl r von 2 bis p folgt. Unter den Primfaktoren von q kann also keine der Primzahlen von 2 bis p sein, ihre Primfaktoren müssen daher alle größer als p sein.
3. Rationale Zahlen

3.1 Begriff und Ordnung
Warum die ganzen Zahlen nicht genügen, ist offensichtlich: Das Teilen geht meistens nicht ohne Rest auf. Darum werden die Bruchzahlen eingeführt. Auch hier muss die Definition etwas abstrakt gehalten werden, wird aber später nicht mehr gebraucht. Einen Bruch einfach als ein Paar von zwei ganzen Zahlen zu definieren, würde später zu einem Konflikt mit der Definition der komplexen Zahlen führen, weil wir diese als Paare von reellen Zahlen werden einführen müssen.
Logischerweise können wir nicht jede beliebige Kombination von zwei ganzen Zahlen (als Zähler und Nenner) für eine Bruchzahl hernehmen, auch nicht abgesehen von 0. Denn dann dürften zwei Brüche nur gleich sein, wenn ihre Zähler übereinstimmen und ihre Nenner übereinstimmen. So kann es natürlich nicht sein, weil Brüche bekanntlich erweitert und ggf. gekürzt werden können. Aus der Schule wissen wir, dass jeder Bruch deswegen unendlich viele Darstellungen hat, aber stets genau eine Darstellung mit teilerfremdem Zähler und Nenner dergestalt, dass der Nenner größer als 0 ist; und genau dann wenn der Nenner in dieser Bruchdarstellung 1 ist, ist der Bruch eine ganze Zahl.
69. Def. (rationale Zahlen):
Unter einem Bruch oder einer Bruchzahl verstehen wir ein Tupel (p,q,0,0) mit p є ℤ, q є ℕ\{1}, ggt(p,q) = 1 (demnach muss p ≠ 0 sein). Ein Bruch heißt positiv, wenn p > 0, und negativ, wenn p < 0; p heißt sein Zähler, q heißt sein Nenner. Brüche und ganze Zahlen heißen zusammen rationale Zahlen; ℚ sei die Menge der rationalen Zahlen.
Weitere zugehörige Bezeichnung (Minus-Zeichen): -(p,q,0,0) := (-p,q,0,0)
70. Satz:  -(-a) = a
für alle a є ℚ
Bew.:
Fall 1) a є ℤ
Bekannt aus Satz 2
Fall 2) a є ℚ \ ℤ 

a hat die eindeutige Form: a = (p,q,0,0) mit p є ℤ, q є ℕ\{1}, ggt(p,q) = 1; 
-(-a) = -(-(p,q,0,0)) = -(-p,q,0,0) = (-(-p),q,0,0) = (p,q,0,0) = a
71. Satz:  a = b  <=>  -a = -b
für a,b є ℚ
Bew.:
„=>“
ergibt sich direkt aus der letzten Zeile in Def. 70, sonst wäre sie nicht wohldef.
„<=“
ist  -a = -b, so folgt:  a = -(-a) = -(-b) = b

Um nun die Bruchschreibweise für beliebigen Zähler und beliebigen Nenner außer 0 zu definieren, muss offenbar der größte gemeinsame Teiler von Zähler und Nenner hergenommen werden, um Zähler und Nenner gemäß Satz 58 teilerfremd zu machen.

72. Def. (Bruchschreibweise):
Sei p є ℤ, q є ℕ. Im Fall, dass p durch q teilbar ist, so sei 
(72.1): 
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p

:= p div q,  
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-

p

:= - p div q (insbesondere 
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0

 := 0, 
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-

0

 := 0 für jedes q є ℕ). Sonst sei (72.2): 
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p

:= (p div ggt(p,q), q div ggt(p,q), 0, 0),  
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-

p

:= (- p div ggt(p,q), q div ggt(p,q), 0, 0). 
Insbesondere ist 
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p

 := p für alle p є ℤ, und 
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p

 := (p,q,0,0) falls q > 1 und ggt(p,q) = 1. Somit hat jede rationale Zahl eine eindeutige Darstellung als 
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p

 mit p є ℤ, q є ℕ, ggt(p,q) = 1; und es handelt sich genau dann um eine ganze Zahl, wenn q = 1.
73. Satz:
-
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 = 
[image: image11.wmf]q

p

-

 = 
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-

p


für alle p,q є ℤ, q ≠ 0
Bew.:  
Fall 1) q > 0

Ist 
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p

 eine ganze Zahl, so heißt das nach Def. 72.1: p ist durch q teilbar. Es folgt  

-
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p

 =  - p div q  =  (-p)div q  = 
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p

-

;  
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-

p

 =  - p div q  = -
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p

 direkt nach Def. 72.1.

Ist 
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p

 keine ganze Zahl, also p nicht durch q teilbar, so heißt das 
-
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p

 = - (p div ggt(p,q), q div ggt(p,q), 0, 0) = (- p div ggt(p,q), q div ggt(p,q), 0, 0)

= ((-p) div ggt(-p,q), q div ggt(-p,q), 0, 0) = 
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p

-

;  
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-

p

 = (- p div ggt(p,q), q div ggt(p,q), 0, 0) = -
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p

 direkt nach Def. 72.2
Fall 2) q < 0

-
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 = -
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 = -(-
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) = 
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;  
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   nach Fall 1)
74. Satz:  
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p
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r

  <=>  ps = qr
für p,q,r,s є ℤ, qs ≠ 0

Bew.:
Fall1) q > 0, s > 0
 „=>“

Ist 
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p

 = 
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r

 eine ganze Zahl, so heißt das nach Def. 72.1: p ist durch q und r durch s teilbar, und  p div q  =  r div s. Es folgt  sp = sq (pdiv q) = sq (r div s) = qs (r div s) = qr.
Ist 
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p

 = 
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r

 keine ganze Zahl, also p nicht durch q und r nicht durch s teilbar, so heißt das nach Def. 72.2:
(p div ggt(p,q), q div ggt(p,q), 0, 0) = (r div ggt(r,s), s div ggt(r,s), 0, 0),

d.h.  p div ggt(p,q)  =  r div ggt(r,s),  q div ggt(p,q)  =  s div ggt(r,s). Es folgt
sp =  ggt(r,s) (s div ggt(r,s)) ggt(p,q) (p div ggt(p,q))

=  ggt(r,s) (q div ggt(p,q)) ggt(p,q) (r div ggt(r,s)) 
=  ggt(p,q) (q div ggt(p,q)) ggt(r,s) (r div ggt(r,s))  = qr
„<=“

ggt(r,s) ggt(p,q) (s div ggt(r,s)) (p div ggt(p,q))
=  ggt(r,s) (s div ggt(r,s)) ggt(p,q) (p div ggt(p,q))  = sp = qr 

=  ggt(p,q) (q div ggt(p,q)) ggt(r,s) (r div ggt(r,s))

=  ggt(r,s) ggt(p,q) (r div ggt(r,s)) (q div ggt(p,q))
Das ergibt  (r div ggt(r,s)) (q div ggt(p,q))  =  (s div ggt(r,s)) (p div ggt(p,q))
Nach Satz 58 sind  (r div ggt(r,s))  und  (s div ggt(r,s))  teilerfremd, ebenso sind  

(p div ggt(p,q))  und  (q div ggt(p,q))  teilerfremd. Nach Satz 60 folgt
r div ggt(r,s) = p div ggt(p,q),  s div ggt(r,s) = q div ggt(p,q), d.h.
p div ggt(p,q), q div ggt(p,q), 0, 0) = (r div ggt(r,s), s div ggt(r,s), 0, 0).

Ist  s div ggt(r,s)  =  q div ggt(p,q) > 1, d.h. r nicht durch s teilbar und p nicht durch q teilbar, so bedeutet dies nach Def. 72.2  
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r

 ; ist  s div ggt(r,s)  =  q div ggt(p,q) = 1, d.h. r durch s teilbar und p durch q teilbar, so folgt  r div s  =  p div q, und das bedeutet nach Def. 72.1  
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 =  p div q  =  r div s  = 
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r

.
Fall 2) q > 0, s < 0
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 = 
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-

r

-

  <=>  p(-s) = q(-r)  <=>  -ps = -qr  <=>  ps = qr   nach Fall 1)
Fall 3) q < 0, s > 0
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 = 
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r

  <=>  (-p)s = (-q)r  <=>  -ps = -qr  <=>  ps = qr   nach Fall 1)
Fall 4) q < 0, s < 0
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-

  <=>  (-p)(-s) = (-q)(-r)  <=>  ps = qr   nach Fall 1)
Von nun an wird die Tupel-Schreibweise nicht mehr benötigt.

75. Satz (Erweiterung und Kürzung von Brüchen):
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 = 
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für alle c,p,q є ℤ, cq ≠ 0
Bew.:  p cq = cpq = q cp, also folgt die Behauptung aus Satz 74.

76. Def. (Ordnung):
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 < 
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r

  :<=>  ps < qr
für p,r є ℤ, q,s є ℕ, ggt(p,q) = 1, ggt(r,s) = 1
Für den Sonderfall q = s = 1 wurde die Ordnung bereits in Def. 30 definiert, so dass dann hier nichts Neues definiert wird. Und wie bei den ganzen Zahlen sei für a,b є ℚ:
a > b  :<=>  b < a  ;  a ≤ b  :<=>  a < b ∨ a = b  ;  a ≥ b  :<=>  a > b ∨ a = b
77. Satz:  Für a,b є ℚ gilt stets genau eine der Aussagen:  a < b, a = b, a > b
Bew.:

Sei a = 
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p

 mit p є ℤ, q є ℕ, ggt(p,q) = 1;  b = 
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r

 mit r є ℤ, s є ℕ, ggt(r,s) = 1;

a hat die eindeutige Form  a = 
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p

 mit p є ℤ, q є ℕ, ggt(p,q) = 1; b hat die eindeutige Form  b = 
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r

  mit r є ℤ, s є ℕ, ggt(r,s) = 1. Nach Satz 74 gilt 
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  <=>  ps = qr. Nach Def. 76 gilt  
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  <=>  ps < qr  und gilt  
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  <=>  rq < sp  <=>  ps > qr. Und nach Satz 31 gilt genau eine der Aussagen:  ps < qr, ps = qr, ps > qr.
78. Satz: 
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  <=>  ps < qr
für p,q,r,s є ℤ, qs > 0
(Sonderfall p = 0 bedeutet:  0 < 
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  <=>  0 < qr  <=>  0 < qrqs  <=>  0 < rs)
Bew.:
Fall 1) q > 0, s > 0
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<=>  (p div ggt(p,q)) (s div ggt(r,s))  <  (q div ggt(p,q)) (r div ggt(r,s))
<=>  ggt(p,q) (p div ggt(p,q)) ggt(r,s) (s div ggt(r,s))  <

<  ggt(p,q) (q div ggt(p,q)) ggt(r,s) (r div ggt(r,s))
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Fall 2) q < 0, s < 0
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  <=>  (-p)(-s) < (-q)(-r)  <=>  ps < qr   nach Fall 1)
79. Satz: 
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für p,q,r,s є ℤ, qs < 0
Bew.:
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  <=>  p(-s) < q(-r)  <=>  -ps < -qr  <=>  ps > qr   nach Satz 78
80. Satz:  a < b ∧ b < c  =>  a < c
für a,b,c є ℚ
Bew.:

Sei a = 
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 mit t є ℤ, u є ℕ, ggt(t,u) = 1;  nach Voraussetzung ps < qr, ru < st; es folgt

psu < qru < qst, somit  pu < qt, d.h. 
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81. Satz:  a < b  <=>  -b < -a  <=>  -a > -b
für a,b є ℚ
Bew.: 
Sei a = 
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 mit p є ℤ, q є ℕ, ggt(p,q) = 1;  b = 
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 mit r є ℤ, s є ℕ, ggt(r,s) = 1;
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Nun folgt der erste entscheidende Unterschied zu den ganzen Zahlen: Zwischen zwei rationalen Zahlen gibt es stets eine dritte, die dazwischen liegt.

82. Satz (Dichte der rationalen Zahlen):
Für alle a,b є ℚ mit a < b gibt es ein c є ℚ mit a < c < b.
Bew. (einfacher als der sogenannte „Mittelwert von a und b“ ist hier ein anderes c):
Sei a = 
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 mit p є ℤ, q є ℕ, ggt(p,q) = 1;  b = 
[image: image101.wmf]s

r

 mit r є ℤ, s є ℕ, ggt(r,s) = 1;
mit c := 
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sowie  (p+r)s = ps+rs < qr+rs = (q+s)r, d.h. 
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3.2 Addition

Dies geht direkt so zu definieren, wie man es vielleicht aus der Schule gewohnt ist.

83. Def. (Addition rationaler Zahlen):
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für p,r є ℤ, q,s є ℕ, ggt(p,q) = 1, ggt(r,s) = 1
Für den Sonderfall q = s = 1 wurde die Addition bereits in Def. 8 definiert, so dass dann hier nichts Neues definiert wird.
84. Satz (Addition rationaler Zahlen):  
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Bew.:

Fall 1) q > 0, s > 0
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Fall 2) q > 0, s < 0
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Fall 3) q < 0, s > 0
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Fall 4) q < 0, s < 0
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85. Satz (Assoziativgesetz oder Klammergesetz):  a+(b+c) = (a+b)+c
  für alle a,b,c є ℚ
Bew.:
Sei a = 
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86. Satz (Kommutativgesetz oder Vertauschungsgesetz):  a+b = b+a
für alle a,b є ℚ
Bew.:
Sei a = 
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 mit p є ℤ, q є ℕ, ggt(p,q) = 1;  b = 
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87. Satz:  a+0 = 0+a = a
für alle a є ℚ
Bew.:

Sei a = 
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 mit p є ℤ, q є ℕ, ggt(p,q) = 1;   0+a = 
[image: image166.wmf]1

0

 + 
[image: image167.wmf]q

p

 = 
[image: image168.wmf]1·q

1·p

0·q

+

 = 
[image: image169.wmf]q

p

 = a;
a+0 = 0+a  nach Satz 86
88. Satz:  -a+a = a+(-a) = 0
für alle a є ℚ
Bew.:
Sei a = 
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-a+a = a+(-a)  nach Satz 86
89. Satz:  -(a+b) = -a+(-b)
für alle a,b є ℚ
Bew.:
-(a+b) = -(a+b)+0+0 = -(a+b)+a+(-a)+b+(-b) = -(a+b)+(a+b) +(-a) +(-b) = -a+(-b)
90. Satz:  a = b  <=>  a+c = b+c
für a,b,c є ℚ
Bew.:
Sei a = 
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<=>  psuu = qruu  <=>  ps = qr  <=>  
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91. Satz:  a < b  <=>  a+c < b+c
für a,b,c є ℚ
Bew.:

Sei a = 
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  <=>  (pu+qt)su < qu(ru+st)  <=>  psuu+qstu < qruu+qstu

<=>  psuu < qruu  <=>  ps < qr  <=>  
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92. Satz:  a+(-c) = b  <=>  a = b+c
für a,b,c є ℚ
Bew.:

a+(-c) = b  <=>  a+(-c)+c = b+c  nach Satz 90, angewandt auf a+(-c) statt a
<=>  a+0 = b+c  <=>  a = b+c  nach Satz 88, angewandt auf c statt a, und Satz 87
3.3 Subtraktion

Die Subtraktion ist (auch hier) einfach als Addition mit vertauschtem Vorzeichen definierbar. Alle Beweise können gleich aus dem Kapitel der ganzen Zahlen kopiert werden, zusätzlich lohnt sich auch die Bruchschreibweise ausdrücklich klarzustellen.
93. Def. (Subtraktion rationaler Zahlen):

a–b := a+(-b)
für alle a,b є ℚ
Für den Sonderfall a,b є ℤ wurde die Subtraktion bereits in Def. 20 definiert, so dass dann hier nichts Neues definiert wird.
94. Satz (Subtraktion rationaler Zahlen):  
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Bew.:
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95. Satz (Subtraktion ist Umkehrung der Addition): 

a–b = c  <=>  a = c+b 
für a,b,c є ℚ
Bew.:

a–b = c  <=>  a+(-b) = c  
<=>  a = c+b  nach Satz 92, angewandt mit Vertauschung von b und c 

96. Satz:  a = b  <=>  a–c = b–c
für a,b,c є ℚ
Bew.:

a = b  <=>  a+(-c) = b+(-c)  nach Satz 90, angewandt auf -c statt c
<=>  a–c = b–c
97. Satz:  a < b <=>  a–c < b–c
für a,b,c є ℚ
Bew.: 
a < b  <=>  a+(-c) < b+(-c)  nach Satz 91, angewandt auf -c statt c
<=>  a–c < b–c
98. Satz:  a–a = 0
für alle a є ℚ
Bew.:

a–a = a+(-a) = 0
99. Satz:  a–(b+c) = a–b–c
für alle a,b,c є ℚ
Bew.:

a–(b+c) = a+(-(b+c)) = a+(-b)+(-c) = (a–b)+(-c) = a–b–c
100. Satz:  a–(b–c) = a–b+c
für alle a,b,c є ℚ
Bew.:

a–(b–c) = a+(-(b+(-c))) = a+(-b)+(-(-c)) = a+(-b)+c = a–b+c
101. Satz:  a–b+c = a+c–b
für alle a,b,c є ℚ
Bew.:

a–b+c = a+(-b)+c = a+c+(-b) = a+c–b
102. Satz:  a–b–c = a–c–b
für alle a,b,c є ℚ
Bew.:

a–b–c = a+(-b)+(-c) = a+(-c)+(-b) = a–c–b
103. Satz:  -a+b = b–a
für alle a,b є ℚ
Bew.:

-a+b = b+(-a) = b–a
104. Satz:  -(a–b) = b–a
für alle a,b є ℚ
Bew.:

-(a–b) = -(a+(-b)) = -a+(-(-b)) = -a+b = b+(-a) = b–a
3.4 Multiplikation
Auch dies geht direkt so zu definieren, wie man es aus der Schule gewohnt ist.

105. Def. (Multiplikation rationaler Zahlen):
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für p,r є ℤ, q,s є ℕ, ggt(p,q) = 1, ggt(r,s) = 1
Für den Sonderfall q = s = 1 wurde die Multiplikation bereits in Def. 37 definiert, so dass dann hier nichts Neues definiert wird.
106. Satz (Multiplikation rationaler Zahlen):  
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Bew.:

Fall 1) q > 0, s > 0
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Fall 2) q > 0, s < 0


[image: image225.wmf]q

p

 · 
[image: image226.wmf]s

r

 = 
[image: image227.wmf]q

p

 · 
[image: image228.wmf]s

-

r

-

 = 
[image: image229.wmf]q(-s)

p(-r)

 = 
[image: image230.wmf]qs

-

pr

-

 = 
[image: image231.wmf]qs

pr

   nach Fall 1)
Fall 3) q < 0, s > 0
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Fall 4) q < 0, s < 0
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107. Satz:  a(-b) = (-a)b = -ab
für alle a,b є ℚ
Bew.:
Sei a = 
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108. Satz:  (-a)(-b) = ab
für alle a,b є ℚ
Bew.:

 (-a)(-b) = -(-a)b = -(-ab) = ab  nach Satz 107
109. Satz (Distributivgesetz oder Verteilungsgesetz):  a(b+c) = ab+ac
für alle a,b,c є ℚ
Bew.:

Sei a = 
[image: image261.wmf]q
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 mit p є ℤ, q є ℕ, ggt(p,q) = 1;  b = 
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 mit r є ℤ, s є ℕ, ggt(r,s) = 1;

c = 
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 mit t є ℤ, u є ℕ, ggt(t,u) = 1;   a(b+c) = 
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110. Satz:  a(b–c) = ab–ac
für alle a,b,c є ℚ
Bew.:
a(b–c) = a(b+(-c)) = ab+a(-c)  nach Satz 109, angewandt auf -c statt c
= ab+(-ac)  nach Satz 107, angewandt auf c statt b

= ab–ac
111. Satz (Assoziativgesetz oder Klammergesetz):  a(bc) = (ab)c
  für alle a,b,c є ℚ
Bew.:
Sei a = 
[image: image278.wmf]q
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 mit p є ℤ, q є ℕ, ggt(p,q) = 1;  b = 
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 mit r є ℤ, s є ℕ, ggt(r,s) = 1;

c = 
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 mit t є ℤ, u є ℕ, ggt(t,u) = 1;   
a(bc) = 
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112. Satz (Kommutativgesetz oder Vertauschungsgesetz):  ab = ba
für alle a,b є ℚ
Bew.:
Sei a = 
[image: image292.wmf]q

p

 mit p є ℤ, q є ℕ, ggt(p,q) = 1;  b = 
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ab = 
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113. Satz:  0·a = a·0 = 0, 1·a = a·1 = a
für alle a є ℚ
Bew.:
Sei a = 
[image: image300.wmf]q

p

 mit p є ℤ, q є ℕ, ggt(p,q) = 1;  0·a = 
[image: image301.wmf]1

0



 EMBED Equation.3  [image: image302.wmf]q

p

 = 
[image: image303.wmf]1·q

0·p

 = 
[image: image304.wmf]q

0

 =  0 div q  =  0;

1·a = 
[image: image305.wmf]1

1



 EMBED Equation.3  [image: image306.wmf]q

p

 = 
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 =  a;  0·a = a·0 und 1·a = a·1 nach Satz 112
114. Satz:  a = b  <=>  ac = bc
für a,b,c є ℚ, c ≠ 0
Bew.:

Sei a = 
[image: image309.wmf]q
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 mit p є ℤ, q є ℕ, ggt(p,q) = 1;  b = 
[image: image310.wmf]s
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 mit r є ℤ, s є ℕ, ggt(r,s) = 1;
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  <=>  ac = bc
115. Satz:  a < b  <=>  ac < bc
für a,b,c є ℚ, c > 0

Bew.:

Sei a = 
[image: image320.wmf]q
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 mit p є ℤ, q є ℕ, ggt(p,q) = 1;  b = 
[image: image321.wmf]s
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 mit r є ℤ, s є ℕ, ggt(r,s) = 1;

c = 
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 mit t є ℕ, u є ℕ, ggt(t,u) = 1;    a < b  <=>  
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  <=>  ac < bc
116. Satz:  a < b  <=>  ac > bc
für a,b,c є ℚ, c < 0

Bew.:

a < b  <=>  a(-c) < b(-c)  nach Satz 115, angewandt auf -c statt c
<=>  -ac < -bc  nach Satz 107

<=>  bc < ac  nach Satz 81, angewandt auf bc statt a und ac statt b
<=>  ac > bc
117. Satz:  ab = 0  <=>  a = 0 ∨ b = 0
für a,b є ℚ
Bew.:

„=>“
sei a ≠ 0 angenommen;  aus  ab = 0 = a·0  folgt nach Satz 114:  b = 0
sei b ≠ 0 angenommen;  aus  ab = 0 = 0·b  folgt nach Satz 114:  a = 0
 „<=“ 

für a = 0 ist  ab = 0·b = 0

für b = 0 ist  ab = a·0 = 0
3.5 Division
Hier hilft es, zuerst den Kehrwert einzuführen.
118. Def. (Kehrwert rationaler Zahlen):
1 : 
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für r є ℤ, r ≠ 0, s є ℕ, ggt(r,s) = 1

Für den Sonderfall s = 1 wurde 
[image: image335.wmf] 

s

r

 

 

1

 

 bereits in Def. 72 definiert, so dass dann hier nichts Neues definiert wird, nur eine neue Schreibweise mit „:“ und „/“.
119. Satz (Kehrwert rationaler Zahlen):
1 / 
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 = 
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für r,s є ℤ, rs ≠ 0
Bew.:
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Fall 2) s < 0
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   nach Fall 1)
120. Satz:  a ·
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 = 1
für a є ℚ, a ≠ 0
Bew.:

Sei a = 
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 mit p є ℤ, p ≠ 0, q є ℕ, ggt(p,q) = 1;   a · (
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121. Satz:  
[image: image356.wmf]a

1

·
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 = 
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für a,b є ℚ, ab ≠ 0

Bew.:
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122. Def. (Division rationaler Zahlen):
a:b := a/b := 
[image: image371.wmf]b

a

 := a ·
[image: image372.wmf]b
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für a,b є ℚ, b ≠ 0
Für den Sonderfall a,b є ℤ wurde 
[image: image373.wmf]b

a

 bereits in Def. 72 definiert (für den Sonderfall a = 1 soeben in Def. 118), so dass dann hier nichts Neues definiert wird, nur eine neue Schreibweise mit „:“ und „/“.
123. Satz (Division rationaler Zahlen):  

[image: image374.wmf]q
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 / 
[image: image375.wmf]s

r

 = 
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für p,q,r,s є ℤ, qrs ≠ 0
Bew.:
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124. Satz (Division ist Umkehrung der Multiplikation): 


[image: image384.wmf]c

a

 = b  <=>  a = bc 
für a,b,c є ℚ, b ≠ 0
Bew.:
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 = b  <=>  a
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c = bc  nach Satz 114, angewandt auf a
[image: image388.wmf]c
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 statt a
<=>  a·1 = bc  <=>  a = bc  nach Satz 120, angewandt auf c statt a, und Satz 113
125. Satz:  
[image: image389.wmf]b
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 = 
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für a,b,c є ℚ, bc ≠ 0

Bew.:
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126. Satz:  -
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a

-

 = 
[image: image401.wmf]b

-

a


für a,b є ℚ, b ≠ 0

Bew.:  
-
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127. Satz:  
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 + 
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für a,b,c,d є ℚ, bd ≠ 0

Bew.:
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128. Satz:  
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 – 
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-


für a,b,c,d є ℚ, bd ≠ 0

Bew.:
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129. Satz:  
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 · 
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 = 
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für a,b,c,d є ℚ, bd ≠ 0

Bew.:
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 = 
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130. Satz:  
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 / 
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 = 
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für a,b,c,d є ℚ, bcd ≠ 0

Bew.:
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 / 
[image: image447.wmf]d

c

 = (
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a

bd) / (
[image: image449.wmf]d

c

bd)  nach Satz 125, angewandt auf Faktor bd statt c
= 
[image: image450.wmf]b
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 / 
[image: image451.wmf]d

cbd

  nach Satz 129, zweimal angewandt, jeweils auf bd statt c und 1 statt d

= ad / cb  nach Satz 125, zweimal rückwärts angewandt, mal mit b und mal mit d statt c

131. Satz:  
[image: image452.wmf]b
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 = 
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c

  <=>  ad = bc
für a,b,c,d є ℚ, bd ≠ 0

Bew.:
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132. Satz:  
[image: image462.wmf]b
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 < 
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  <=>  ad < bc
für a,b,c,d є ℚ, bd > 0
Bew.:
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133. Satz:  
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 < 
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c

  <=>  ad > bc
für a,b,c,d є ℚ, bd < 0

Bew.:
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  <=>  a(-d) < b(-c)  <=>  -ad < -cb  <=>  ad > bc
134. Satz:  Seien a є ℕ, b є ℚ, a = bb. Dann ist b eine ganze Zahl.
Bew.:

Sei b = 
[image: image478.wmf]q

p

 mit p є ℤ, q є ℕ, ggt(p,q) = 1;  also a = bb = 
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, d.h. pp = aqq; pp ist also durch q teilbar, also ist nach Satz 62 (angewandt auf p statt a und b und auf q statt c) auch p durch q teilbar; daraus folgt  q = 1.
Das bedeutet, dass es längst nicht zu jedem a є ℕ ein b є ℚ gibt mit a = bb: Da b eine ganze Zahl sein muss, geht es nur für a є {1·1,2·2,3·3,4·4,...} = {1,4,9,16,...}.
Dies muss noch einen Schritt weiter geführt werden, um die Einführung der irrationalen Zahlen zu ermöglichen.

135. Satz (Nichtvollständigkeit der rationalen Zahlen, Beispielmenge dafür):
Sei a є ℕ \ {1·1,2·2,3·3,4·4,...},  A := {x є ℚ | xx < a ∨ x ≤ 0}; somit x < a für alle a є A, denn für x > a > 1 gilt xx > x > a. Dann gilt x < a für alle a є A; für jedes x є A, y є ℚ mit y < x auch y є A; für jedes x є A gibt es ein y є A mit x < y; für jedes x є ℚ\A gibt es ein y є ℚ\A mit y < x.

Bew.:
a) Sei x ≥ a > 1 > 0, dann gilt xx > x ≥ a, also nicht x є A.
b) Sei x є A, y є ℚ mit y < x. Im Fall y ≤ 0 gilt sowieso y є A, 

und im Fall y > 0 gilt yy < xy < xx < a, also ebenfalls y є A.

c) Sei x є A. Im Fall x ≤ 0 sei y := 1 > x, dann gilt yy = 1 < a, also y є A; 

im Fall x > 0 (das bedeutet xx < a) sei  y die kleinere der beiden Zahlen 2x und x + 
[image: image482.wmf]4x
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-
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 > x, dann gilt  yy = (y–x)(y+x) + xx  < (y–x)(y+y) + xx ≤ 
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a

4x + xx = a–xx + xx = a, also y є A.
d) Sei x є ℚ\A, d.h. xx ≥ a, x > 0. Nach Satz 134 ist xx ≠ a, also xx > a. 
Sei y := x + 
[image: image486.wmf]2x

xx

-

a

< x, dann gilt  y = 
[image: image487.wmf]2x

xx

a

+

> 0,  yy = (y–x)(x+y) + xx > (y–x)(x+x) + xx
= 
[image: image488.wmf]2x

xx

-

a

2x + xx = a–xx + xx = a, also y є ℚ\A.

4. Reelle Zahlen

4.1 Begriff und Ordnung
Satz 134 hat den ersten Grund gezeigt, warum die rationalen Zahlen nicht genügen. Darum werden die irrationalen Zahlen eingeführt, die offenbar zwischen den Bruchzahlen, so dicht sie auch liegen mögen (Satz 82), noch dazwischenliegen.

Vielleicht hat der Leser schon einmal die näherungsweise Berechnung von Wurzeln gesehen, bei der man zwei Näherungswerte hat, einen zu großen und einen zu kleinen, und daraus zwei neue Näherungswerte bestimmt, wiederum einen zu großen (aber kleiner als der vorherige) und einen zu kleinen (aber größer als der vorherige); und so weiter, theoretisch endlos oft, wobei der obere und der untere Näherungswert sich beliebig dicht aneinander annähern.

Es gibt also für die Wurzel – wie für jede irrationale Zahl – für jeden zu kleinen Bruch einen größeren, der immer noch zu klein ist, und für jeden zu großen Bruch einen kleineren, der immer noch zu groß ist. Und für jede noch so kleine Fehlerschranke oberhalb 0 lassen sich ein zu kleiner und ein zu großer Bruch finden, die näher als die Fehlerschranke zusammenliegen, also die gesuchte irrationale Zahl zwischen sich haben.

Jede irrationale Zahl ist eindeutig gekennzeichnet durch sämtliche rationalen Zahlen, die kleiner sind als sie. Und für zwei verschiedene irrationale Zahlen gibt es stets eine rationale Zahl, die dazwischen liegt. Diese ist kleiner als die größere irrationale Zahl, aber größer als die kleinere. Um hier aus ℚ heraus zu definieren, was eine irrationale Zahl eigentlich ist, liegt es also nahe: dafür die Menge sämtlicher rationaler Zahlen zu nehmen, die kleiner sind als sie. Wie ist diese Menge zu beschreiben, ohne die irrationale Zahl bereits vorauszusetzen?

Diese Teilmenge von ℚ hat die Eigenschaft, dass zu jeder zugehörigen rationalen Zahl auch jede kleinere rationale Zahl dazugehört, dass es jedoch auch rationale Zahlen gibt, die nicht dazugehören. Und wichtig: Es gibt keine größte rationale Zahl, die dazugehört, aber auch keine kleinste rationale Zahl, die nicht dazugehört. Sonst würde sich die Menge nicht eignen, um eine irrationale Zahl darin zu sehen: gäbe es eine größte rationale Zahl, die dazugehört, oder eine kleinste, die nicht dazugehört, dann würde diese Zahl die „Grenze“ der Menge charakterisieren.
Satz 135 gibt ein Beispiel für eine nichtleere echte Teilmenge von ℚ mit einer Eigenschaft, die auf eine irrationale Zahl hindeutet. Dies muss nun klargestellt werden:
136. Def. (reelle Zahlen):
Unter einer irrationalen Zahl verstehen wir eine nichtleere echte Teilmenge s von ℚ mit folgenden Eigenschaften:

a) für jedes x є s, y є ℚ mit y < x gilt auch  y є s
b) für jedes x є s gibt es ein y є s mit x < y
c) für jedes x є ℚ\s gibt es ein y є ℚ\s mit y < x
Rationale und irrationale Zahlen heißen zusammen reelle Zahlen; ℝ sei die Menge der reellen Zahlen.
137. Def. (Ordnung)
Für jede rationale Zahl a und irrationale Zahl s sei (137.1)  a < s  :<=>  a є s;  
(137.2)  s < a  :<=>  a є ℚ\s.

Für zwei irrationale Zahlen r und s sei (137.3)  r < s  :<=>  r ⊂ s, d.h. r ist echte Teilmenge von s.
Und wie bei den rationalen Zahlen sei für a,b є ℝ:

a > b  :<=>  b < a  ;  a ≤ b  :<=>  a < b ∨ a = b  ;  a ≥ b  :<=>  a > b ∨ a = b
138. Satz:  Für a,b є ℝ gilt stets genau eine der Aussagen:  a < b, a = b, a > b
Bew.:

Fall 1) a,b є ℚ 
Bekannt aus Satz 77

Fall 2) a є ℚ, b є ℝ\ℚ
a < b  <=>  a є b  nach Def. 137.1; a > b  <=>  b < a  <=>  a є ℚ\b  nach Def. 137.2
Fall 3) a є ℝ\ℚ, b є ℚ
a < b  <=>  b є ℚ\a  nach Def. 137.2; a > b  <=>  b < a  <=>  b є a  nach Def. 137.1
Fall 4) a є ℝ\ℚ, b є ℝ\ℚ 
a = b, a < b und b < a schließen sich aus, da von zwei Mengen höchstens eine die echte Teilmenge der anderen sein kann, und jedes von beiden schließt aus, dass sie gleich sind. Ob stets wenigstens eines gilt: sei a ≠ b, d.h. es gibt ein x є b\a oder ein x є a\b, o.B.d.A. x є b\a. Zu zeigen ist a ⊂ b. Sei y є a; wäre x < y, würde nach Def. 136a) folgen x є a; da also y < x und zudem x є b, folgt nach Def. 136a) y є b.
139. Satz:  a < b ∧ b < c  =>  a < c
für a,b,c є ℝ
Bew.:
Fall 1) a,b,c є ℚ 

Bekannt aus Satz 80

Fall 2) a,b є ℚ, c є ℝ\ℚ 

b < c heißt nach Def. 137.1 b є c; nach Def. 136a) ist a є c, also a < c nach Def. 137.1

Fall 3) a,c є ℚ, b є ℝ\ℚ
a < b heißt nach Def. 137.1 a є b, wäre c ≤ a, so nach Def. 136a) c є b, also wäre c < b
Fall 4) a є ℚ, b,c є ℝ\ℚ
a < b heißt nach Def. 137.1 a є b; wegen b ⊂ c also a є c, d.h. a < c nach Def. 137.1
Fall 5) a є ℝ\ℚ, b,c є ℚ
Wäre c є a, so wäre nach Def. 136a) b є a, d.h. b < a nach Def. 137.1
Fall 6) a,c є ℝ\ℚ, b є ℚ 

Wäre a > c oder a = c, also c ⊆ a, so wäre wegen b є c auch b є a, d.h. b < a n. Def. 137.1
Fall 7) a,b є ℝ\ℚ, c є ℚ 

a ⊂ b nach Def. 137.2; wäre c < a, d.h. c є a, so wäre c є b, d.h. c < b nach Def. 137.1

Fall 8) a,b,c є ℝ\ℚ 
a ⊂ b und b ⊂ c nach Def. 137.2, also a ⊂ c, d.h. a < c nach Def. 137.2
140. Satz (Dichte der reellen Zahlen):
Für alle a,b є ℝ mit a < b gibt es ein c є ℚ mit a < c < b und ein d є ℝ\ℚ mit a < d < b.
Bew.:

Fall 1) a,b є ℚ 

c ist bekannt aus Satz 82;
d := {x є ℚ | 2(x–a)(x–a) < (b–a)(b–a) ∨ x ≤ a}
a) Zeige: d ist echte Teilmenge von ℚ. 

Es ist a є d; aber nicht b є d, weil 2(b–a)(b–a) > (b–a)(b–a) und b > a.
b) Zeige: für jedes x є d, y є ℚ mit y < x gilt y є d.

Sei x є d, y є ℚ mit y < x. Im Fall y ≤ a gilt sowieso y є d, und im 
Fall y > a gilt 2(y–a)(y–a) < 2(x–a)(y–a) < 2(x–a)(x–a) < (b–a)(b–a), also ebenfalls y є d.
c) Zeige: für jedes x є d gibt es ein y є d mit x < y.

Sei x є d. Im Fall x ≤ a sei y := a +
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2(y–a)(y–a) = 2(y–x)(x–a+y–a) + 2(x–a)(x–a) < 2(y–x)(y–a+y–a) + 2(x–a)(x–a)  
≤ 2
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= (b–a)(b–a)–2(x–a)(x–a) + 2(x–a)(x–a) = (b–a)(b–a), also y є d.

d) Zeige: für jedes x є ℚ\d gibt es ein y є ℚ\d mit y < x.

Sei x є ℚ\d, d.h. 2(x–a)(x–a) ≥ (b–a)(b–a), x > a. Wäre 2(x–a)(x–a) = (b–a)(b–a), so 
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 = 2, was nach Satz 134 und seinem Nachsatz unmöglich ist; also 
2(x–a)(x–a) > (b–a)(b–a).  Sei y := x + 
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> a,
2(y–a)(y–a) = 2(y–x)(x–a+y–a) + 2(x–a)(x–a) > 2(y–x)(x–a+x–a) + 2(x–a)(x–a) 
= 2
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= (b–a)(b–a)–2(x–a)(x–a) + 2(x–a)(x–a) = (b–a)(b–a),  also y є ℚ\d.
Somit ist d eine irrationale Zahl, und nach der Beweisführung in  a) ist a < d < b.
Fall 2) a є ℚ, b є ℝ\ℚ 

c gibt es nach Def. 136b); nach Fall 1), angewandt auf c statt b, gibt es ein d є ℝ\ℚ mit a < d < c.
Fall 3) a є ℝ\ℚ, b є ℚ 

c gibt es nach Def. 136c); nach Fall 1), angewandt auf c statt a, gibt es ein d є ℝ\ℚ mit c < d < b.
Fall 4) a,b є ℝ\ℚ 

a ⊂ b nach Def. 137.2, d.h. es gibt c є b mit c є ℚ\a, d.h. c < b nach Def. 137.1, und a < c nach Def. 137.2; nach Fall 3), angewandt auf c statt b, gibt es ein d є ℝ\ℚ mit a < d < c.
141. Lemma:  Zu jedem a є ℝ gibt es ein n є ℕ mit a < n
Bew.:

Fall 1) a є ℚ
Sei a = 
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 mit p є ℤ, q є ℕ; für p < 0 ist 
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< 0, also Behauptung erfüllt mit n := 0; für p ≥ 0  ist 
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 = p  wegen p·1 ≤ qp, also Behauptung erfüllt mit n := p+1
Fall 2) a є ℝ\ℚ
Nach Def. 136 und Def. 137 gibt es ein q є ℚ mit a < q, und nach Fall 1) ein n є ℕ mit q < n, also a < q < n
142. Lemma:  Zu jedem a є ℝ, b є ℚ, b > 0, gibt es ein c є ℚ mit c < a und b+c > a
Bew.:
Fall 1) a є ℚ
c := a–
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Fall 2) a є ℝ\ℚ

Nach Def. 136 und Def. 137 gibt es p,q є ℚ mit p < a < q. Sei n є ℕ, n ≥ 
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 gemäß Lemma 141, also p+bn ≥ p+q–p = q > a; sei m є {0,...,n–1} größtmöglich gewählt, so dass p+bm < a,d.h. p+b(m+1) > a;dann ist c := p+bm < a, b+c = p+bm+b = p+b(m+1) > a
143. Lemma:  Zu jedem a є ℝ, a > 0, b є ℚ, b > 1, gibt es ein c є ℚ mit 0 < c < a und bc > a
Bew.:
Sei q є ℚ mit 0 < q < a, somit ist q
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144. Def.:
Sei A eine nichtleere Teilmenge von ℝ. Dann heißt A „nach oben beschränkt“ genau dann, wenn es ein r є ℝ gibt mit a ≤ r für alle a є A. Dabei heißt r eine „obere Schranke von A“. Gibt es eine kleinste „obere Schranke von A“, d.h. ein s є ℝ mit
a) a ≤ s für alle a є A
b) für jedes h є ℝ mit h < s gibt es ein a є A mit h < a
so heißt s „Supremum von A“. Zwei verschiedene „Supremum von A“ kann es nicht geben, denn wenn a ≤ s für alle a є B und auch a ≤ t für alle a є B gilt, und o.B.d.A. t < s, dann ist t ein solches h, das gegen b) verstößt. Wir schreiben sup A := s
145. Lemma:  s = sup {x є ℝ | x < s} = sup {x є ℚ | x < s}
für alle s є ℝ 
Bew.:

Für A := {x є ℝ | x < s} und für B := {x є ℚ | x < s} ist 144a) direkt erfüllt; und für jedes h є ℝ mit h < s gibt es nach Satz 140 ein a є ℚ mit h < a < s, also a є A und a є B, was 144b) erfüllt.
146. Satz:
Seien A und B nichtleere Teilmengen von ℝ, A ⊂ B, und zu jedem b є B gebe es ein a є A mit b ≤ a; A habe ein Supremum. Dann hat auch B ein Supremum, und es gilt

sup A = sup B

Bew.:

Mit s = sup A gibt es für jedes b є B ein a є A mit b ≤ a ≤ s, also erfüllt s 144a) auch für B; und für jedes h є ℝ mit h < s gibt es nach Voraussetzung ein a є A mit h < a; da auch a є B wegen A ⊂ B, erfüllt s auch 144b) auch für B.
147. Lemma:  a+b = sup {x+y | x,y є ℚ, x < a, y < b}
für a,b є ℚ
Bew.:

Für x,y є ℚ, x < a, y < b, folgt direkt x+y < a+y < a+b, so dass 144a) für a+b als s erfüllt ist. Für jedes h є ℝ mit h < a+b gibt es ein r є ℚ mit h < r < a+b; 
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148. Lemma:  a·b = sup {x·y | x,y є ℚ, 0 < x < a, 0 < y < b}
für a,b є ℚ, a > 0, b > 0

Bew.:

Für x,y є ℚ, 0 < x < a, 0 < y < b, folgt direkt xy < ay < ab, so dass 144a) für ab als s erfüllt ist. Für jedes h є ℝ mit h < ab gibt es ein r є ℚ mit h < r < ab und 0 < r; 
mit x := 
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Nun kommt der entscheidende Satz, der außer den vier Grundrechenarten auch viele weitere Rechenarten in ℝ ermöglicht.

149. Satz (Vollständigkeitssatz der reellen Zahlen):
Jede nichtleere nach oben beschränkte Teilmenge von ℝ hat genau ein Supremum.
Bew.:

Sei B ⊂ ℝ, B nichtleer, r є ℝ, a ≤ r für alle a є B. Wir müssen nun ein Supremum von B finden.
Sei A := {x є ℚ | zu x gibt es ein a є B mit x ≤ a}. A ist nicht leer, denn zu jedem a є B gehören alle x є ℚ mit x ≤ a zu A; r ist obere Schranke von A, denn für jedes x є A gibt es nach Def. ein a є B mit x ≤ a ≤ r. Für A ist die Bedingung 136a) erfüllt, d.h. für jedes x є A, y є ℚ mit y < x gilt auch  y є A, denn es gibt zu x ein a є B mit y < x ≤ a.
Fall 1) es gibt ein s є A mit x ≤ s für alle x є A (d.h. A hat ein größtes Element)
s ist Supremum von A, denn 144.1 ist direkt erfüllt, und 144.2 ist erfüllt mit s als a.
Fall 2) es gibt ein s є ℚ\A mit s ≤ x für alle x є ℚ\A (d.h. ℚ\A hat ein kleinstes Element)

s ist Supremum von A; denn für jedes x є B ist x ≤ s wegen 136a) nur weil s є ℚ\A, und für jedes h є ℝ mit h < s gibt es nach Satz 140 ein p є ℚ mit h < p < s, also p є A.
Fall 3) für jedes x є A gibt es ein y є A mit x < y, und für jedes x є ℚ\A gibt es ein y є ℚ\A mit y < x

Für A sind damit auch die Bedingungen 136b) und 136c) erfüllt, d.h. A ist eine irrationale Zahl. Mit s := A ist also x < s für alle x є A und s < x für alle x є ℚ\A; somit ist s Supremum von A, denn 144.1 ist direkt erfüllt, und für jedes h є ℝ mit h < s gibt es nach Satz 140 ein p є ℚ mit h < p < s, also p є A.
Wir haben also in allen drei Fällen ein Supremum s von A gefunden. Es bleibt zu zeigen, dass s auch Supremum von B ist:
a) Angenommen, es gibt ein a є B mit s < a; dann gibt es nach Satz 140 ein p є ℚ mit s < p < a, also p є A; es widerspricht der Feststellung, dass s obere Schranke von A ist
b) Sei h є ℝ mit h < s; dann gibt es nach Satz 140 ein p є ℚ mit h < p < s. Angenommen, p ≥ a für alle a є B, dann gäbe es für jedes x є A ein a є B mit x ≤ a ≤ p < s, somit wäre s nicht kleinste obere Schranke von A, weil p eine kleinere obere Schranke wäre. Also gibt es ein a є B mit h < p ≤ a.
Von nun an wird es nicht mehr benötigt, dass die irrationalen Zahlen als Mengen von rationalen Zahlen definiert wurden.

150. Def.:  -a := sup {-x | x є ℚ, x > a}
für alle a є ℝ\ℚ
Diese Menge ist nach oben beschränkt, denn für jedes s є ℚ mit s < a ist -s eine obere Schranke wegen -x < -a < -s für x є ℚ, x > a.
Nach Lemma 145 gilt (auch) für a є ℚ :  -a = sup {x є ℚ | x < -a} = sup {x є ℚ | -x > a} 

= sup {-x | x є ℚ, x > a}
151. Satz:  a < b  <=>  -b < -a  <=>  -a > -b
für a,b є ℝ
Bew.:

-b < -a  <=>  -a > -b   nach Def. 137;   es bleibt zu zeigen:   a < b  <=>  -b < -a
„=>“
Für a < b gibt es ein c є ℚ mit a < c < b und dazu ein d є ℚ mit c < d < b;  
c > a bedeutet -c є {-x | x є ℚ, x > a}, also -c ≤ -a  nach Def. 144a).
Wäre -d < -b, gäbe es nach Def. 144b) ein f є {-x | x є ℚ, x > b} mit -d < f, 
also d > -f > b. Widerspruch, somit  -b ≤ -d < -c ≤ -a.
„<=“

Für -b < -a gibt es ein c є ℚ mit -b < -c < -a; 
wäre c > b, so wäre -c є {-x | x є ℚ, x > b}, also -c ≤ -b  nach Def. 144a); Widerspruch.

Wegen -c < -a gibt es nach Def. 144b) ein f є {-x | x є ℚ, x > a} mit -c < f, 

also  a < -f < c ≤ b. 

152. Satz:  -(-a) = a
für alle a є ℝ
Bew.:
-(-a) = sup {-x | x є ℚ, -(-x) > -a} = sup {-x | x є ℚ, -x < a}   nach Satz 151
= sup {x є ℚ | x < a} = a   nach Lemma 145
153. Satz:  a = b  <=>  -a = -b
für a,b є ℝ
Bew.:
„=>“
ergibt sich direkt aus Def. 150, sonst wäre sie nicht wohldefiniert
„<=“
ist  -a = -b, so folgt:  a = -(-a) = -(-b) = b

154. Def. (Intervalle):
Für a,b є ℝ mit a ≤ b sei 

[a,b] := {x є ℝ | a ≤ x ≤ b}
(abgeschlossenes Intervall)
[a,b[ := {x є ℝ | a ≤ x < b}
(rechtsoffenes Intervall)
]a,b] := {x є ℝ | a < x ≤ b}
(linksoffenes Intervall)

]a,b[ := {x є ℝ | a < x < b}
(offenes Intervall)

4.2 Addition

155. Def. (Addition reeller Zahlen):
a+b := sup {x+y | x,y є ℚ, x < a, y < b}
für a,b є ℝ
Diese Menge ist nach oben beschränkt, denn für jedes s є ℚ mit s > a und jedes t є ℚ mit t > b  ist s+t eine obere Schranke wegen x+y < s+y < s+t für x,y є ℚ, x < a < s, y < b < t. 

Für den Sonderfall a,b є ℚ wurde die Addition bereits in Def. 8 und Def. 83 definiert, so dass dann hier nichts Neues definiert wird, dies hier jedoch nach Lemma 147 stimmt.
156. Satz (Kommutativgesetz oder Vertauschungsgesetz):  a+b = b+a
für alle a,b є ℝ
Bew.:

a+b = sup {x+y | x,y є ℚ, x < a, y < b} = sup {y+x | x,y є ℚ, y < b, x < a} = b+a
157. Satz:  a < b  <=>  a+c < b+c
für a,b,c є ℝ
Bew.:

„=>“
Seien d,e є ℚ mit a < d < e < b; nach Lemma 142 gibt es ein f є ℚ mit f < c, f+(e–d ) > c; sei w є ℚ mit c < w < f+e–d, dann ist für alle  x,z є ℚ mit x < a, z < c  stets x+z < d+z < d+w, d.h.  d+w  ist eine obere Schranke für {x+z | x,z є ℚ, x < a, z < c}, also  a+c ≤ d+w (wäre d+w < a+c, so müsste es nach 144b) ein Element aus {x+z | x,z є ℚ, x < a, z < c} geben, das größer als d+w ist); d+w < d+f+e–d = e+f, e+f є {y+z | y,z є ℚ, y < b, z < c}, also e+f ≤ b+c  nach 144a)
 „<=“
Sei a ≥ b angenommen, d.h. b < a ∨ b = a; dann folgt nach „=>“: 

b+c < a+c ∨ b+c = a+c, also a+c ≥ b+c; Widerspruch zur Voraussetzung  a+c < b+c
158. Satz:  a = b  <=>  a+c = b+c
für a,b,c є ℝ
Bew.:

a ≠ b  <=>  a < b ∨ b < a  <=>  a+c < b+c ∨ b+c < a+c  <=>  a+c ≠ b+c
159. Lemma:  z < a+b  <=>  es gibt x,y є ℚ mit x < a, y < b, z = x+y
für a,b є ℝ, z є ℚ
Bew.:
„=>“
Nach 144b) gibt es ein Element aus {x+y | x,y є ℚ, x < a, y < b}, das größer als z ist, d.h. es gibt x,y є ℚ, x < a, y < b, z < x+y; sei w := z–y < x+y–y = x < a, w+y = z–y+y = z, also ist die Behauptung mit w statt x erfüllt.
„<=“
Sei w є ℚ mit y < w < b, dann ist  x+w є {x+y | x,y є ℚ, x < a, y < b}, also nach 144a) x+w ≤ a+b; somit x+y < x+w ≤ a+b.
160. Lemma:
0 < z < a+b <=> es gibt x,y є ℚ mit 0 < x < a, 0 < y < b, z = x+y  für a,b є ℝ, a,b>0, z є ℚ
Bew.:
„=>“
Nach Lemma 159 gibt es x’,y’ є ℚ mit x‘ < a, y‘ < b, z = x‘+y‘. Da x‘+y‘ > 0, gilt x' > 0 oder y‘ > 0.

Fall 1) x‘ > 0, y‘ > 0

Behauptung erfüllt mit x := x‘, y := y‘

Fall 2) x‘ ≤ 0, y‘ > 0

Sei x є ℚ mit 0 < x < a, 0 < x < z; dazu y := z–x > 0, dann folgt x+y = x+z–x = z,  y < x+y = z = x‘+y‘ ≤ y‘ < b
Fall 3) x‘ > 0, y‘ ≤ 0

Folgt aus Fall 2) und kann auch analog bewiesen werden.

„<=“

x+y < a+b  nach Lemma 159; wegen 0 < x und 0 < y  gilt  0 < x+y
161. Satz (Assoziativgesetz oder Klammergesetz):  a+(b+c) = (a+b)+c
  für alle a,b,c є ℝ
Bew.:

a+(b+c) = sup {x+w | x,w є ℚ, x < a, w < b+c}
= sup {x+y+z | x,y,z є ℚ, x < a, y < b, z < c}  nach Lemma 159

= sup {w+z | w,z є ℚ, w < a+b, z < c}  nach Lemma 159

= (a+b)+c
162. Satz:  a+0 = 0+a = a
für alle a є ℝ
Bew.:

a+0 = sup {x+y | x,y є ℚ, x < a, y < 0};  für alle x,y є ℚ mit x < a, y < 0  gilt  x+y < x+0 = x < a, also ist a eine obere Schranke von {x+y | x,y є ℚ, x < a, y < 0}. Und damit erfüllt a die Supremum-Bedingung 144a) für {x+y | x,y є ℚ, x < a, y < 0}.
Für jedes h є ℝ mit h < a  gibt es b,c є ℚ mit h < b < c < a, also 
h < b = c+(b–c) є {x+y | x,y є ℚ, x < a, y < 0}; damit erfüllt a auch die Supremum-Bedingung 144b) für {x+y | x,y є ℚ, x < a, y < 0}.
a+0 = 0+a  nach Satz 156
163. Satz:  -a+a = a+(-a) = 0
für alle a є ℝ
Bew.:

-a+a = sup {x+y | x,y є ℚ, x < -a, y < a};  für alle x,y є ℚ mit x < -a, y < a  gilt y < a < -x, somit x+y < x–x = 0, also ist 0 eine obere Schranke von {x+y | x,y є ℚ, x < -a, y < a}. Und damit erfüllt 0 die Supremum-Bedingung 144a) für {x+y | x,y є ℚ, x < -a, y < a}.

Für jedes h є ℝ mit h < 0  gibt es ein b є ℚ mit 0 < b < -h, und nach Lemma 142 ein c є ℚ mit c < a, b+c > a;  also  h < -b = -(b+c)+c є {x+y | x,y є ℚ, x < -a, y < a}; damit erfüllt 0 auch die Supremum-Bedingung 144b) für {x+y | x,y є ℚ, x < -a, y < a}.
-a+a = a+(-a)  nach Satz 156

164. Satz:  -(a+b) = -a+(-b)
für alle a,b є ℝ
Bew.:
-(a+b) = -(a+b)+0+0 = -(a+b)+a+(-a)+b+(-b) = -(a+b)+(a+b) +(-a) +(-b) = -a+(-b)
165. Satz:  a+(-c) = b  <=>  a = b+c
für a,b,c є ℝ
Bew.:

a+(-c) = b  <=>  a+(-c)+c = b+c  nach Satz 158, angewandt auf a+(-c) statt a
<=>  a+0 = b+c  <=>  a = b+c  nach Satz 163, angewandt auf c statt a, und Satz 162
166. Satz:  a+b є ℝ\ℚ
für alle a є ℝ\ℚ, b є ℚ
Bew.:

a = a+0 = a+b+(-b); wäre a+b є ℚ, so (a+b)+(-b) є ℚ, im Widerspruch zur Voraussetzung
167. Satz:  
Seien A,B ⊂ ℝ,  A,B nicht leer und nach oben beschränkt. Dann ist {x+y | x є A, y є B} nach oben beschränkt, und es gilt:  sup {x+y | x є A, y є B} = sup A + sup B

Bew.:
Sei s := sup A, t := sup B; für alle x є A, y є B ist  x+y ≤ s+y ≤ s+t, also ist s+t eine obere Schranke von {x+y | x є A, y є B}. Und mit dieser Ungleichung erfüllt s+t die Supremum-Bedingung 144a) für {x+y | x є A, y є B}. 

Für jedes h є ℝ mit h < s+t  gibt es nach 144b) und 155 ein Element aus {x+y | x,y є ℚ, x < s, y < t}, das größer als h ist, d.h. es gibt x,y є ℚ mit x < s, y < t, h < x+y; wegen x < s gibt es nach 144b) ein a є A mit x < a, und wegen y < t  ein b є B mit y < b; es folgt  h < x+y < a+y < a+b є {x+y | x є A, y є B}; damit erfüllt s+t auch die Supremum-Bedingung 144b) für {x+y | x є A, y є B}.

4.3 Subtraktion

Die Subtraktion ist (auch hier) einfach als Addition mit vertauschtem Vorzeichen definierbar. Alle Beweise können gleich aus dem Kapitel der ganzen Zahlen kopiert werden.
168. Def. (Subtraktion reeller Zahlen):

a–b := a+(-b)
für alle a,b є ℝ
Für den Sonderfall a,b є ℚ wurde die Subtraktion bereits in Def. 20 und Def. 93 definiert, so dass dann hier nichts Neues definiert wird.
169. Satz (Subtraktion ist Umkehrung der Addition): 

a–b = c  <=>  a = c+b 
für a,b,c є ℝ
Bew.:

a–b = c  <=>  a+(-b) = c  
<=>  a = c+b  nach Satz 165, angewandt mit Vertauschung von b und c 

170. Satz:  a < b <=>  a–c < b–c
für a,b,c є ℝ
Bew.: 

a < b  <=>  a+(-c) < b+(-c)  nach Satz 157, angewandt auf -c statt c
<=>  a–c < b–c
171. Satz:  a = b  <=>  a–c = b–c
für a,b,c є ℝ
Bew.:

a = b  <=>  a+(-c) = b+(-c)  nach Satz 158, angewandt auf -c statt c
<=>  a–c = b–c
172. Satz:  a–a = 0
für alle a є ℝ
Bew.:

a–a = a+(-a) = 0
173. Satz:  a–(b+c) = a–b–c
für alle a,b,c є ℝ
Bew.:

a–(b+c) = a+(-(b+c)) = a+(-b)+(-c) = (a–b)+(-c) = a–b–c
174. Satz:  a–(b–c) = a–b+c
für alle a,b,c є ℝ
Bew.:

a–(b–c) = a+(-(b+(-c))) = a+(-b)+(-(-c)) = a+(-b)+c = a–b+c
175. Satz:  a–b+c = a+c–b
für alle a,b,c є ℝ
Bew.:

a–b+c = a+(-b)+c = a+c+(-b) = a+c–b
176. Satz:  a–b–c = a–c–b
für alle a,b,c є ℝ
Bew.:

a–b–c = a+(-b)+(-c) = a+(-c)+(-b) = a–c–b
177. Satz:  -a+b = b–a
für alle a,b є ℝ
Bew.:

-a+b = b+(-a) = b–a
178. Satz:  -(a–b) = b–a
für alle a,b є ℝ
Bew.:

-(a–b) = -(a+(-b)) = -a+(-(-b)) = -a+b = b+(-a) = b–a
4.4 Multiplikation
179. Def. (Multiplikation reeller Zahlen):
a·b := sup {x·y | x,y є ℚ, 0 < x < a, 0 < y < b} > 0
für a,b є ℝ, a > 0, b > 0
Diese Menge ist nach oben beschränkt, denn für jedes s є ℚ mit s > a und jedes t є ℚ mit t > b  ist s·t obere Schranke wegen xy < sy < st für x,y є ℚ, 0 < x < a < s, 0 < y < b < t.
Ferner sei a·0 := 0, 0·a := 0 für alle a є ℝ; a·b := -a·(-b) < 0 für a,b є ℝ, a > 0, b < 0;
a·b := -(-a)·b < 0 für a,b є ℝ, a < 0, b > 0; a·b := (-a)·(-b) > 0 für a,b є ℝ, a < 0, b < 0.
Für den Sonderfall a,b є ℚ wurde die Multiplikation bereits in Def. 37 und Def. 105 definiert, so dass dann hier nichts Neues definiert wird, jedoch die erste Zeile (der Fall a > 0, b > 0) nach Lemma 148 stimmt; und der Rest sowieso.
180. Satz (Kommutativgesetz oder Vertauschungsgesetz):  ab = ba
für alle a,b є ℝ
Bew.:
Fall 1) a = 0 ∨ b = 0

Folgt direkt aus Def. 179, weil ab und ba beide als 0 definiert sind
Fall 2) a > 0, b > 0

ab = sup {xy | x,y є ℚ, x < a, y < b} = sup {yx | x,y є ℚ, y < b, x < a} = ba

Die übrigen Fälle lassen sich auf Fall 2) zurückführen.

Fall 3) a > 0, b < 0

ab = -a(-b) = -(-b)a = ba
Fall 4) a < 0, b > 0

ab = -(-a)b = -b(-a) = ba

Fall 3) a < 0, b < 0

ab = (-a)(-b) = (-b)(-a) = ba

181. Satz:  a(-b) = (-a)b = -ab
für alle a,b є ℝ
Bew.:
Zu zeigen ist  a(-b) = = -ab; dann folgt  (-a)b = b(-a) = -ba = -ab
Fall 1) a = 0 ∨ b = 0

Folgt direkt aus Def. 179, weil a(-b) und ab beide als 0 definiert sind
Fall 2) a > 0, b > 0

a(-b) = -a(-(-b)) = -ab
Fall 3) a > 0, b < 0

a(-b) = -(-a(-b)) = -ab
Fall 4) a < 0, b > 0

a(-b) = (-a)(-(-b)) = (-a)b = -(-(-a)b) = -ab
Fall 3) a < 0, b < 0

a(-b) = -(-a)(-b) = -ab
182. Satz:  (-a)(-b) = ab
für alle a,b є ℝ
Bew.:

 (-a)(-b) = -(-a)b = -(-ab) = ab  nach Satz 181
183. Satz:  a < b  <=>  ac < bc
für a,b,c є ℝ, c > 0

Bew.:

Fall 1) a = 0

0 < b  <=>  0 < bc  <=>  0·c < bc
Fall 2) b = 0

a < 0  <=>  ac < 0  <=>  ac < 0·c

Fall 3) a > 0, b > 0

„=>“

Seien d,e є ℚ mit a < d < e<b; nach Lemma 143 gibt es f є ℚ mit f < c, f
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> c; sei w є ℚ mit c < w < f
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, dann ist für alle  x,z є ℚ mit 0 < x < a, 0 < z < c  stets xz < dz < dw, d.h.  dw  ist eine obere Schranke für {xz | x,z є ℚ, 0 < x < a, 0 < z < c}, also  ac ≤ dw (wäre dw < ac, so müsste es nach 144b) ein Element aus {xz | x,z є ℚ, 0 < x < a, 0 < z < c} geben, das größer als dw ist);   dw < df
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 = ef є {yz | y,z є ℚ, 0 < y < b, 0 < z < c}, also nach 144a) bc ≥ ef > dw ≥ ac
 „<=“

Sei a ≥ b angenommen, d.h. b < a ∨ b = a; dann folgt nach „=>“: 

bc < ac ∨ bc = ac, also ac ≥ bc; Widerspruch zur Voraussetzung  ac < bc
Fall 4) a > 0, b < 0

a < b ist nicht erfüllt, und ac < bc ist auch nicht erfüllt wegen ac > 0, bc < 0
Fall 5) a < 0, b > 0

a < b ist erfüllt, und ac < bc ist auch erfüllt wegen ac < 0, bc > 0

Fall 6) a < 0, b < 0

a < b  <=>  -b < -a  <=>  (-b)c < (-a)c  nach Fall 3), angewandt auf -b statt a und -a statt b
<=>  -bc < -ac  nach Satz 181  
<=>  ac < bc  nach Satz 151
184. Satz:  a < b  <=>  ac > bc
für a,b,c є ℝ, c < 0

Bew.:

a < b  <=>  a(-c) < b(-c)  nach Satz 183, angewandt auf -c statt c
<=>  -ac < -bc  nach Satz 181
<=>  bc < ac  <=>  ac > bc  nach Satz 151
185. Satz:  a = b  <=>  ac = bc
für a,b,c є ℝ, c ≠ 0
Bew.:

Fall 1) c > 0

a ≠ b  <=>  a < b ∨ b < a  <=>  ac < bc ∨ bc < ac  <=>  ac ≠ bc
Fall 2) c < 0

a ≠ b  <=>  a < b ∨ b < a  <=>  ac > bc ∨ bc > ac  <=>  ac ≠ bc
186. Satz:  ab = 0  <=>  a = 0 ∨ b = 0
für a,b є ℝ
Bew.:

„=>“
sei a ≠ 0 angenommen;  aus  ab = 0 = a·0  folgt nach Satz 185:  b = 0
sei b ≠ 0 angenommen;  aus  ab = 0 = 0·b  folgt nach Satz 185:  a = 0
 „<=“ 

für a = 0 ist  ab = 0·b = 0

für b = 0 ist  ab = a·0 = 0
187. Lemma:
0 < z < ab  <=>  es gibt x,y є ℚ mit 0 < x < a, 0 < y < b, z = xy  für a,b є ℝ, a,b > 0, z є ℚ
Bew.:
„=>“
Nach 144b) gibt es ein Element aus {xy | x,y є ℚ, 0 < x < a, 0 < y < b}, das größer als z ist, d.h. es gibt x,y є ℚ, 0 < x < a, 0 < y < b, z < xy; sei w := 
[image: image545.wmf]y 

 

 

z

 

 < 
[image: image546.wmf]y 

 

 xy 

 = x < a, wy = 
[image: image547.wmf]y 

 

 

z

 

y = z, also ist die Behauptung mit w statt x erfüllt.
„<=“
Sei w є ℚ mit y < w < b, dann ist  xw є {xy | x,y є ℚ, 0 < x < a, 0 < y < b}, so nach 144a)  xw ≤ ab;  somit  xy < xw ≤ ab; wegen 0 < x und 0 < y  gilt  0 < xy.
188. Satz (Distributivgesetz oder Verteilungsgesetz):  a(b+c) = ab+ac
für alle a,b,c є ℝ
Bew.:

Fall 1) a = 0

Folgt direkt aus Def. 179, weil a(b+c) und ab+ac beide als 0 definiert sind

Fall 2) b = 0

a(0+c) = ac = a·0+ac

Fall 3) c = 0

a(b+0) = ab = ab+a·0
Fall 4) b+c = 0

a·0 = 0 = ab–ab =ab+a(-b)
Fall 5) a > 0, b > 0, c > 0

a(b+c) = sup {xw | x,w є ℚ, 0 < x < a, 0 < w < b+c}

= sup {x(y+z) | x,y,z є ℚ, 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c}  nach Lemma 160
= sup {xy+xz | x,y,z є ℚ, 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c}
Nun geht es darum, dass in der Summe xy+xz auch “zwei verschiedene x” zugelassen werden müssen. Größer werden die möglichen Summenwerte dadurch aber nicht: Sind w,x,y,z є ℚ, 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < w < a, 0 < z < c, so gilt im Fall x ≤ w dann xy+wz ≤ wy+wz, und im Fall x ≥ w dann xy+wz ≤ xy+xz; daher folgt nach Satz 146:
sup {xy+xz | x,y,z є ℚ, 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c}
= sup {xy+wz | w,x,y,z є ℚ, 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < w < a, 0 < z < c}
= sup {u+v | u,v є ℚ, 0 < u < ab, 0 < v < ac}  nach Lemma 187
Nun geht es darum, dass auch negative u und v zugelassen werden müssen. Größer werden die möglichen Summenwerte dadurch aber nicht: Sind u,v є ℚ, u < ab, v < ac, so gibt es u‘,v‘ є ℚ mit 0 < u‘ < ab, 0 < v‘ < ab, u ≤ u‘, v ≤ v‘, somit u+v ≤ u‘+v ≤ u‘+v‘; daher folgt nach Satz 146:
sup {u+v | u,v є ℚ, 0 < u < ab, 0 < v < ac} = sup {u+v | u,v є ℚ, u < ab, v < ac} = ab+ac
Die übrigen Fälle lassen sich auf Fall 5) zurückführen.

Fall 6) a > 0, b > 0, c < 0, b+c > 0

a(b+c) = a(b+c)+a(-c) –a(-c) = a(b+c+(-c)) –a(-c) = ab –a(-c) = ab+ac

Fall 7) a > 0, b > 0, c < 0, b+c < 0

a(b+c) = -a(-(b+c)) =ab –ab–a(-(b+c)) =ab –(ab+a(-(b+c)))
=ab –a(b+(-(b+c))) =ab –a(b–b–c) =ab –a(-c) = ab+ac
Fall 8) a > 0, b < 0, c > 0, b+c > 0

Analog zu Fall 6), b mit c vertauscht

Fall 9) a > 0, b < 0, c > 0, b+c < 0

Analog zu Fall 7), b mit c vertauscht

Fall 10) a > 0, b < 0, c < 0
a(b+c) = -a(-(b+c)) = -a(-b+(-c)) = -(a(-b)+a(-c)) = -(-ab–ac) = ab + ac

Fall 11) a < 0, b > 0, c > 0

a(b+c) = -(-a)(b+c) = -((-a)b+(-a)c) = -(-ab–ac) = ab+ac

Fall 12) a < 0, b > 0, c < 0, b+c > 0
a(b+c) = -(-a)(b+c) = -(-a)(b+c)–(-a)(-c) +(-a)(-c) = -((-a)(b+c)+(-a)(-c)) +(-a)(-c)
= -(-a)(b+c+(-c)) +(-a)(-c) = -(-a)b + (-a)(-c) = ab+ac

Fall 13) a < 0, b > 0, c < 0, b+c < 0

a(b+c) = (-a)(-(b+c)) = -(-a)b +(-a)b+(-a)(-(b+c)) = -(-a)b +(-a)(b+(-(b+c)))
= -(-a)b +(-a)(b–b–c) = -(-a)b +(-a)(-c) = ab+ac
Fall 14) a < 0, b < 0, c > 0, b+c > 0
Analog zu Fall 12), b und c vertauscht

Fall 15) a < 0, b < 0, c > 0, b+c < 0

Analog zu Fall 13), b und c vertauscht
Fall 16) a < 0, b < 0, c < 0

a(b+c) = (-a)(-(b+c)) = (-a)(-b+(-c)) = (-a)(-b)+(-a)(-c) = ab+ac
189. Satz:  a(b–c) = ab–ac
für alle a,b,c є ℝ
Bew.:

a(b–c) = a(b+(-c)) = ab+a(-c)  nach Satz 188, angewandt auf -c statt c
= ab+(-ac)  nach Satz 181, angewandt auf c statt b

= ab–ac
190. Satz (Assoziativgesetz oder Klammergesetz):  a(bc) = (ab)c
  für alle a,b,c є ℝ
Bew.:

Fall 1) a = 0 ∨ b = 0 ∨ c = 0

Folgt direkt aus Def. 179, weil a(bc) und (ab)c beide als 0 definiert sind
Fall 2) a > 0, b > 0, c > 0

a(bc) = sup {xw | x,w є ℚ, 0 < x < a, 0 < w < bc}
= sup {xyz | x,y,z є ℚ, 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c}  nach Lemma 187
= sup {wz | w,z є ℚ, 0 < w < ab, 0 < z < c}  nach Lemma 187
= (ab)c
Die übrigen Fälle lassen sich auf Fall 2) zurückführen.

Fall 3) a > 0, b > 0, c < 0
a(bc) = a(-b(-c)) = -a(b(-c)) = -(ab)(-c) = (ab)c
Fall 4) a > 0, b < 0, c > 0 
a(bc) = a(-(-b)c) = -a((-b)c) = -(a(-b))c = (-a(-b))c = (ab)c

Fall 5) a > 0, b < 0, c < 0 
a(bc) = a((-b)(-c)) = (a(-b))(-c) = (-ab)(-c) = (ab)c

Fall 6) a < 0, b > 0, c > 0 
a(bc) = -(-a)(bc) = -((-a)b)c = (-(-a)b)c = (ab)c

Fall 7) a < 0, b > 0, c < 0 
a(bc) = (-a)(-bc) = (-a)(b(-c)) = ((-a)b)(-c) = (-ab)(-c) = (ab)c

Fall 8) a < 0, b < 0, c > 0 
a(bc) = (-a)(-bc) = (-a)((-b)c) = ((-a)(-b))c = (ab)c

Fall 9) a < 0, b < 0, c < 0
a(bc) = -(-a)(bc) = -(-a)((-b)(-c)) = -((-a)(-b))(-c) = -(ab)(-c) = (ab)c
191. Satz:  1·a = a·1 = a
für alle a є ℝ
Bew.:
Zu zeigen ist  a·1 = a, dann folgt 1·a = a  nach Satz 180
Fall 1) a = 0

0·1 = 0  nach Def. 179

Fall 2) a > 0
a·1 = sup {xy | x,y є ℚ, 0 < x < a, 0 < y < 1};  für alle x,y є ℚ mit 0 < x < a, 0 < y < 1  gilt xy < x·1 = x < a, so ist a eine obere Schranke von {xy | x,y є ℚ, 0 < x < a, 0 < y < 1}. Damit erfüllt a die Supremum-Bedingung 144a) für {xy | x,y є ℚ, 0 < x < a, 0 < y < 1}.

Für jedes h є ℝ mit h < a  gibt es b,c є ℚ mit h < b < c < a und 0 < b < c < a, also h < b = c
[image: image548.wmf] 

c

 

 

b

 

 є {xy | x,y є ℚ, 0 < x < a, 0 < y < 1}; damit erfüllt a auch die Supremum-Bedingung 144b) für {xy | x,y є ℚ, 0 < x < a, 0 < y < 1}.
Fall 3) a < 0
a·1 = -(-a)·1 = -(-a) = a  nach Fall 2)
192. Satz:  a·b є ℝ\ℚ
für alle a є ℝ\ℚ, b є ℚ, b ≠ 0

Bew.:

a = a·1 = ab
[image: image549.wmf]b

1

; wäre ab є ℚ, so ab·
[image: image550.wmf]b

1

 є ℚ, im Widerspruch zur Voraussetzung
193. Satz:  
Seien A,B ⊂ ℝ, A,B nicht leer und nach oben beschränkt, sup A ≥ 0, b ≥ 0 für alle b є B. Dann ist {xy | x є A, y є B} nach oben beschränkt, und es gilt:  
sup {xy | x є A, y є B} = sup A · sup B

Bew.:
Sei s := sup A, t := sup B; für alle x є A, y є B ist  xy ≤ sy ≤ st  nach 144a), also ist st eine obere Schranke von {xy | x є A, y є B}. Und mit dieser Ungleichung erfüllt st die Supremum-Bedingung 144a) für {xy | x є A, y є B}. 

Fall 1) t = 0

Dann ist B = {0}, also sup {xy | x є A, y є B} = sup {0} = 0
Fall 2) s = 0

Sei irgendein b є B ausgewählt, und sei gemäß Lemma 141 irgendein n є ℕ ausgewählt mit n ≥ b. Wegen s = 0 ist a ≤ 0 für alle a є A, und gibt es zu jedem h є ℝ mit h < 0 ein a є A mit h·
[image: image551.wmf]n

1

< a, weil auch h·
[image: image552.wmf]n

1

< 0; also h = h·1 = h
[image: image553.wmf]n

1

·n < an ≤ ab є {xy | x є A, y є B}; damit erfüllt 0 auch die Supremum-Bedingung 144b) für {xy | x є A, y є B}.
Fall 3) s > 0, t > 0

Für jedes h є ℝ mit h < st  gibt es nach 144b) und 179 ein Element aus {x·y | x,y є ℚ, 0 < x < s, 0 < y < t}, das größer als h ist, d.h. es gibt x,y є ℚ mit 0 < x < s, 0 < y < t, h < xy; wegen x < s gibt es nach 144b) ein a є A mit x < a, und wegen y < t  ein b є B mit y < b; es folgt  h < xy < ay < ab є {xy | x є A, y є B}; damit erfüllt st auch die Supremum-Bedingung 144b) für {xy | x є A, y є B}.

194. Satz:  
Sei A ⊂ ℝ, A nicht leer und nach oben beschränkt, b є ℝ, b ≥ 0. Dann ist {xb | x є A} nach oben beschränkt, und es gilt:  sup {xb | x є A} = sup A · b
Bew. (wäre viel leichter, wenn wir diesen Satz erst im Kapitel der Division aufstellen):
Sei s := sup A; für alle x є A ist xb ≤ sb  nach 144a), also ist sb eine obere Schranke von {xb | x є A}. Und mit dieser Ungleichung erfüllt sb die Supremum-Bedingung 144a) für {xb | x є A}.

Fall 1) b = 0

Dann ist sup {xb | x є A} = sup {0} = 0

Fall 2) s = 0

Sei gemäß Lemma 141 irgendein n є ℕ ausgewählt mit n ≥ b. Wegen s = 0 ist a ≤ 0 für alle a є A, und gibt es zu jedem h є ℝ mit h < 0 ein a є A mit h·
[image: image554.wmf]n

1

 < a, weil auch h·
[image: image555.wmf]n

1

 < 0; also h = h·1 = h
[image: image556.wmf]n

1

·n < an ≤ ab є {xb | x є A}; damit erfüllt 0 auch die Supremum-Bedingung 144b) für {xb | x є A}.
Fall 3) s > 0, b > 0

Für jedes h є ℝ mit h < sb  gibt es nach 144b) und 179 ein Element aus {x·y | x,y є ℚ, 0 < x < s, 0 < y < b}, das größer als h ist, d.h. es gibt x,y є ℚ mit 0 < x < s, 0 < y < b, h < xy; wegen x < s gibt es nach 144b) ein a є A mit x < a; es folgt  h < xy < ay < ab є {xb | x є A}; damit erfüllt sb auch die Supremum-Bedingung 144b) für {xb | x є A}.
Fall 4) s < 0, b > 0

Wegen s < 0 gilt nach 144a)  x ≤ s < 0 für alle x є A. Für jedes h є ℝ mit h < sb < 0 gibt es p,q є ℚ mit 0 < -sb < p < q < -h, und nach Lemma 143, angewandt auf t := sup {
[image: image557.wmf]x
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h | x є ℚ, x < s} statt a und 
[image: image558.wmf]p

q

 statt b, gibt es c є ℚ mit 0 < c < t und 
[image: image559.wmf]p

q

c > t; wegen c < t gibt es nach 144b) ein x є ℚ mit x < s < 0 und c <
[image: image560.wmf]x

1

h, so h = 1·h = x
[image: image561.wmf]x

1

h < xc < sc; wegen  t < 
[image: image562.wmf]p

q

c  ist  
[image: image563.wmf]x

1

h <
[image: image564.wmf]p
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c  für alle x є ℚ mit x < s, also  sb
[image: image565.wmf]c

1

h < -p
[image: image566.wmf]c

1

h = -p
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x
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h < -p
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x
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c = -xp
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 EMBED Equation.3  [image: image572.wmf]c

1

c = -xq < xh, somit sb
[image: image573.wmf]c

1

 > x für alle x є ℚ mit x < s; wäre sb
[image: image574.wmf]c

1

 < s, so läge dazwischen ein x є ℚ mit sb
[image: image575.wmf]c

1

 < x < s, was dem widerspricht; also sb
[image: image576.wmf]c

1

 ≥ s, folglich b
[image: image577.wmf]c

1

 ≤ 1, b = b
[image: image578.wmf]c

1

c ≤ 1·c = c.

Sei r := h
[image: image579.wmf]c

1

< sc
[image: image580.wmf]c

1

 = s; nach 144b) gibt es ein a є A mit r < a; also h = h
[image: image581.wmf]c

1

c = rc < ac ≤ ab є {xb | x є A}; damit erfüllt sb auch die Supremum-Bedingung 144b) für {xb | x є A}.

4.5 Division
Auch hier hilft es, zuerst den Kehrwert einzuführen.

195. Def. (Kehrwert reeller Zahlen):
1 : a := 1 / a := 
[image: image582.wmf] 

a
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 :=  sup {
[image: image583.wmf] x 

 

1

 

| x є ℚ, x > a}
für a є ℝ\ℚ, a > 0
Diese Menge ist nach oben beschränkt, denn für jedes s є ℚ mit 0 < s < a ist 
[image: image584.wmf] 

s
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 eine obere Schranke wegen 
[image: image585.wmf] x 
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 < 
[image: image586.wmf] 

s
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 für x є ℚ, x > a > s.

Ferner sei  1 : a := 1 / a := 
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 :=  -
[image: image588.wmf] 
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 für alle a є ℝ\ℚ, a < 0
Nach Lemma 145 in Verbindung mit Satz 146 gilt (auch) für a є ℚ, a > 0 :  

[image: image589.wmf] 
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 = sup {x є ℚ | x < 
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} = sup {x є ℚ | 0 < x < 
[image: image591.wmf] 
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} = sup {x є ℚ | 0 < x, ax < 1} 
= sup {x є ℚ | 0 < x, 
[image: image592.wmf] x 
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 > a} = sup {
[image: image593.wmf] x 
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| x є ℚ, x > a}.
196. Lemma:  q < 
[image: image594.wmf]a

1

  <=>  a < 
[image: image595.wmf]q

1


für a є ℝ, a > 0, q є ℚ, q > 0

Bew.:
„=>“

Nach Def. 144b) gibt es ein c є {
[image: image596.wmf] x 
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| x є ℚ, x > a} mit q < c, also a < 
[image: image597.wmf] 

c
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 < 
[image: image598.wmf]q

1

.
„<=“
Sei c є ℚ mit  a < 
[image: image599.wmf]c

1

 < 
[image: image600.wmf]q

1

;  a < 
[image: image601.wmf]c

1

  bedeutet  c є {
[image: image602.wmf] x 
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| x є ℚ, x > a} (nämlich mit x := 
[image: image603.wmf]c

1

), und nach Def. 144a) gilt  
[image: image604.wmf]a

1

 ≥ c > q.
197. Satz:  a ·
[image: image605.wmf]a

1

 = 1
für a є ℝ, a ≠ 0
Bew.:
Fall 1) a > 0
a ·
[image: image606.wmf]a

1

 = 
[image: image607.wmf]a

1

a = sup {xy | x,y є ℚ, 0 < x < 
[image: image608.wmf]a

1

, 0 < y < a};  für alle x,y є ℚ mit 0 < x < 
[image: image609.wmf]a

1

, 0 < y < a  gilt  y < a < 
[image: image610.wmf]x

1

 nach Lemma 196, angewandt auf x statt q; somit xy < x
[image: image611.wmf]x

1

 = 1, also ist 1 eine obere Schranke von {xy | x,y є ℚ, 0 < x < 
[image: image612.wmf]a

1

, 0 < y < a}. Und damit erfüllt 1 die Supremum-Bedingung 144a) für {xy | x,y є ℚ, 0 < x < 
[image: image613.wmf]a

1

, 0 < y < a}.

Für jedes h є ℝ mit h < 1  gibt es ein b є ℚ mit h < 
[image: image614.wmf]b

1

 < 1, also 1 < b, und nach Lemma 143 ein c є ℚ, 0 < c < a, bc > a;  also  h < 
[image: image615.wmf]b
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 = 
[image: image616.wmf]bc

1

c є {xy | x,y є ℚ, 0 < x < 
[image: image617.wmf]a
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, 0 < y < a} nach Lemma 196, angewandt auf 
[image: image618.wmf]bc

1

 statt q; damit erfüllt 1 auch die Supremum-Bedingung 144b) für {xy | x,y є ℚ, 0 < x < 
[image: image619.wmf]a
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, 0 < y < a}.
Fall 2) a < 0

a ·
[image: image620.wmf]a

1

 = (-a)(-
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) = (-a)(-(-
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)) = (-a) 
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 = 1
198. Satz:  
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1

·
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1

 = 
[image: image626.wmf]ab

1


für a,b є ℝ, ab ≠ 0

Bew.:
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1

 = 
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·1·1 = 
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a
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 = ab
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 = 1·
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 = 
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199. Def. (Division reeller Zahlen):
a:b := a/b := 
[image: image639.wmf]b

a

 := a ·
[image: image640.wmf]b

1


für a,b є ℝ, b ≠ 0

Für den Sonderfall a,b є ℚ wurde 
[image: image641.wmf]b

a

 bereits in Def. 72, Def. 118 und Def. 122 definiert (und für den Sonderfall a = 1 soeben in Def. 195), so dass dann hier nichts Neues definiert wird.
Die weiteren Beweise können gleich aus dem Kapitel der rationalen Zahlen kopiert werden.
200. Satz (Division ist Umkehrung der Multiplikation): 

 
[image: image642.wmf]c

a

 = b  <=>  a = bc 
für a,b,c є ℝ, c ≠ 0

Bew.:


[image: image643.wmf]c

a

= b  <=>  a
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 = b  <=>  a
[image: image645.wmf]c
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c = bc  nach Satz 185, angewandt auf a
[image: image646.wmf]c

1

 statt a

<=>  a·1 = bc  <=>  a = bc  nach Satz 197, angewandt auf c statt a, und Satz 191
201. Satz:  
[image: image647.wmf]b

a

 = 
[image: image648.wmf]bc

ac


für a,b,c є ℝ, bc ≠ 0

Bew.:
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 = a
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 = a
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c
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 = ac
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 = 
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202. Satz:  -
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 = 
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-

 = 
[image: image659.wmf]b

-

a


für a,b є ℝ, b ≠ 0

Bew.:  
-
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 = -a
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 = (-a)
[image: image662.wmf]b

1

 = 
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 = 
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 = 
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203. Satz:  
[image: image666.wmf]b
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 + 
[image: image667.wmf]d
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 = 
[image: image668.wmf]bd

bc

ad

+


für a,b,c,d є ℝ, bd ≠ 0

Bew.:
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 + 
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 = a
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 + c
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 = a
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 + c
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 = ad
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 + cb
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 = (ad+bc)
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 = 
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204. Satz:  
[image: image679.wmf]b

a

 – 
[image: image680.wmf]d
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 = 
[image: image681.wmf]bd

bc

ad

-


für a,b,c,d є ℝ, bd ≠ 0

Bew.:
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 – 
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 = 
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 + (-
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205. Satz:  
[image: image690.wmf]b

a

 · 
[image: image691.wmf]d

c

 = 
[image: image692.wmf]bd
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für a,b,c,d є ℝ, bd ≠ 0

Bew.:
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 · 
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 = 
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206. Satz:  
[image: image701.wmf]b

a

 / 
[image: image702.wmf]d

c

 = 
[image: image703.wmf]bc

ad


für a,b,c,d є ℝ, bcd ≠ 0

Bew.:


[image: image704.wmf]b
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 / 
[image: image705.wmf]d
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 = (
[image: image706.wmf]b
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bd) / (
[image: image707.wmf]d

c

bd)  nach Satz 201, angewandt auf Faktor bd statt c

= 
[image: image708.wmf]b

abd

 / 
[image: image709.wmf]d

cbd

  nach Satz 205, zweimal angewandt, jeweils auf bd statt c und 1 statt d

= ad / cb  nach Satz 201, zweimal rückwärts angewandt, mal mit b und mal mit d statt c

207. Satz:  
[image: image710.wmf]b
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 = 
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  <=>  ad = bc
für a,b,c,d є ℝ, bd ≠ 0

Bew.:
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bd = 
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bd  <=>  
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d = 
[image: image717.wmf]d
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b  <=>  
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d = 
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b  <=>  ad = bc
208. Satz:  
[image: image720.wmf]b

a

 < 
[image: image721.wmf]d

c

  <=>  ad < bc
für a,b,c,d є ℝ, bd > 0

Bew.:
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 < 
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  <=>  
[image: image724.wmf]b

a

bd < 
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d < 
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d  <=>  ad < cb
209. Satz:  
[image: image730.wmf]b
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 < 
[image: image731.wmf]d

c

  <=>  ad > bc
für a,b,c,d є ℝ, bd < 0

Bew.:
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 < 
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  <=>  a(-d) < b(-c)  <=>  -ad < -cb  <=>  ad > bc
4.6 Ganze Potenzen
Erinnern wird uns, wie im Kapitel der ganzen Zahlen die Multiplikation Schritt für Schritt aus der Addition definiert wurde. Es liegt nahe, dass ganz ähnlich die Potenzen aus der Multiplikation definiert werden müssen. Es müssen also a0, a1, a2, a3 usw. nacheinander definiert werden, jedes unter Bezug auf das vorherige.

210. Def. (Potenzen mit reller Basis und ganzem Exponenten):

a0 := 1
für alle a є ℝ
Ist für ein n є ℕ0 bereits an definiert, so sei (210.1):  an+1 := an·a. 

Es ist also  a1 := a, a2 := a1·a = a·a, a3 := a2·a = a·a·a, usw.

Dies bedeutet, dass 0n = 0 für alle n є ℕ, jedoch an ≠ 0 für a ≠ 0.
Und im Fall a ≠ 0 sei für n є ℤ \ ℕ0 (210.2):  an := 
[image: image736.wmf]n
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 (gilt trivialerweise auch für n = 0)
Somit ist an für a є ℝ, n є ℤ  wohldefiniert, sofern a ≠ 0 ∨ n ≥ 0. Es heißt Potenz von a.
211. Satz:  a-n = 
[image: image737.wmf]n

a

1


für a є ℝ, n є ℤ, a ≠ 0
Bew.:
Fall 1) n ≥ 0
in Def. 210.2 wurde a-n definiert (bzw. für n=0 erkannt) als 
[image: image738.wmf](-n)

-

a

1

=
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Fall 2) n < 0
in Def. 210.2 wurde an definiert als 
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, also an·a-n = 1, somit a-n = 
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212. Lemma:  an+1 = an·a
für a є ℝ, n є ℤ,  a ≠ 0 ∨ n ≥ 0
Bew.:

Fall 1) n ≥ 0
bereits aus Def. 210.1 bekannt

Fall 2) n < 0
n ≤ -1, also n+1 ≤ 0; somit -n–1 = -(n+1) ≥ 0;

an+1 = 
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,   nach Def. 210.2, angewandt auf n+1 statt n
= 
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a  nach Def. 210.1, angewandt auf -n–1 statt n
= 
[image: image747.wmf]n

-

a

1

a = an·a  nach Def. 210.2

Nun wird wieder vollständige Induktion benötigt, da nun wieder über die bloße Vorzeichenfrage hinausgegangen wird.

213. Satz (erstes Distributivgesetz oder Verteilungsgesetz):  
am+n = am·an
für a є ℝ, m,n є ℤ,  a ≠ 0 ∨ m ≥ 0, n ≥ 0

Bew.:

Fall 1) n ≥ 0 (vollständige Induktion nach n)

n = 0:  

am+0 = am = am·1 = am·a0
n => n+1: 

am+n+1 = am+n·a  nach Lemma 212, angewandt auf m+n statt n
= am·an·a  nach Induktionsvoraussetzung

= am·an+1  nach Def. 210.1
Fall 2) n < 0
am+n = a-(-(m+n)) = 
[image: image748.wmf]n)
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  nach Satz 211, angewandt auf –(m+n) statt n
= 
[image: image749.wmf]n)
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  nach Satz 10, angewandt auf m statt a und n statt b
= 
[image: image750.wmf]n
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  nach Fall 1, angewandt auf a, -m und -n
= 
[image: image751.wmf]m
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 EMBED Equation.3  [image: image752.wmf]n
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  nach Satz 198

= am·an   nach Satz 211, angewandt auf -m statt m, und nach Def. 210.2
214. Satz:  am-n = 
[image: image753.wmf]n
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für a є ℝ, m,n є ℤ, a ≠ 0
Bew.:

am-n = am+(-n) = am·a-n  nach Satz 213, angewandt auf -n statt n
= am
[image: image754.wmf]n
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 = 
[image: image755.wmf]n
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a
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  nach Satz 211
215. Satz (Assoziativgesetz oder Klammergesetz):  
amn = (am) n
  für a є ℝ, m,n є ℤ,  a ≠ 0 ∨ m ≥ 0, n ≥ 0

Bew.:

Fall 1) n ≥ 0 (vollständige Induktion nach n)

n = 0:  

am0 = a0 = 1 = (am) 0
n => n+1: 

am(n+1) = amn+m  nach Def. 37.1, angewandt auf m statt a und n statt b

= amn am  nach Satz 213, angewandt auf mn statt m und m statt n
= (am)n am  nach Induktionsvoraussetzung

= (am) n+1  nach Def. 210.1, angewandt auf am statt a
Fall 2) n < 0
amn = a-(-mn) = 
[image: image756.wmf]mn
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  nach Satz 211, angewandt auf -mn statt n
= 
[image: image757.wmf]m(-n)
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  nach Def. 37.2, angewandt auf m statt a und n statt b

= 
[image: image758.wmf]n
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  nach Fall 1, angewandt auf a, m und -n
= (am)n  nach Def. 210.2, angewandt auf am statt a
216. Satz:  1n = 1
für alle n є ℤ
Bew.:

Fall 1) n ≥ 0 (vollständige Induktion nach n)

n = 0:  

10 = 1
n => n+1: 

1n+1 = 1n ·1  nach Def. 210.1, angewandt auf 1 statt a
= 1·1  nach Induktionsvoraussetzung

= 1

Fall 2) n < 0
1n = 
[image: image759.wmf]n
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1

1

  nach Def. 210.2, angewandt auf 1 statt a
= 
[image: image760.wmf]1
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  nach Fall 1)
217. Satz:  (-a)2n = a2n
für a є ℝ, n є ℤ,  a ≠ 0 ∨ n ≥ 0

Bew.:

Fall 1) n ≥ 0 (vollständige Induktion nach n)

n = 0:  

(-a)0 = 1 = a0
n => n+1: 

(-a)2(n+1) = (-a)2n+2 = (-a)2n (-a)2   nach Satz 213, angew. auf -a statt a, 2n statt m, 2 für n
= a2n (-a)2  nach Induktionsvoraussetzung

= a2n (-a)(-a) = a2n aa = a2n a2
= a2n+2   nach Satz 213, angewandt auf 2n statt m, 2 statt n
= a2(n+1)
Fall 2) n < 0
(-a)2n = 
[image: image761.wmf]2n
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  nach Def. 210.2, angewandt auf -a statt a und 2n statt n
= 
[image: image762.wmf]2(-n)
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  nach Fall 1)
= 
[image: image764.wmf]2n
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= a2n  nach Def. 210.2, angewandt auf 2n statt n
218. Satz:  (-a)2n+1 = -a2n+1
für a є ℝ, n є ℤ,  a ≠ 0 ∨ n ≥ 0

Bew.:

(-a)2n+1 = (-a)2n (-a)  nach Lemma 212, angewandt auf -a statt a und 2n statt n
= a2n (-a)  nach Satz 217
= -a2n a = -a2n+1  nach Lemma 212, angewandt auf 2n statt n
219. Satz (zweites Distributivgesetz oder Verteilungsgesetz):  
(ab)n = an·bn
für a,b є ℝ, n є ℤ,  ab ≠ 0 ∨ n ≥ 0

Bew.:

Fall 1) n ≥ 0 (vollständige Induktion nach n)

n = 0:  

(ab)0 = 1 = 1·1 = a0·b0
n => n+1: 

(ab)n+1 = (ab)n·ab  nach Lemma 212, angewandt auf ab statt a
= an·bn ·ab  nach Induktionsvoraussetzung

= an·a·bn·b

= an+1·bn+1 nach Def. 210.1, angewandt auch auf b statt a
Fall 2) n < 0
(ab)n = 
[image: image765.wmf]n
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  nach Def. 210.2, angewandt auf ab statt a
= 
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  nach Fall 1, angewandt auf a, b und -n
= 
[image: image767.wmf]n

-

a

1



 EMBED Equation.3  [image: image768.wmf]n
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  nach Satz 198

= an·bn   nach Def. 210.2, angewandt auch auf b statt a
220. Satz:  (
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) n = 
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für a,b є ℝ, n є ℤ, b ≠ 0, (a ≠ 0 ∨ n ≥ 0)
Bew.:

(
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  nach Satz 219, angewandt auf 
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221. Satz:  an > 0
für a є ℝ, n є ℤ, a > 0
Bew.:

Fall 1) n ≥ 0 (vollständige Induktion nach n)

n = 0:  

a0 = 1 > 0

n => n+1: 

an+1 = an·a > an·0 = 0  nach Def. 210.1 und nach Induktionsvoraussetzung

Fall 2) n < 0
an  = 
[image: image777.wmf]n
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a

1

 > 0  nach Def. 210.2 und nach Fall 1)
222. Satz:  n > 0  <=>  an > 1
für a є ℝ, n є ℤ, a > 1
Bew.:

„=>“ (vollständige Induktion nach n)

n = 1:  

a1 = a > 1
n => n+1: 

an+1 = an·a > an·1 = an > 1  nach Def. 210.1, Satz 221 und nach Induktionsvoraussetzung

„<=“ (indirekter Beweis)

Sei n < 0 angenommen; dann an = 
[image: image778.wmf]n
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 < 1 nach „=>“; Widerspruch zur Vorauss.  an > 1

Sei n = 0 angenommen; dann an = a0 = 1; Widerspruch zur Vorauss.  an > 1
223. Satz:  m < n  <=>  am < an
für a є ℝ, m,n є ℤ, a > 1

Bew.:

m < n  <=>  n–m > 0  <=>  an-m > 1  <=>  
[image: image779.wmf]m

n

a

a

 > 1  <=>  an > am
224. Satz:  m < n  <=>  am > an
für a є ℝ, m,n є ℤ, 0 < a < 1
Bew.:

m < n  <=>  (
[image: image780.wmf]a
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) m < (
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) n  nach Satz 223

<=>  
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  <=>  an < am
225. Satz:  m = n  <=>  am = an
für a є ℝ, m,n є ℤ, a ≠ 0, a ≠ 1, a ≠ -1
Bew.:

Fall 1) a > 1
m ≠ n  <=>  m < n ∨ n < m  <=>  am < an ∨ an < am  <=>  am ≠ an
Fall 2) 0 < a < 1
m ≠ n  <=>  m < n ∨ n < m  <=>  am > an ∨ an > am  <=>  am ≠ an
Fall 3) a < 0, a ≠ -1

„=>“
ergibt sich direkt aus Def. 210, sonst wäre sie nicht wohldefiniert
„<=“
Falls am = an > 0, dann sind m und n wegen Satz 218 gerade Zahlen; also 

(-a)m = am = an = (-a)n, somit m = n nach Fall 1) und Fall 2).

Falls am = an < 0, dann sind m und n wegen Satz 218 ungerade Zahlen; also 

(-a)m = -am = -an = (-a)n, somit m = n nach Fall 1) und Fall 2).
226. Satz:  a < 1  <=>  an < 1
für a є ℝ, n є ℕ, a ≥ 0
Bew.:

„=>“ (vollständige Induktion nach n)

n = 1:  

a1 = a < 1
n => n+1: 

an+1 = an·a ≤ an ·1 = an < 1  nach Def. 210.1, Satz 221 und nach Induktionsvoraussetzung

„<=“ (indirekter Beweis)

sei a > 1 angenommen; dann 
[image: image786.wmf]n
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= (
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)n < 1 nach „=>“; also 1 < an; Widerspruch zur Voraussetzung  an < 1

sei a = 1 angenommen; dann an = 1n = 1; Widerspruch zur Voraussetzung  an < 1
227. Satz:  a < b  <=>  an < bn
für a,b є ℝ, n є ℤ, a ≥ 0, b ≥ 0, n > 0
Bew.:
Fall 1) b = 0

Sowohl a < b als auch an < bn widerspricht den Voraussetzungen

Fall 2) b > 0
a < b  <=>  
[image: image789.wmf]b

a

 < 1  <=>  (
[image: image790.wmf]b

a

)n < 1  nach Satz 226, angewandt auf 
[image: image791.wmf]b
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 statt a
<=>  
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n

b
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 < 1  <=>  an < bn
228. Satz:  a < b  <=>  an > bn
für a,b є ℝ, n є ℤ, a > 0, b > 0, n < 0
Bew.:
a < b  <=>  a-n < b-n  nach Satz 227, angewandt auf -n statt n
<=>  
[image: image793.wmf]n
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 < 
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  <=>   bn < an
229. Satz:  a = b  <=>  an = bn
für a,b є ℝ, n є ℤ, a > 0, b > 0, n ≠ 0
für a,b є ℝ, n є ℤ, a ≥ 0, b ≥ 0, n > 0
Bew.:

Fall 1) n > 0

a ≠ b  <=>  a < b ∨ b < a  <=>  an < bn ∨ bn < an  <=>  an ≠ bn
Fall 2) n < 0

a ≠ b  <=>  a < b ∨ b < a  <=>  an > bn ∨ bn > an  <=>  an ≠ bn
230. Satz:  an ≥ an
für a є ℝ, n є ℤ, a ≥ 2
Bew.:
Fall 1) n ≥ 1 (vollständige Induktion nach n)

n = 1:

a1 = a = a·1
n => n+1: 

an+1 = an·a  ≥ an·a  nach Def. 210.1 und nach Induktionsvoraussetzung
≥ an·2 = an+an ≥ an+a = a(n+1)

Fall 2) n ≤ 0

an > 0 ≥ an
231. an ≥ 1+(a–1)n
für a є ℝ, n є ℕ0, a ≥ 0
Bew. (vollständige Induktion nach n):
n = 0:

a0 = 1 = 1+(a–1)·0

n => n+1: 

an+1 = an a ≥ (1+(a–1)n)a  nach Def. 210.1 und nach Induktionsvoraussetz.

= (1+(a–1)n)(1+(a–1)) = 1+(a–1)n+(a–1)+(a–1)(a–1)n ≥ 1+(a–1)n+(a–1) = 1+(a–1)(n+1)
232. Satz:  Seien a,b є ℝ, b > 1, a ≤ 
[image: image795.wmf]n
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 für alle n є ℕ0. Dann ist a ≤ 0.
Bew:
Angenommen, a > 0. Sei n є ℕ0 gewählt mit n > 
[image: image796.wmf]1
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 < a, im Widerspruch zur Voraussetzung.
233. Satz (rationale Nullstellen von ganzzahligen Polynomen ermitteln):
Seien n є ℕ, a0, a1, a2, ..., an є ℤ, p,q є ℤ, pq ≠ 0, p und q teilerfremd,
a0 + a1
[image: image799.wmf]q

p

+ a2 (
[image: image800.wmf]q

p

)2 + ... + an (
[image: image801.wmf]q

p

)n = 0. Dann ist p ein Teiler von a0, q ein Teiler von an.

Bew.:
0 = qn (a0 + a1
[image: image802.wmf]q

p

+ a2 (
[image: image803.wmf]q

p

)2 + ... + an-1 (
[image: image804.wmf]q

p

)n-1 + an (
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)n) 
= a0 qn + a1 p qn-1 + a2 p2 qn-2 + ... + an-1 pn-1 q + an pn 

a0 qn = p (-a1 qn-1 – a2 p qn-2 – ... – an-1 pn-2 q – an pn-1)
Demnach ist p ein Teiler von a0 qn . Da ggt(p,q) = 1, ergibt sich aus Satz 61 durch vollständige Induktion unmittelbar ggt(p,qn) = 1; nach Satz 62 ist also p ein Teiler von a0. Weiterhin:
an pn = q (-a0 qn-1 – a1 p qn-2 – ... – an-1 pn-1)
Demnach ist q ein Teiler von an pn . Da ggt(q,p) = 1, ergibt sich aus Satz 61 durch vollständige Induktion unmittelbar ggt(q,pn) = 1; nach Satz 62 ist also p ein Teiler von an.
Dieser Satz bedeutet, dass eine Gleichung der Form a = bn mit a,n є ℕ, b є ℚ, nur höchstens mit ganzzahligem b möglich ist; denn hier ist an = 1. Für n = 2 hatten wir dies bereits in Satz 134 gezeigt. Das bedeutet: für a,n є ℕ gibt es ein b є ℚ mit a = bn nur, wenn a є {1n, 2n, 3n, 4n, ...}; sonst ist ein b mit a = bn offenbar in ℝ\ℚ zu suchen. Dass dies geht (und zwar für jedes positive reelle a), werden wir im übernächsten Kapitel zeigen.
4.7 Dezimalsystem, Dualsystem und andere Zahlensysteme
In diesem Kapitel wird ständig ein beliebiges N є ℕ \{1} verwendet, und es geht um das Zahlensystem auf der Grundlage von N. Für N = 10 geht es ums Dezimalsystem, für N = 2 ums Dualsystem, sonst um andere Zahlensysteme.

Für ganze Zahlen ist es einfach:
234. Satz (u.a. Dezimal- oder Dualdarstellung von ganzen Zahlen):
Sei a є ℕ, N є ℕ \{1}, und sei k є ℕ0 maximal gewählt, so dass Nk ≤ a. Dann gibt es a0, a1, a2, ..., ak є {0,...,N–1}, ak > 0, so dass a = a0 + a1 N + a2 N2 + ... + ak Nk.
Bew. (vollständige Induktion nach k):

k = 0:

N1 = N > a; a0 := a

k => k+1:

a0 := a mod N; wegen Nk+1 ≤ a < Nk+2 ist b := a div N < Nk+1, Nk ≤ b; nach Induktionsvoraussetzung gibt es a1, a2, a3, ..., ak+1 є {0, ..., N–1}, ak+1 > 0, so dass 
b = a1 + a2 N + a3 N2 + ... + ak+1 Nk; a = a0 + bN = a0 + a1 N + a2 N2 + ... + ak+1 Nk+1.
Für Brüche mit einem Nenner, der Teiler einer Potenz von N ist, ist es nicht viel schwieriger. 
Für N = 10 sind das die Nenner 2, 5, 10 (Teiler von 10), 4, 20, 25, 50, 100 (Teiler von 100) usw. Dies bedeutet: Teilerfremde Brüche mit Nenner 2, 5 oder 10 haben nur eine Nachkommastelle, teilerfremde Brüche mit Nenner 4, 20, 25, 50 oder 100 haben nur zwei Nachkommastellen usw. Zusammengefasst: Es sind solche Nenner, deren Primzerlegung (Satz 67) nur die Faktoren 2 und 5 aufweist, weil dies die Primfaktoren von 10 sind. Am kleinsten im Vergleich zur Zehnerpotenz ist stets die Zweierpotenz. Und die Zehnerpotenz hat keinen größeren Exponenten, als die Anzahl der 2er oder der 5er in der Zerlegung des Nenners, je nachdem, ob es mehr 2er oder mehr 5er sind.
235. Satz (u.a. Dezimal- oder Dualdarstellung ohne unendliche viele Nachkommastellen):
Seien p,q є ℕ, p und q teilerfremd, N є ℕ \{1}, und q sei Teiler einer Potenz von N.

Sei m є ℤ minimal gewählt, so dass pNm ganz und durch q teilbar ist, und sei k є ℕ0 maximal gewählt, so dass Nk ≤ (pNm) div q; dann gibt es a-m, a-m+1, a-m+2, ..., a-m+k є {0, ..., N–1}, a-m > 0, a-m+k > 0, sodass  
[image: image806.wmf]q

p

 = a-m N-m + a-m+1 N-m+1 + a-m+2 N-m+2 + ... + a-m+k N-m+k
Bew.:

Sei a := (pNm) div q, also pNm = qa oder 
[image: image807.wmf]q

p

 = aN-m; a ist nicht durch N teilbar, weil sonst pNm-1 durch q teilbar wäre. Nach Satz 234 gibt es c0, c1, c2, ..., ck є {0,...,N–1}, ck > 0, so dass a = c0 + c1 N + c2 N2 + ... + ck Nk; da a nicht durch N teilbar ist, gilt c0 > 0. Die Behauptung folgt mit a-m := c0, a-m+1 := c1, a-m+2 := c2, ..., a-m+k := ck
236. Satz (Ermittlung, ob ein Nenner auf unendlich viele Nachkommastellen führt)
Seien q,N є ℕ \{1}; q ist genau dann Teiler einer Potenz von N, wenn die Primzerlegung von q gemäß Satz 67 nur Primfaktoren von N enthält. Derjenige Primfaktor von N, der in q am häufigsten enthalten ist, sei j-mal darin enthalten; dann ist Nj durch q teilbar. Dabei gilt 2j ≤ q.
Bew.:

„=>“ 

Seien k,n є ℕ, Nk = qn, q habe die Zerlegung q = p1 · ... · pm mit m є {1,...,q–1} und Primzahlen p1 ≤ ... ≤ pm, also Nk = p1 · ... · pm · n; jedes pi mit i є {1,...,m} ist also Teiler von Nk; vollständige Induktion nach k ergibt nach Satz 66 sofort, dass es auch Teiler von N ist.
„<=“  und Teilbarkeit von Nj durch q
q habe die Zerlegung q = p1 · ... · pm mit m є {1,...,q–1} und Primzahlen p1 ≤ ... ≤ pm, und jedes pi mit i є {1,...,m} sei Teiler von N. Dabei sei p1 = ... = pa < pa+1 = ... = pb < pb+1 = ... = pc < ... < pl+1 = ... = pm, a ≤ j, b–a ≤ j, c–b ≤ j, ..., m–l ≤ j (dabei steht mindestens einmal das Gleichheitszeichen); also q = paa · pbb-a · ... · pmm-l ; da N durch alle diese Primzahlen teilbar ist, hat N jede mindestens einmal in ihrer Primzerlegung: N = pa · pb · ... · pm · h mit einem h є ℕ; Nj = paj · pbj · ... · pmj · hj , und paj · pbj · ... · pmj  ist offensichtlich ein Vielfaches von paa · pbb-a · ... · pmm-l. Und derjenige Primfaktor von q, bei dem das besagte Gleichheitszeichen steht, der also j-mal in der Zerlegung von q enthalten ist, ist mindestens 2; daher q ≥ 2j 
Freilich ist es nur ein Sonderfall, dass der Nenner q der Teiler  einer Potenz von N ist. Ansonsten wird es natürlich unendlich viele Nachkommastellen brauchen, und erst recht für irrationale Zahlen. Aber wie können wir die Summenformel aus Satz 236 auf unendlich viele Summanden erweitern? Mit dem Vollständigkeitssatz, Satz 149.

237. Satz und Def. (komplette Nachkommastellen):
Seien N є ℕ \{1}, a-1, a-2, a-3, a-4, ... є {0,...,N–1}. Dann gilt für alle n є ℕ0 
a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n ≤ 1–N-n (für n = 0 bedeutet diese Summe 0). Es sei

a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ... := sup {a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n | n є ℕ0}.
Für alle n є ℕ0 gilt  a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n ≤ a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ... ,
und das Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn a-i = 0 für alle i > n.
Für alle n є ℕ0 gilt  a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ... ≤ a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + N-n,

und das Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn a-i = N–1 für alle i > n.
Bew.:

Erste Ungleichung mit vollständiger Induktion nach n
n = 0:

0 = 1–1 = 1–N0
n => n+1:

a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + a-(n+1) N-(n+1) ≤ 1–N-n + a-(n+1) N-(n+1) ≤ 1–N-n + (N–1)N-(n+1) = 1 – N-n + N1-(n+1) – N-(n+1) = 1 – N-(n+1) 
Die Abschätzung  a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n ≤ a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ... 
folgt direkt aus dieser Definition, und wenn es ein i > n gibt mit a-i > 0, so folgt

a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n < a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + a-i N-i 

≤ a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + a-(n+1) N-(n+1) + ...  + a-i N-i 
=  a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-i N-i  ≤ a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ... 

Gilt jedoch a-i = 0 für alle i > n, so folgt  a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-i N-i  
= a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + a-(n+1) N-(n+1) + ...  + a-i N-i 

= a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n , also  

a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ...  = a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n
Für die abschließende Gleichung zeige mit vollständiger Induktion nach i, für alle i > n
(N–1) N-(n+1) + (N–1) N-(n+2) +... + (N–1) N-i = N-n –N-i 
i = n+1:

(N–1)N-(n+1) = N1-(n+1) –N-(n+1) = N-n –N-(n+1)
i => i+1:

(N–1) N-(n+1) + (N–1) N-(n+2) +... + (N–1) N-i + (N–1) N-(i+1) = N-n –N-i + (N–1) N-(i+1) 
= N-n –N-i + N1-(i+1) – N-(i+1) = N-n – N-(i+1)
Da also  a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + (N–1) N-(n+1) + (N–1) N-(n+2) + ... + (N–1) N-i 

= a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + N-n –N-i < a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + N-n für i > n,
so folgt  a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + (N–1) N-(n+1) + (N–1) N-(n+2) + ... 
= a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + N-n, denn für jede reelle Zahl r < N-n gibt es ein i > n mit N-n – N-i > r, z.B. alle i > n mit i > 
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= N-n –r  nach Satz 230. Gibt es jedoch ein j > n mit a-j < N–1, also a-j ≤ N–2, so folgt für i > j

a-(n+1) N-(n+1) + a-(n+2) N-(n+2) +... + a-i N-i 
= -N-j + a-(n+1) N-(n+1) + ... + a-(j-1) N-(j-1) + (a-j+1) N-j + a-(j+1) N-(j+1) +... + a-i N-i
≤ -N-j + (N–1) N-(n+1) + ... + (N–1) N-(j-1) + (N–1) N-j + (N–1) N-(j+1) +... + (N–1) N-i
= -N-j+N-n –N-i < -N-j+N-n
Da also  a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + a-(n+1) N-(n+1) + a-(n+2) N-(n+2) +... + a-i N-i 
< a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n – N-j + N-n  für alle i > j, so folgt
a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + a-(n+1) N-(n+1) + a-(n+2) N-(n+2) + ... 

≤ a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n – N-j + N-n < a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + N-n
238. Satz (Komma-Verschiebung):
Seien N є ℕ \{1}, a-1, a-2, a-3, a-4, ... є {0,...,N–1}. Dann gilt für alle n є ℕ0 

Nn (a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ...) 
= (a-1 Nn-1 + a-2 Nn-2 + ... + a-n) + (a-(n+1) N-1 + a-(n+2) N-2 + a-(n+3) N-3 + ...)
Bew.:

Für alle i є ℕ0, i ≥ n, gilt
(a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-i N-i) Nn
= Nn (a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n  +  a-(n+1) N-(n+1) + a-(n+2) N-(n+2) + ... + a-i N-i) 

= a-1 Nn-1 + a-2 Nn-2 + ... + a-n  +  a-(n+1) N-1 + a-(n+2) N-2 + ... + a-i N-(i-n); 
und für das Supremum:   Nn (a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ...) 
= Nn sup {a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-i N-i | i є ℕ0}
= Nn sup {a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-i N-i | i є ℕ0, i ≥ n}  nach Satz 146
= Nn sup {a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-i N-i | i–n є ℕ0}
= sup {(a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-i N-i) Nn | i–n є ℕ0}  nach Satz 194
= sup {a-1 Nn-1 + a-2 Nn-2 + ... + a-n  +  a-(n+1) N-1 + a-(n+2) N-2 + ... + a-i N-(i-n) | i–n є ℕ0}
= a-1 Nn-1 + a-2 Nn-2 + ... + a-n  +  sup {a-(n+1) N-1 + a-(n+2) N-2 + ... + a-i N-(i-n) | i–n є ℕ0}
= a-1 Nn-1 + a-2 Nn-2 + ... + a-n  +  (a-(n+1) N-1 + a-(n+2) N-2 + a-(n+3) N-3 + ...)
239. Satz:
Seien N є ℕ \{1}, a є ℝ, 0 ≤ a < 1. Dann gibt es eindeutige a-1, a-2, a-3, a-4, ... є {0,...,N–1} mit der Eigenschaft, dass zu jedem n є ℕ0 ein iє ℕ, i > n, existiert mit a-i < N–1, so dass
a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ... = a
Bew.:

Existenz:

b0 := a, und nun wird schrittweise konstruiert:

für jedes n є ℕ0 sei a-(n+1) die größte ganze Zahl, die b-n N nicht übersteigt, also 

a-(n+1) ≤ b-n N < a-(n+1) + 1, und b-(n+1) := b-n N – a-(n+1) < 1
Zeige mit vollständiger Induktion nach n, dass für alle n є ℕ0
a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + b-n N-n = a

n = 0:

b0 N0 = b0 = a
n => n+1:

a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + a-(n+1) N-(n+1) + b-(n+1) N-(n+1) 
= a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + a-(n+1) N-(n+1) + (b-n N – a-(n+1)) N-(n+1)
= a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + a-(n+1) N-(n+1) + b-n N1-(n+1) – a-(n+1)) N-(n+1)
= a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + b-n N-n = a

Daraus folgt  a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n ≤ a < a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + N-n
und so folgt  a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ... = a, denn für jede reelle Zahl r < a gibt es ein n mit a–N-n > r, z.B. alle n > 
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= a–r  nach Satz 230. Nun sei angenommen, es gebe ein n є ℕ, bei dem a-i = N–1 für alle i > n; nach Satz 237 gilt dann  a = a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ... = a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n + N-n, demnach wäre b-n N-n = a –(a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n) = N-n, d.h. b-n = 1, Widerspruch
Eindeutigkeit:

Angenommen, es gibt zwei verschiedene solche Darstellungen von a, und n є ℕ sei die erste Stelle, an der sie sich unterscheiden, also 

a = a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-(n-1) N-(n-1) + a-n N-n + a-(n+1) N-(n+1) + ...  
a = a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-(n-1) N-(n-1) + d-n N-n + d-(n+1) N-(n+1) + ...  

(die Summe a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-(n-1) N-(n-1)  ist hinfällig für n = 1)

wobei o.B.d.A. a-n < d-n ; aus der zweiten Darstellung folgt nach Satz 237:
a ≥ a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-(n-1) N-(n-1) + d-n N-n
≥ a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-(n-1) N-(n-1) + (a-n+1) N-n   

= a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-(n-1) N-(n-1) + a-n N-n + N-n ≥ a  nach Satz 237 und nach der ersten Darstellung, also muss in dieser Abschätzungskette überall das Gleichheitszeichen stehen; für die erste Abschätzung bedeutet dies nach Satz 237, dass d-i = 0 für i > n; für die zweite bedeutet es, dass d-n = a-n+1; für die dritte bedeutet es nach Satz 237, dass a‑i = N–1 für alle i > n. Das letztere besagt: Die erste Darstellung ist keine solche mit der eingangs besagten Eigenschaft.
Anmerkung: Wenn a ein Bruch ist mit einem Nenner, der Teiler einer Potenz Nm ist, so kann dieser Bruch erweitert werden zum Nenner Nm, und der Zähler bleibt kleiner als der Nenner, hat also eine Darstellung nach Satz 234 mit k < m; a hat demnach eine Darstellung a = c-1 N-1 + c-2 N-2 + ... + c-m N-m, und ergänzen wir c-i = 0 für alle i > m, so ist 

c-1 N-1 + c-2 N-2 + ... + c-i N-i = c-1 N-1 + c-2 N-2 + ... + c-m N-m = a für alle i ≥ m, also 

c-1 N-1 + c-2 N-2 + c-3 N-3 + ... = a; wegen der Eindeutigkeit in Satz 239 muss es die dortige Darstellung sein.
Für eine reelle Zahl a ≥ 1 ergibt sich direkt folgendes: h sei die größte ganze Zahl, die a nicht übersteigt, also h ≤ a < h+1; dann ist h nach Satz 234 darstellbar mit nur nichtnegativen Potenzen von N, a–h nach Satz 239 mit nur negativen Potenzen von N, und das ergibt zusammen die Darstellung für a.
Es geht beim nächsten Satz und in der Beweisidee um folgendes: Bekanntlich haben rationale Zahlen eine periodische Abfolge in ihren Nachkommastellen. Warum? Teilt man eine natürliche Zahl p durch eine natürliche Zahl q und will alle Nachkommastellen des Quotienten 
[image: image816.wmf]q
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 ermitteln, Stelle für Stelle, und das Teilen geht bei keiner Nachkommastelle ohne Rest auf – dann muss der Rest sich spätestens an der q-ten Nachkommastelle wiederholen, weil er stets kleiner als q sein muss, und dann wiederholt sich die Rechnung. Daher müssen sich die Nachkommastellen immerfort wiederholen, sie sind periodisch. Und umgekehrt, wenn eine reelle Zahl eine periodische Abfolge in den Nachkommastellen hat: Dann kann man sie mit einer Potenz von N multiplizieren, so groß, dass man das Komma genau um eine Periode nach rechts verschiebt, und davon die originale Zahl abziehen – dann ist die Differenz eine Zahl, die nach dem Komma abbricht, also ein Bruch.
240. Satz (periodische Nachkommastellen bei rationalen Zahlen und nur da):
Seien N є ℕ \{1}, a-1, a-2, a-3, a-4, ... є {0,...,N–1}. 

a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ...  ist genau dann eine rationale Zahl, wenn es ein n є ℕ0 („Anzahl Stellen vor der Periode“) und ein k є ℕ („Anzahl Stellen der Periode“) gibt, so dass a-i = a-(i+k) für alle i > n gilt. In diesem Fall gilt 
a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ... 
= 
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Für jeden Bruch 
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 mit p,q є ℕ, p < q, 2 < q, ergibt sich bei Anwendung der Konstruktion aus Satz 239: k+n < q.
Bew.:

„=>“  und k+n < q
Fall 1) a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ... = 1
a-i = N–1 für alle i є ℕ nach Satz 23, also ist die Behauptung „a-i = a-(i+k) für alle i > n“ erfüllt mit n := 0, k := 1. 
Fall 2) a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ... < 1, und a-1, a-2, a-3, a-4, ... stimmen nicht alle mit der Konstruktion aus Satz 239 überein

Im Beweis von Satz 239 wurde gezeigt: es gibt ein n є ℕ mit a-i = N–1 für alle i > n, woraus die Behauptung „a-i = a-(i+k) für alle i > n“ folgt mit k := 1. Zudem wurde im Beweis von Satz 239 gezeigt, dass dann
a-n < N–1,  a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ... = a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-(n-1) N-(n-1) + (a-n+1) N-n
und dass dies die Konstruktion aus Satz 239 sein muss, mit a-i = 0 für i > n. Die Überlegung für k+n = 1+n < q geschieht wie im nachfolgenden Fall.

Fall 3) a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ... = 
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 mit p,q є ℕ, p < q, p und q teilerfremd, und a-1, a-2, a-3, a-4, ... stimmen alle mit der Konstruktion für 
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 aus Satz 239 überein, und es gibt ein n є ℕ mit a-i = 0 für alle i > n 
So gilt  
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 = a-1 N-1 + a-2 N-2 + ... + a-n N-n  = 
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, 
q (a-1 Nn-1 + a-2 Nn-2 + ... + a-n) = pNn; da q Teiler von pNn ist, ist q nach Satz 62 auch Teiler von Nn, und es gibt nach Satz 236 ein j є ℕ0 mit 2j ≤ 2j ≤ q, so dass Nj durch q teilbar ist. Die Stellenentwicklung für 
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 bricht gemäß Satz 235 spätestens bei N-j ab, d.h. a-i = 0 für alle i > j, daraus folgt die Behauptung „a-i = a-(i+k) für alle i > n“ folgt mit n := j, k := 1;  für 2 < q gilt  k+n = 1+n < 1+j ≤ 1+
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Fall 4) a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ... = 
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 mit p,q є ℕ, p < q, p und q teilerfremd, und a-1, a-2, a-3, a-4, ... stimmen alle mit der Konstruktion für 
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 aus Satz 239 überein, und für jedes n є ℕ gibt es ein i > n mit a-i > 0
Dann sind b-n > 0 für alle n є ℕ0 in Satz 239, denn gäbe es ein n є ℕ0 mit b-n = 0, so wären nach der Konstruktion alle weiteren a-i und b-i gleich 0. Aus der Vorschrift b0 := 
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, b‑(n+1) := b-n N – a-(n+1) < 1 folgt mit vollständiger Induktion nach n sofort für alle n є ℕ0, dass qb-n є {1,...,q–1} eine ganze Zahl ist. Also können qb-0, ..., qb-(q-1) nicht paarweise verscheiden sein, da nur q–1 verschiedene Werte dafür möglich sind. Es gibt also ein n є {0,...,q–2} und ein k є {1,...,q–1–n}, so dass qb-n = qb-(k+n) ; für alle i > n folgt mit vollständiger Induktion nach i sofort  a-i = a-(i+k), b-i = b-(i+k).
„<=“  und Bruchdarstellung
Sei n є ℕ0, k є ℕ, so dass a-i = a-(i+k) für alle i > n. Nach Satz 238 gilt
Nn (a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ...) 
= (a-1 Nn-1 + a-2 Nn-2 + ... + a-n) + (a-(n+1) N-1 + a-(n+2) N-2 + a-(n+3) N-3 + ...),

Nk+n (a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ...) 

= (a-1 Nk+n-1 + a-2 Nk+n-2 + ... + a-(k+n)) + (a-(k+n+1) N-1 + a-(k+n+2) N-2 + a-(k+n+3) N-3 + ...)
= (a-1 Nk+n-1 + a-2 Nk+n-2 + ... + a-(k+n)) + (a-(n+1) N-1 + a-(n+2) N-2 + a-(n+3) N-3 + ...);  also
(Nk+n – Nn) (a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ...)
= Nk+n (a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ...) – Nn (a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ...)
= (a-1 Nk+n-1 + a-2 Nk+n-2 + ... + a-(k+n)) + (a-(n+1) N-1 + a-(n+2) N-2 + a-(n+3) N-3 + ...)
   – (a-1 Nn-1 + a-2 Nn-2 + ... + a-n) – (a-(n+1) N-1 + a-(n+2) N-2 + a-(n+3) N-3 + ...)
= (a-1 Nk+n-1 + a-2 Nk+n-2 + ... + a-(k+n)) – (a-1 Nn-1 + a-2 Nn-2 + ... + a-n),  also

a-1 N-1 + a-2 N-2 + a-3 N-3 + ...  

= 
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4.8 Wurzeln
Mit Hilfe des Vollständigkeitssatzes, Satz 149, können wir zeigen, dass die Gleichung  a = bn nicht nur mit a,n є ℕ stets mit einem geeigneten b є ℝ erfüllbar ist, sondern auch für jedes positive reelle a (und für a = 0 trivialerweise). Für negatives a jedoch nicht, da aufgrund von Satz 217 stets bn ≥ 0 für alle b є ℝ, wenn n durch 2 teilbar ist.
241. Def. (Wurzeln):
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a

 := sup {x є ℝ | xn ≤ a} ≥ 0
für a є ℝ, a ≥ 0, n є ℕ
Diese Menge enthält 0 und ist nach oben beschränkt, denn für a ≥ 1 und x > a gilt xn > an = an-1a ≥ a, und für a ≤ 1 und x > 1 gilt xn > 1 ≥ a.
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 := sup {x є ℝ | x2 ≤ a} = 
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für a є ℝ, a ≥ 0

Anmerkung: 
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a

 = a
für a є ℝ, a ≥ 0
242. Satz: 
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0

= 0
für alle n є ℕ
Bew.:

Für x є ℝ mit x > 0 ist xn > 0, so gehört x nicht zu {x є ℝ | xn ≤ 0}; 0 erfüllt damit 144a); 0n = 0, also 0 є {x є ℝ | xn ≤ 0}, daher gibt es zu jedem t < 0 ein x є {x є ℝ | xn ≤ 0} mit x > t, nämlich x := 0, damit erfüllt 0 auch 144b)
243. Satz:  (
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) n  =  a
für a є ℝ, a ≥ 0, n є ℕ
Bew.:
Fall 1) n = 1
(
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Fall 2) a = 0
(
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) n  = 0n = 0
Fall 3) n > 1, a > 0
Jedes s є ℝ mit s < 0 ist nicht obere Schranke von {x є ℝ | xn ≤ a}, weil 0n = 0 < a; und 0 ist nicht obere Schranke,denn im Fall a≥1 ist 1n = 1 ≤ a,und im Fall a ≤ 1 ist an = an-1a ≤ a.
Sei s є ℝ mit s > 0 und sn < a angenommen. Dann sei t die kleinere der beiden Zahlen 2s und s + 
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> s, somit folgt  tn = (t–s)(tn-1+tn-2s+...+tsn-2+sn-1) + sn 
< (t–s)(tn-1+tn-2t+...+ttn-2+tn-1) + sn =(t–s)ntn-1 + sn ≤ 
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n(2s)n-1 + sn = a–sn + sn = a. Also ist s nicht obere Schranke von {x є ℝ | xn ≤ a}, es erfüllt 144a) nicht (dies ist ein Verfahren zur Näherungsberechnung, denn t ist ein besserer Näherungswert als s, und das Verfahren kann für t als ein neues s fortgesetzt werden).
Sei s є ℝ mit s > 0 und sn > a angenommen. Dann sei t := s +
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 > 0, tn = (t–s)(tn-1+tn-2s+...+tsn-2+sn-1) + sn > (t–s)(sn-1+sn-2s+...+ssn-2+sn-1) + sn = (t–s)nsn-1 + sn = 
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 nsn-1 + sn = a–sn + sn = a. Für alle x є ℝ mit xn ≤ a gilt daher  xn ≤ a < tn  und darum x < t, d.h. t ist obere Schranke von {x є ℝ | xn ≤ a}, und s ist demnach zwar auch obere Schranke, aber nicht kleinste, sondern es erfüllt 144b) nicht (dies ist auch ein Verfahren zur Näherungsberechnung, und zwar das eigentliche, denn es entspricht dem weit verbreiteten Newton-Verfahren).

Zusammen heißt dies, dass jedes s є ℝ mit sn ≠ a nicht Supremum von {x є ℝ | xn ≤ a} sein kann. 
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 ist aber dieses Supremum, also muss (
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244. Satz:  a = bn  <=>  b = 
[image: image847.wmf]n
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für a,b є ℝ, a,b ≥ 0, n є ℕ
Bew.:
a = bn  <=>  (
[image: image848.wmf]n
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) n = bn  <=>  
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a

= b  nach Satz 229

245. Satz:  a = b2n  <=>  b = 
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 ∨ b = -
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für a,b є ℝ, a ≥ 0, n є ℕ
Bew.:
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 nach Satz 244

Fall 2) b < 0
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Für b = 
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246. Satz:  a = b2n+1  <=>  b = 
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für a,b є ℝ, a ≥ 0, n є ℕ
Bew.:
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Fall 1) b ≥ 0

b = 
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Fall 2) b < 0

-a = -b2n+1 = (-b)2n+1 > 0 nach Satz 218, Widerspruch zur Voraussetzung
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Für b = 
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247. Satz:  a = b2n+1  <=>  b = -
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für a,b є ℝ, a ≤ 0, n є ℕ
Bew.:

a = b2n+1  <=>  -a = -b2n+1  <=>  -a = (-b)2n+1  <=>  -b = 
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  nach Satz 246
248. Satz: 
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= 1
für alle n є ℕ
Bew.:

(
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) n  = 1 = 1n, Behauptung folgt aus Satz 229
249. Satz:  
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für a,b є ℝ, a,b ≥ 0, n є ℕ
Bew.:
(
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a



 EMBED Equation.3  [image: image870.wmf]n

b

) n  = (
[image: image871.wmf]n

a

) n (
[image: image872.wmf]n

b

) n  = ab, Behauptung folgt aus Satz 244
250. Satz:  
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für a,b є ℝ, a ≥ 0, b > 0, n є ℕ
Bew.:

(
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251. Satz:  
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für a є ℝ, a ≥ 0, m,n є ℕ
Bew.:

(
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) mn  = ((
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) n  = a, Behauptung folgt aus Satz 244
252. Satz:  (
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) m  = 
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für a є ℝ, a > 0, m є ℤ, k,n є ℕ
Bew.:
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) n ) m  = am, Behauptung folgt aus Satz 244
253. Satz:  
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 = 
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für a є ℝ, a > 0, m є ℤ, k,n є ℕ
Bew.:

(
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) n ) k  = (am)k  = amk, Behauptung folgt aus Satz 244
254. Satz:  a = b  <=>  
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 = 
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für a,b є ℝ, a,b ≥ 0, n є ℕ
Bew.:
a = b  <=>  (
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  nach Satz 229
255. Satz:  a < b  <=>  
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für a,b є ℝ, a,b ≥ 0, n є ℕ
Bew.:

a < b  <=>  (
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  nach Satz 227
256. Satz:  m = n  <=>  
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 = 
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für a є ℝ, a > 0, a ≠ 1, m,n є ℕ
Bew.:

m = n  <=>  (
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) m  = (
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) n  nach Satz 225
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257. Satz:  m < n  <=>  
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 > 
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für a є ℝ, a > 1, m,n є ℕ
Bew.:

m < n  <=>  (
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a
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) n  nach Satz 223
<=>  (
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258. Satz:  m < n  <=>  
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für a є ℝ, 0 < a < 1, m,n є ℕ
Bew.:

m < n  <=>  (
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) n  nach Satz 224
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4.9 Rationale Potenzen
Einige Beweise können einfach aus dem Kapitel der ganzen Potenzen abgeschrieben werden.
259. Def. (Potenzen mit reller Basis und rationalem Exponenten):
ap := 
[image: image931.wmf]n
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 > 0
für a є ℝ, a > 0, p є ℚ, p = 
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m

, m є ℤ, n є ℕ, n > 1, ggt(m,n) = 1
Für den Sonderfall n = 1 gilt offensichtlich auch  ap = am = 
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0p := 0 = 
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für p є ℚ \ ℤ, p > 0, m,n є ℕ
260. Satz (Potenzen mit reller Basis und rationalem Exponenten):  
ap = 
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für a є ℝ, a > 0, p є ℚ, p = 
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, m є ℤ, n є ℕ
Bew.:

p = 
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;  nach Def. 258 folgt
ap = 
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  nach Satz 253
261. Satz:  a-p = 
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für a є ℝ, p є ℚ, a > 0

Bew.:
Sei p = 
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 mit m є ℤ, n є ℕ, ggt(m,n) = 1;
a-p = 
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262. Satz (erstes Distributivgesetz oder Verteilungsgesetz):  
ap+q = ap·aq
für a є ℝ, p,q є ℚ,  a > 0

Bew.:

Sei p = 
[image: image950.wmf]n

m

 mit m є ℤ, n є ℕ, ggt(m,n) = 1;  q = 
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 mit j є ℤ, k є ℕ, ggt(j,k) = 1;

ap+q = 
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263. Satz:  ap-q = 
[image: image958.wmf]q
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für a є ℝ, p,q є ℚ, a > 0
Bew.:

ap-q = ap+(-q) = ap·a-q  nach Satz 262, angewandt auf -q statt q
= ap
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  nach Satz 261
264. Satz (Assoziativgesetz oder Klammergesetz):  
apq = (ap)q
  für a є ℝ, p,q є ℚ,  a > 0

Bew.:

Sei p = 
[image: image961.wmf]n
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 mit m є ℤ, n є ℕ, ggt(m,n) = 1;  q = 
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265. Satz:  1p = 1
für alle p є ℚ
Bew.:

Sei p = 
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 mit m є ℤ, n є ℕ, ggt(m,n) = 1; 

1p = 
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1

 = 
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266. Satz (zweites Distributivgesetz oder Verteilungsgesetz):  
(ab)p = ap·bp
für a,b є ℝ, p є ℚ,  a > 0, b > 0
Bew.:

Sei p = 
[image: image970.wmf]n
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 mit m є ℤ, n є ℕ, ggt(m,n) = 1; 

(ab)p = 
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 = 
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267. Satz:  (
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) p = 
[image: image976.wmf]p

p

b

a


für a,b є ℝ, p є ℚ, a > 0, b > 0

Bew.:

(
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  nach Satz 266, angewandt auf 
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 statt a
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268. Satz:  p > 0  <=>  ap > 1
für a є ℝ, p є ℚ, a > 1

Bew.:

Sei p = 
[image: image983.wmf]n

m

 mit m є ℤ, n є ℕ, ggt(m,n) = 1;

 p > 0  <=>  m > 0  <=>  am > 1  <=>  
[image: image984.wmf]n

m

a

 > 1  <=>  ap > 1
269. Satz:  p < q  <=>  ap < aq
für a є ℝ, p,q є ℚ, a > 1

Bew.:

p < q  <=>  q–p > 0  <=>  aq-p > 1  <=>  
[image: image985.wmf]p
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a
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 > 1  <=>  aq > ap
270. Satz:  p < q  <=>  ap > aq
für a є ℝ, p,q є ℚ, 0 < a < 1

Bew.:

p < q  <=>  (
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) p < (
[image: image987.wmf]a

1

) q  nach Satz 269

<=>  
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  <=>  aq < ap
271. Satz:  p = q  <=>  ap = aq
für a є ℝ, p,q є ℚ, a > 0, a ≠ 1

Bew.:

Fall 1) a > 1

p ≠ q  <=>  p < q ∨ q < p  <=>  ap < aq ∨ aq < ap  <=>  ap ≠ aq
Fall 2) a < 1

p ≠ q  <=>  p < q ∨ q < p  <=>  ap > aq ∨ aq > ap  <=>  ap ≠ aq
272. Satz:  a < 1  <=>  ap < 1
für a є ℝ, p є ℚ, a ≥ 0, p > 0
Bew.:

Sei p = 
[image: image992.wmf]n

m

 mit m,n є ℕ, ggt(m,n) = 1;

a < 1  <=>  am < 1  <=>  
[image: image993.wmf]n

m
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 < 1  <=>  ap < 1
273. Satz:  a < b  <=>  ap < bp
für a,b є ℝ, p є ℚ, a ≥ 0, b ≥ 0, p > 0
Bew.:
Fall 1) b = 0

Sowohl a < b als auch ap < bp widerspricht den Voraussetzungen

Fall 2) b > 0

a < b  <=>  
[image: image994.wmf]b
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 < 1  <=>  (
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) p < 1  nach Satz 272, angewandt auf 
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<=>  
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274. Satz:  a < b  <=>  ap > bp
für a,b є ℝ, p є ℚ, a > 0, b > 0, p < 0
Bew.:
a < b  <=>  a-p < b-p  nach Satz 274, angewandt auf -p statt p
<=>  
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 < 
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  <=>   bp < ap
275. Satz:  a = b  <=>  ap = bp
für a,b є ℝ, p є ℚ, a > 0, b > 0, p ≠ 0
für a,b є ℝ, p є ℚ, a ≥ 0, b ≥ 0, p > 0
Bew.:

Fall 1) p > 0

a ≠ b  <=>  a < b ∨ b < a  <=>  ap < bp ∨ bp < ap  <=>  ap ≠ bp
Fall 2) p < 0

a ≠ b  <=>  a < b ∨ b < a  <=>  ap > bp ∨ bp > ap  <=>  ap ≠ bp
276. Lemma:  ap = sup { ax | x є ℚ, x < p}
für a є ℝ, a > 1, p є ℚ
Bew.:

Für x < p gilt ax < ap, also ist ap obere Schranke von { ax | x є ℚ, x < p}, 144a) ist erfüllt.
Sei h є ℝ mit h < ap, o.B.d.A. h > 0, da sonst ax > 0 ≥ h für alle x є ℚ wäre; sei n є ℕ mit n > 
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 = ap-(p-x) = ax; damit erfüllt ap auch 144b).
4.10 Reelle Potenzen
Einige Beweise können nochmals einfach aus dem Kapitel der ganzen Potenzen abgeschrieben werden. Der Rest ist einfacher als in Kap. 4.2 und Kap. 4.3, weil die rationalen Potenzen nicht nur mit rationaler Basis, sondern auch mit irrationaler Basis bereits behandelt werden konnten.
277. Def. (Potenzen mit reeller Basis und reellem Exponenten):
ab := sup {ax | x є ℚ, x < b} > 0
für a є ℝ, a > 1, b є ℝ\ℚ
Diese Menge ist nach oben beschränkt, denn für jedes s є ℚ mit s > b  ist as obere Schranke wegen x < s für x < b und daher ax < as.

Ferner sei (277.2):  ab := 1 / (
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) b  für a є ℝ, 0 < a < 1, b є ℝ\ℚ;  

1b := 1 für b є ℝ\ℚ;  0b := 0 für b є ℝ\ℚ, b > 0
(das bedeutet, (
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) b = 
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 für a є ℝ, a > 0, b є ℝ\ℚ; und für b є ℚ folgt es aus Satz 267).

Dass die erste Zeile auch für a є ℝ, a > 1, b є ℚ, gilt, besagt Lemma 276.
278. Satz (erstes Distributivgesetz oder Verteilungsgesetz):  
ab+c = ab·ac
für a,b,c є ℝ, a > 0

Bew.:
Fall 1) a = 1

1b+c = 1 = 1b·1c
Fall 2) a > 1

ab ac = sup {ax | x є ℚ, x < b} · sup {ay | y є ℚ, y < c} 

= sup {ax ay | x,y є ℚ, x < b, y < c}  nach Satz 193

= sup {ax+y | x,y є ℚ, x < b, y < c}
= sup {az | z є ℚ, z < b+c}  nach Lemma 159
= ab+c
Fall 3) 0 < a < 1
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279. Satz:  a-b = 
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für a,b є ℝ, a > 0

Bew.:
a-b ab = a-b+b  nach Satz 278
= a0 = 1
280. Satz:  ab-c = 
[image: image1021.wmf]c

b
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für a,b,c є ℝ, a > 0
Bew.:

ab-c = ab+(-c) = ab·a-c  nach Satz 278, angewandt auf -c statt c
= ab
[image: image1022.wmf]c
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1

 = 
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b
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  nach Satz 279
281. Satz (Assoziativgesetz oder Klammergesetz):  
abc = (ab) c
  für a,b,c є ℝ, a > 0

Bew.:

Fall 1) a = 1

1bc = 1 = 1c = (1b) c
Fall 2) bc = 0

abc = 1 = (ab) c
Fall 3) a > 1, b > 0, c > 0
ab ≥ ax nach 144a) für alle x є ℚ mit 0 < x < b, also ab ≥ ax > a0 = 1
abc = sup {az | z є ℚ, z < bc} 
= sup {az | z є ℚ, 0 < z < bc}  nach Satz 146, weil az ≤ 1 für z ≤ 0, az > 1 für z > 0
= sup {axy | x,y є ℚ, 0 < x < b, 0 < y < c}  nach Lemma 187
= sup {(ax)y | x,y є ℚ, 0 < x < b, 0 < y < c}
Wir müssen nun zeigen, dass (ab) c das Supremum dieser Menge ist, also 144a) und 144b) für diese Menge erfüllt.
Für alle x,y є ℚ, 0 < x < b, 0 < y < c, gilt  1 < (ax)y ≤ (ab)y ≤ (ab)c  nach Def. von (ab)c; 
(ab) c  erfüllt somit 144a).
Sei nun h є ℝ, h < (ab) c, o.B.d.A. h > 1 (denn wenn dafür 144b erfüllt ist, ist es zwangsläufig auch für h ≤ 0); nach Def. von (ab)c gibt es ein y є ℚ, y < c, so dass h < (ab)y, und wegen (ab)y > h > 1 = (ab)0 ist y > 0; sei w := 
[image: image1024.wmf]y
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, nach Satz 273 gilt hw < ((ab)y)w = (ab)yw = (ab)1 = ab; nach Def. von ab gibt es ein x є ℚ, x < c, so dass hw < ax, und wegen ax > hw > h0 = 1 = a0  ist x > 0; es folgt  h = h1 = hwy = (hw)y < (ax)y; (ab)c  erfüllt somit 144b). 
Die restlichen Fälle sind auf Fall 3) zurückzuführen und verwenden 277.2 und Satz 279.
Fall 4) a > 1, b > 0, c < 0
abc = 
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 = (ab) -(-c) = (ab) c
Fall 5) a > 1, b < 0, c > 0
abc = 
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Fall 6) a > 1, b < 0, c < 0

abc = a(-b)(-c) = (a-b) -c = 
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Die bisherigen Fälle, außer Fall 1), decken zusammen den Fall  a > 1  vollständig ab.

Fall 7) 0 < a < 1
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282. Satz (zweites Distributivgesetz oder Verteilungsgesetz):  
(ab)c = ac·bc
für a,b,c є ℝ, a > 0, b > 0

Bew.:

Fall 1) a = 1

(1·b)c = bc = 1·bc = 1c·bc 

Fall 2) b = 1

(a·1)c = ac = ac·1 = ac·1c
Fall 3) ab = 1, a < 1
(ab)c = 1c = 1 = ac
[image: image1039.wmf]c
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) c = ac·bc
Fall 4) ab = 1, b < 1
(ab)c = 1c = 1 = 
[image: image1041.wmf]c
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 bc = (
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) c bc = ac·bc
Fall 5) a > 1, b > 1

(ab)c = sup {(ab) x | x є ℚ, x < c} = sup {ax bx | x є ℚ, x < c}
Nun geht es darum, dass im Produkt  ax bx  auch “zwei verschiedene x” zugelassen werden müssen. Größer werden die möglichen Produktwerte dadurch aber nicht: Sind x,y є ℚ, x < c, y < c, so gilt im Fall x ≤ y dann ax by ≤ ay by, und im Fall x ≥ y dann ax by ≤ axbx; daher folgt nach Satz 146:
sup {ax bx | x є ℚ, x < c} = sup {ax by | x,y є ℚ, x < c, y < c}
= sup {ax | x є ℚ, x < c} · sup {by | y є ℚ, y < c}  nach Satz 193

= ac·bc
Die restlichen Fälle sind auf Fall 5) zurückzuführen und verwenden 277.2.
Fall 6) a > 1, b < 1, ab > 1
(ab)c = (ab)c
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Fall 7) a > 1, b < 1, ab < 1
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Fall 8) a < 1, b > 1, ab > 1
Analog zu Fall 6)
Fall 9) a < 1, b > 1, ab < 1

Analog zu Fall 7)

Fall 10) a < 1, b < 1
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283. Satz:  (
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für a,b,c є ℝ, a > 0, b > 0

Bew.:

(
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  nach Satz 282, angewandt auf 
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284. Satz:  b > 0  <=>  ab > 1
für a,b є ℝ, a > 1

Bew.:

„=>“

Sei c є ℚ mit 0 < c < b; nach 144a) gilt  ab ≥ ac > 1.
„<=“
Wegen 1 < ab gibt es nach 144b) ein x є ℚ, x < b, mit 1 < ax, und nach Satz 268 folgt x > 0; also b > x > 0.

285. Satz:  b < c  <=>  ab < ac
für a,b,c є ℝ, a > 1

Bew.:
b < c  <=>  c–b > 0  <=>  ac-b > 1  <=>  
[image: image1076.wmf]b

c
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 > 1  <=>  ac > ab 
286. Satz:  b < c  <=>  ab > ac
für a,b,c є ℝ, 0 < a < 1

Bew.:

b < c  <=>  (
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) b < (
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<=>  
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  <=>  ac < ab  nach 277.2
287. Satz:  b = c  <=>  ab = ac
für a,b,c є ℝ, a > 0, a ≠ 1

Bew.:

Fall 1) a > 1

b ≠ c  <=>  b < c ∨ c < b  <=>  ab < ac ∨ ac < ab  <=>  ab ≠ ac
Fall 2) a < 1

b ≠ c  <=>  b < c ∨ c < b  <=>  ab > ac ∨ ac > ab  <=>  ab ≠ ac
288. Satz:  a < 1  <=>  ab < 1
für a,b є ℝ, a ≥ 0, b > 0
Bew.:

Fall 1) a = 0

Sowohl a < 1 als auch ab < 1 ist erfüllt.

Fall 2) a > 0

„=>“

d := 
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1

; nach Vorauss. d > 1; sei c є ℚ mit 0 < c < b; nach 144a) gilt  db ≥ dc > 1c = 1 nach Satz 273, also ab = (
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 < 1  nach 277.2
„<=“
Angenommen, a = 1. Dann ist  ab = 1b = 1, im Widerspruch zur Voraussetzung  ab < 1.
Angenommen, a > 1. Dann sei c є ℚ mit 0 < c < b, und nach 144a) gilt ab ≥ ac > 1c = 1 nach Satz 273, im Widerspruch zur Voraussetzung  ab < 1.
289. Satz:  a < b  <=>  ac < bc
für a,b,c є ℝ, a ≥ 0, b ≥ 0, c > 0
Bew.:
Fall 1) b = 0

Sowohl a < b als auch ac < bc widerspricht den Voraussetzungen

Fall 2) b > 0

a < b  <=>  
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 < 1  <=>  (
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) c < 1  nach Satz 288, angewandt auf 
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290. Satz:  a < b  <=>  ac > bc
für a,b,c є ℝ, a > 0, b > 0, c < 0
Bew.:
a < b  <=>  a-c < b-c  nach Satz 289, angewandt auf -c statt c
<=>  
[image: image1088.wmf]c
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 < 
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  <=>   bc < ac
291. Satz:  a = b  <=>  ac = bc
für a,b,c є ℝ, a > 0, b > 0, c ≠ 0
für a,b,c є ℝ, a ≥ 0, b ≥ 0, c > 0
Bew.:

Fall 1) c > 0

a ≠ b  <=>  a < b ∨ b < a  <=>  ac < bc ∨ bc < ac  <=>  ac ≠ bc
Fall 2) c < 0

a ≠ b  <=>  a < b ∨ b < a  <=>  ac > bc ∨ bc > ac  <=>  ac ≠ bc
4.11 Logarithmen
Mit Hilfe des Vollständigkeitssatzes, Satz 149, können wir zeigen, dass die Gleichung  b = ac mit a,b є ℝ, a > 1, b > 0, stets mit einem geeigneten c є ℝ erfüllbar ist; und für 0 < a < 1 ergibt es sich gleich daraus wegen  
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292. Def. (Logarithmen):
logab := sup {x є ℝ | ax ≤ b}
für a,b є ℝ, a > 1, b > 0
Diese Menge enthält jedes -n mit n є ℕ, n ≥ 
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Diese Menge ist nach oben beschränkt, denn für ein n є ℕ, n ≥ 
[image: image1098.wmf]1
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, und jedes x є ℝ mit x > n gilt ax > an ≥ 1+(a–1)n ≥ 1+b–1 = b.
293. Satz:  c = logab  <=>  ac = b
für a,b,c є ℝ, a > 1, b > 0
Bew.:
„=>“

Sei s є ℝ mit as < b angenommen, dies bedeutet 
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 < 
[image: image1100.wmf]s

a

1

 = a-s. Dann gibt es nach Lemma 276 und Def. 277 ein -p є ℚ mit -p < -s und 
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 < a-p = 
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, gemäß 144b); somit p > s, ap < b. Also ist s nicht obere Schranke von {x є ℝ | ax ≤ b}, es erfüllt 144a) nicht.

Sei s є ℝ mit as > b angenommen. Dann gibt es nach Lemma 276 und Def. 277 ein p є ℚ mit p < s und b < ap, gemäß 144b); für alle x є ℝ mit ax ≤ b folgt ax ≤ b < ap, nach Satz 285 also x < p, d.h. p ist obere Schranke von {x є ℝ | ax ≤ b}, und s ist demnach zwar auch obere Schranke, aber nicht kleinste, sondern es erfüllt 144b) nicht.

Zusammen heißt dies, dass jedes s є ℝ mit as ≠ b nicht Supremum von {x є ℝ | ax ≤ b} sein kann; c = logab ist aber dieses Supremum, also muss ac = b sein.
„<=“
x := logab; nach „=>“ gilt ax = b = ac; nach Satz 287 folgt x = c
Warum war das so viel leichter als der Beweis von Satz 243? Weil wir uns auf Lemma 276 stützen konnten. Hätten wir Satz 243 genau so einfach beweisen wollen, dann hätten wir im Kapitel der ganzen Potenzen ein entsprechendes Lemma anführen müssen, mit veränderlicher Basis anstatt veränderlichem Exponenten. Das hätte aber einen ähnlichen Beweis erfordert, wie wir ihn für Satz 243 geführt haben.
294. Satz:  loga(bc) = logab + logac
für a,b,c є ℝ, a > 1, b > 0, c > 0
Bew.:

d := logab, e := logac, d.h. ad = b, ae = c; somit bc = adae = ad+e, d.h. d+e = loga(bc)
295. Satz:  log a
[image: image1103.wmf]c
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 = logab – logac
für a,b,c є ℝ, a > 1, b > 0, c > 0

Bew.:

d := logab, e := logac, d.h. ad = b, ae = c; somit 
[image: image1104.wmf]c

b

 = 
[image: image1105.wmf]e

d

a

a

 = ad-e, d.h. d–e = log a
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296. Satz:  loga(bc) = c logab
für a,b,c є ℝ, a > 1, b > 0
Bew.:

d := logab, d.h. ad = b; somit bc = (ad)c = adc, d.h. dc = loga(bc)
297. Satz:  logab logba
= 1
für a,b є ℝ, a > 1, b > 1
Bew.:
d := logab, e := logba, d.h. ad = b, be = a; somit a1 = a = be = (ad)e = ade, also 1 = de 
298. Satz:  logab = logcb / logca
für a,b,c є ℝ, a > 1, b > 0, c > 1
Bew.:

d := logab, e := logca, d.h. ad = b, ce = a; somit b = ad = (ce)d = ced, also ed = logcb
299. Satz:  b = c  <=>  logab = logac
für a,b,c є ℝ, a > 1, b > 0, c > 0
Bew.:
d := logab, e := logac, d.h. ad = b, ae = c; somit  b = c  <=>  ad = ae  <=>  d = e
300. Satz:  b < c  <=>  logab < logac
für a,b,c є ℝ, a > 1, b > 0, c > 0
Bew.:

d := logab, e := logac, d.h. ad = b, ae = c; somit  b < c  <=>  ad < ae  <=>  d < e
301. Satz:  b < ac  <=>  logab < c
für a,b,c є ℝ, a > 1, b > 0
Bew.:

d := logab, d.h. ad = b; somit  b < ac  <=>  ad < ac  <=>  d < c
302. Satz:  b > ac  <=>  logab > c
für a,b,c є ℝ, a > 1, b > 0
Bew.:

d := logab, d.h. ad = b; somit  b > ac  <=>  ad > ac  <=>  d > c
4.12 Arkusfunktionen, d.h. Umkehrung der Winkelfunktionen
Warum zuerst die Umkehrfunktionen, wenn es um die Winkelfunktionen geht? Und wie?
Auf die Geometrie, aus der ja die Winkelfunktionen eigentlich stammen, können wir hier schlecht eingehen. Und wenn wir das wollten, was sollten wir unter Winkeln verstehen? Sie mit Hilfe von Kreisbögen definieren? Und wie diese? Hier hilft die Betrachtung weiter, wie die Winkelfunktionen am Einheitskreis veranschaulicht werden, am zweidimensionalen Koordinatensystem mit einem Kreis mit Radius 1 und Mittelpunkt im Nullpunkt, wenn der Winkel in Bogenmaß statt in Grad ausgedrückt wird. Markieren wir einen Punkt auf dem Kreisumfang, und die Länge des Kreisbogens vom Punkt (1; 0) bis dorthin beträgt x, so hat der besagte Punkt die Koordinaten (cos x; sin x). Umgekehrt ausgedrückt heißt es u.a.: Hat ein Punkt auf der oberen Hälfte des Kreisumfangs die waagerechte Koordinate  a  zwischen -1 und 1, so ist seine senkrechte Koordinate 
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, und der Kreisbogen von (1; 0) nach (a;
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) hat die Länge arccos a, der Kreisbogen von (0; 1) nach (a;
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) hat (für a ≥ 0) die Länge arcsin a. Um dies hier zu verwenden, müssen wir uns fragen, wie die Länge eines Kreisbogens zu ermitteln ist. Das wird nicht leicht sein, aber es wird leichter sein, zu einem beliebigen vorgegebenen a die Kreisbogenlänge zu ermitteln, als nach dem richtigen a zu suchen, das einen Kreisbogen der beliebig vorgegebenen Länge x hat. Der Kreisbogen kann angenähert werden, indem man möglichst viele Zwischenpunkte auf ihm markiert und diese durch Sehnen verbindet. Die Längen dieser Sehnen sind zusammenzuzählen, und die Länge jeder Sehne ergibt sich aus dem Satz von Pythagoras für rechtwinklige Dreiecke: Ihr Quadrat ist die Summe der Quadrate von Koordinatendifferenz auf der waagerechten Achse und Koordinatendifferenz auf der senkrechten Achse. Je mehr Zwischenpunkte verwendet werden, um so besser wird der Kreisbogen genähert, aber es müssen unbegrenzt viele sein, um eine unbegrenzte Genauigkeit zu bekommen.
303. Def.:
Sei a є ℝ mit 0 < a ≤ 1 gegeben, dazu sei beliebiges n є ℕ0 betrachtet mit a1, ..., an є ℝ, 0 < a1 < ... < an < a. Dann sei a0 := 0, an+1 := a, und  
S(a1, ..., an, a) := 
[image: image1110.wmf]²

)

²

a

1

²

a

1

(

)²

a

-

(a

1

0

1

0

-

-

-

+

 + 
+ 
[image: image1111.wmf]²

)

²

a

1

²

a

1

(

)²

a

-

(a

2

1

2

1

-

-

-

+

 + ... + 
[image: image1112.wmf]²

)

²

a

1

²

a

1

(

)²

a

-

(a

1

n

n

1

n

n

+

+

-

-

-

+


heißt die Untersumme zu a1, ..., an, a  oder eine Untersumme zu a.
304. Satz:  
a < S(a1, ..., an, a) < a+1–
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 für a є ℝ, 0<a≤1, nєℕ0, a1, ..., an є ℝ, 0 < a1 < ... < an < a
Bew.:
Für jedes i є {0,...,n} gilt 
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); daher in Summe
S(a1, ..., an, a) >  a1 – a0 + a2 – a1 + ... + an+1 – an = an+1 – a0 = a–0 = a;  S(a1, ..., an, a)
<  a1 – a0 + a2 – a1 + ... + an+1 – an   +  
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305. Def.:
arcsin a := sup {S(a1, ..., an, a) | nєℕ0, a1, ..., an є ℝ, 0 < a1 < ... < an < a} für a є ℝ, 0<a≤1;
arcsin 0 := 0;

arcsin a := -arcsin(-a) für a є ℝ, -1 ≤ a < 0;

π := 2·arcsin 1

306. Satz:  a < b  <=>  arcsin a < arcsin b
für a,b є ℝ, -1 ≤ a ≤ 1, -1 ≤ b ≤ 1
Bew.:

„=>“

Fall 1) a > 0, b > 0
Für jede Untersumme S(a1, ..., an, a), die es zu a gibt, ist S(a1, ..., an, a, b) 

= S(a1, ..., an, a) + 
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  eine Untersumme zu b; es folgt
arcsin b ≥ S(a1, ..., an, a, b) = S(a1, ..., an, a) + 
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, und da dies bei festem a und b für alle Untersummen zu a gilt, ergibt sich

arcsin b ≥ arcsin a + 
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Fall 2) a = 0, b > 0

arcsin b ≥ S(
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b

,b) > b > 0 = arcsin a  nach Satz 304
Fall 3) a < 0, b > 0

arcsin a = -arcsin(-a) < 0 < arcsin b  nach Fall 2)

Fall 4) a < 0, b = 0

arcsin a = -arcsin(-a) < 0 = arcsin b  nach Fall 2)

Fall 5) a < 0, b < 0

nach Voraussetzung -b < -a;  arcsin b = -arcsin(-b) > -arcsin(-a) = arcsin a  nach Fall 1)
„<=“
Angenommen, b = a; dann arcsin b = arcsin a, im Widerspruch zur Vorauss.
Angenommen, b < a; dann arcsin b < arcsin a nach „=>“, im Widerspruch zur Vorauss.
307. Satz:  a = b  <=>  arcsin a = arcsin b
für a,b є ℝ, -1 ≤ a ≤ 1, -1 ≤ b ≤ 1
Bew.:

a ≠ b  <=>  a < b ∨ b < a  <=>  arcsin a < arcsin b ∨ arcsin b < arcsin a  
<=>  arcsin a ≠ arcsin b
308. Lemma:  
1 – (a
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für a,b є ℝ, -1 ≤ a ≤ 1, -1 ≤ b ≤ 1
Bew.:

1 – (a
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= 1 – a²(1–b²) – b²(1–a²) – 2ab
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309. Lemma:  
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für a,b є ℝ, -1 ≤ a ≤ 1, -1 ≤ b ≤ 1, a² + b² ≤ 1, ab ≥ 0
Bew.:

(
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310. Satz (erste Dreiecksungleichung):  
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für alle a,b,c,d є ℝ
Dabei steht das Gleichheitszeichen genau dann, wenn bc = ad, ac ≥ 0, bd ≥ 0.
Bew.:

(
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Bei der ersten Abschätzung steht genau dann das Gleichheitszeichen, wenn bc = ad; bei der zweiten genau dann, wenn ac+bd ≥ 0; bei beiden zugleich also genau dann, wenn bc = ad, ac+bd ≥ 0. Dies gilt genau dann, wenn bc = ad, ac ≥ 0, bd ≥ 0; denn wenn bc = ad und ac+bd ≥ 0, so ac(a²+b²) = a(a²c+b²c) = a(a²c+bad) = a²(ac+bd) ≥ 0 und bd(c²+d²) = d(bc²+bd²) = d(adc+bd²) = d²(ac+bd) ≥ 0.
311. Satz:  
arcsin a + arcsin b = arcsin (a
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Bew.:
c := a
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Für alle n є ℕ0 und beliebige c1, ..., cn є ℝ, a < c1 < ... < cn < c schreiben wir c0 := a, cn+1 := c,   T(a, c1, ..., cn, c) := 
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;

analog zu Satz 304 gilt  c–a < T(a, c1, ..., cn, c) < c–a + 
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Nun betrachten wir eine beliebige Untersumme zu b, d.h. ein beliebiges n є ℕ0 mit b1, ..., bn є ℝ, 0 < b1 < ... < bn < b, b0 := 0, bn+1:= b, und konstruieren davon gewisse c1, ..., cn є ℝ mit a < c1 < ... < cn < c, so dass S(b1, ..., bn, b) = T(a, c1, ..., cn, c). Dies machen wir folgendermaßen: ck := a
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 – abk)² = 1–ck² aufgrund von Lemma 309, also ck+1 > ck wie verlangt; ferner gilt für das Quadrat des k-ten Summanden in der T(a, c1, ..., cn, c)-Summenformel:
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Dies ist das Quadrat des k-ten Summanden in der S(b1, ..., bn, b)-Summenformel, also
S(b1, ..., bn, b) 
= 
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= T(a, c1, ..., cn, c).
Nun betrachten wir umgekehrt ein beliebiges n є ℕ0 mit c1, ..., cn є ℝ, a < c1 < ... < cn < c, c0 := a, cn+1 := c, und konstruieren daraus gewisse b1, ..., bn є ℝ mit 0 < b1 < ... < bn < b, so  dass  S(b1, ..., bn, b)  =  T(a, c1, ..., cn, c).  Dies  machen  wir  folgendermaßen:  bk := ‑a
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 = bk, also bk+1 > bk wie verlangt; ferner gilt für das Quadrat des k-ten Summanden in der S(b1, ..., bn, b)-Summenformel:
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was analog zum vorherigen Schritt mit den gleichen Umformungen auszurechnen ist, bk mit ck vertauscht und bk+1 mit ck+1 vertauscht, nur dass a durch -a ersetzt wird. Also ergibt sich in der Summe der k є {0,...,n+1}: T(a, c1, ..., cn, c) = S(b1, ..., bn, b).
Schließlich ist noch wichtig, wie die Untersummen von a und c zusammenhängen: Für jedes m є ℕ0 und a1, ..., am є ℝ mit 0 < a1 < ... < am < a, verbunden mit beliebigem n є ℕ0 und c1, ..., cn є ℝ mit a < c1 < ... < cn < c, ist S(a1, ..., am, a) + T(a, c1, ..., cn, c) eine Untersumme zu c, denn es gilt S(a1, ..., am, a) + T(a, c1, ..., cn, c) = S(a1, ..., am, a, c1, ..., cn, c), wie sich aus der Definition der Summen sofort ergibt. Umgekehrt ist nicht aus jeder Untersumme zu c eine Untersumme zu a direkt ablesbar: Seien j є ℕ0, d1, ..., dj є ℝ mit 0 < d1 < ... < dj < c. Falls es ein k є {1,...,j} gibt mit dk = a, dann ist S(d1, ..., dj, c) = S(d1, ..., dk-1, a) + T(a, dk+1, ..., dj, c); falls es dies nicht gibt, so ist nach einer „höheren geteilten Obersumme“ zu suchen: k є {0,...,j} sei größtmöglich gewählt, so dass dk < a, also  dk+1 > a; dann gilt  
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  nach Satz 310, wenn wir dort a durch dk–a ersetzen, b durch 
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; daraus folgt direkt  S(d1, ..., dk, a) + T(a, dk+1, ..., dj, c) ≥ S(d1, ..., dj, c). Abschließend:
arcsin a + arcsin b = arcsin a + sup {S(b1, ..., bn, b) | nєℕ0, b1, ..., bnєℝ, 0< b1 <...< bn <b}
= arcsin a + sup {T(a, c1, ..., cn, c) | nєℕ0, c1, ..., cn є ℝ, a < c1 < ... < cn < c}
= sup {S(a1, ..., am, a) | m є ℕ0, a1, ..., am є ℝ, 0 < a1 < ... < am < a} +

+ sup {T(a, c1, ..., cn, c) | n є ℕ0, c1, ..., cn є ℝ, a < c1 < ... < cn < c}

= sup {S(a1, ..., am, a) + T(a, c1, ..., cn, c) | m,n є ℕ0, a1, ..., am, c1, ..., cn є ℝ, 0 < a1 < ... < am < a < c1 < ... < cn < c }  nach Satz 167

= sup {S(d1, ..., dj, c) | j є ℕ0, d1, ..., dj є ℝ, 0 < d1 < ... < dj < c}  nach Satz 146
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312. Lemma:  b² + (a
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für a,b є ℝ, 0 ≤ a ≤ 1, -a ≤ b ≤ 0
Bew.:

a
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313. Satz:  
arcsin a + arcsin b = arcsin (a
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) für a,b є ℝ, -1 ≤ a ≤ 1, -1 ≤ b ≤ 1,

a²+b² ≤ 1 ∨ ab ≤ 0
Bew.:

Fall 1) a = 0
arcsin 0 + arcsin b = arcsin b = arcsin (0
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Fall 2) b = 0
arcsin a + arcsin 0 = arcsin a = arcsin (a
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Fall 3) a+b = 0

arcsin a + arcsin b = arcsin a + arcsin -a = arcsin a – arcsin a = 0 
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Fall 4) a > 0, b > 0, a²+b² ≤ 1
Siehe Satz 311, denn wegen b > 0 ist a² = 1– b² < 1, und wegen a > 0 ist b² = 1– a² < 1
Fall 5) a > 0, b < 0, a+b > 0
a > -b bedeutet a² > b², somit a²(1–b²) = a² –a²b² > b²–a²b² = b²(1–a²), 

also a
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= a–ab² + ab² = a.  Anwendung von Fall 4) auf c statt a und -b statt b ergibt:
arcsin c = arcsin c + arcsin -b + arcsin b = arcsin (c
[image: image1290.wmf]b²

-

1

– b
[image: image1291.wmf]c²

-

1

) + arcsin b 
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Fall 6) a > 0, b < 0, a+b < 0

arcsin a + arcsin b = - (arcsin(-b) + arcsin(-a)) = -arcsin (-b
[image: image1292.wmf](-a)²

-

1

–a
[image: image1293.wmf](-b)²

-

1

)

= -arcsin -(a
[image: image1294.wmf]b²

-

1

+b
[image: image1295.wmf]a²

-

1

) = arcsin (a
[image: image1296.wmf]b²

-

1

+b
[image: image1297.wmf]a²

-

1

)  nach Fall 5), mit -b statt a und  -a statt b

Fall 7) a < 0, b > 0, a+b > 0
Ergibt sich aus Fall 5), a mit b vertauscht
Fall 8) a < 0, b > 0, a+b < 0

Ergibt sich aus Fall 6), a mit b vertauscht

Fall 9) a < 0, b < 0, a²+b² ≤ 1
arcsin a + arcsin b = - (arcsin(-a) + arcsin(-b)) = -arcsin (-a
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314. Satz:  
arcsin a – arcsin b = arcsin (a
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a²+b² ≤ 1 ∨ ab ≥ 0

Bew.:

arcsin a – arcsin b = arcsin a + arcsin -b = arcsin (a
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315. Def.:  arccos a := 
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π – arcsin a
für a є ℝ, -1 ≤ a ≤ 1
316. Satz:  arccos a = arcsin
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für a є ℝ, 0 ≤ a ≤ 1
Bew.:
arccos a = arcsin 1 – arcsin a = arcsin (1
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317. Satz:  
arccos a + arccos b = arccos (ab –
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) für a,bєℝ, -1 ≤ a ≤ 1, -1 ≤ b ≤ 1, a+b ≥ 0

Bew.:

Fall 1) a ≥ 0, (b ≥ 0 ∨ a² ≥ b²)
arccos a + arccos b = arcsin
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Fall 2) b ≥ 0, (a ≥ 0 ∨ b² ≥ a²)
Analog zu Fall 1), nur a und b vertauscht

Damit sind alle zu betrachtenden Fälle erfasst, denn wenn a ≥ 0 und b < 0, dann bedeutet a + b ≥ 0, dass a ≥ -b, also a² ≥ b²; und umgekehrt.
318. Def.:  arctan a := arcsin
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für alle a є ℝ
319. Satz:  a < b  <=>  arctan a < arctan b
für a,b є ℝ
Bew.:
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Fall 1) a > 0, b > 0
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Fall 2) a = 0, b > 0

arctan b = arcsin
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Fall 3) a < 0, b > 0

arctan a = -arctan(-a) < 0 < arctan b  nach Fall 2)

Fall 4) a < 0, b = 0

arctan a = -arctan(-a) < 0 = arctan b  nach Fall 2)

Fall 5) a < 0, b < 0

nach Voraussetzung -b < -a;  arctan b = -arctan(-b) > -arctan(-a) = arctan a  nach Fall 1)
„<=“
Angenommen, b = a; dann arctan b = arctan a, im Widerspruch zur Vorauss.

Angenommen, b < a; dann arctan b < arctan a nach „=>“, im Widerspruch zur Vorauss.
320. Satz:  a = b  <=>  arctan a = arctan b
für a,b є ℝ
Bew.:

a ≠ b  <=>  a < b ∨ b < a  <=>  arctan a < arctan b ∨ arctan b < arctan a  
<=>  arctan a ≠ arctan b
321. Satz:  arcsin a = arctan
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322. Satz:  arctan a + arctan b = arctan 
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Bew.:
Im Fall ab ≤ 0 gilt  
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323. Satz:  arctan a – arctan b = arctan
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für a,b є ℝ, ab > -1
Bew.:

arctan a – arctan b = arctan a + arctan -b = arctan
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324. Def.:  arccot a := 
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für alle a є ℝ
325. Satz:  arccot a = arctan
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für a є ℝ, a > 0
Bew.:
b := 
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326. Satz:  arccot a + arccot b = arccot 
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für a,b є ℝ, a+b > 0
Bew.:

Fall 1) a > 0, 
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  nach Satz 323, angew. auf 
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Fall 2) b > 0, 
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Analog zu Fall 1), nur a und b vertauscht

Damit sind alle zu betrachtenden Fälle erfasst.

4.13 Winkelfunktionen
327. Def.:  
(327.1) sin a := sup {x є ℝ | 0 ≤ x ≤ 1, arcsin x ≤ a}
für a є ℝ, 0 ≤ a ≤ 
[image: image1427.wmf]2

1

π;
(327.2) sin a := sin(π–a) für a є ℝ, 
[image: image1428.wmf]2

1

π < a ≤ π (gilt trivialerweise auch für 
[image: image1429.wmf]2

1

π = a);  
(327.3) sin a := -sin(a–π) für a є ℝ, π < a < 2π;  
für a є ℝ, a ≥ 2π ∨ a < 0, sei m є ℤ\{0} größtmöglich gewählt, so dass 2mπ ≤ a, also 2(m+1)π > a; (327.4) sin a := sin(a–2mπ).
Somit ist  sin a  für alle a є ℝ wohldefiniert.
328. Satz:  sin(a+2nπ) = sin a
für alle a є ℝ, n є ℤ
Bew.:

Sei m є ℤ größtmöglich gewählt, so dass 2mπ ≤ a, also 2(m+1)π > a. Nach Def. 327.4 gilt sin a = sin(a–2mπ), trivialerweise auch für m = 0; 2(m+n)π ≤ a+2nπ, 2(m+n+1)π > a+2nπ, also nach Def. 327.4, angewandt auf a+2nπ : sin(a+2nπ) = sin(a+2nπ–2(m+n)π) = sin(a–2mπ) = sin a  
329. Satz:  sin(π–a) = sin a
für alle a є ℝ
Bew.:
Fall 1) 0 ≤ a < 
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π
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1

π < π–a ≤ π,  also  sin(π–a) = sin(π–(π–a))  nach Def. 327.2, angewandt auf π–a 
= sin a
Fall 2) 
[image: image1432.wmf]2

1

π ≤ a ≤ π
sin(π–a) = sin a  nach Def. 327.2
Fall 3) π < a < 2π
sin(π–a) = sin(π–a +2π)  nach Satz 328 für π–a 
= sin(3π–a) = -sin(3π–a–π)  nach Def. 327.3, angewandt auf 3π–a 
= -sin(2π–a) = -sin(π–(a–π)) = -sin(a–π)  nach Fall 1) und Fall2), angewandt auf a–π 
= sin a  nach Def. 327.3
Fall 4) a ≥ 2π ∨ a < 0

Sei m є ℤ größtmöglich gewählt, so dass 2mπ ≤ a, also 2(m+1)π > a;

sin(π–a) = sin(π–a+2mπ)  nach Satz 328, angewandt auf π–a 
= sin(π–(a–2mπ)) = sin(a–2mπ)  nach Fall 1) bis Fall 3), angewandt auf a–2mπ
= sin a  nach Def. 327.4

330. Satz:  sin 0 = 0
Bew.:

sin 0 = sup {x є ℝ | 0 ≤ x ≤ 1, arcsin x ≤ 0} = sup {0} = 0, weil arcsin x > 0 für 0 < x ≤ 1
331. Satz:  sin(-a) = - sin a
für alle a є ℝ
Bew.:

Fall 1) a = 0

sin 0 = 0 = - sin 0  nach Satz 330
Fall 2) 0 < a < π
sin(-a) = sin(-a+2π)  nach Satz 328, angewandt auf -a 

= -sin(-a+2π–π)  nach Def. 327.3, angewandt auf -a+2π
= -sin(π–a) = - sin a  nach Satz 329
Fall 3) a = π
sin(-π) = sin(-π+2π)  nach Satz 328, angewandt auf -π
= sin π = sin(π–π)  nach Def. 327.2, angewandt auf π
= sin 0 = 0  nach Satz 330
Fall 4) π < a < 2π
sin(-a) = sin(-a+2π)  nach Satz 328, angewandt auf -a 

= sin(-a+3π–π) = -sin(-a+3π)  nach Def. 327.3, angewandt auf –a+3π
-sin(π–a+2π) = -sin(π–a)  nach Satz 328, angewandt auf π–a 
= - sin a nach Satz 329
Fall 5) a ≥ 2π ∨ a < 0

Sei m є ℤ größtmöglich gewählt, so dass 2mπ ≤ a, also 2(m+1)π > a;

sin(-a) = sin(-a+2mπ)  nach Satz 328, angewandt auf -a 
= sin(-(a–2mπ)) = -sin(a–2mπ)  nach Fall 1) bis Fall 4), angewandt auf a–2mπ
= - sin a  nach Def. 327.4
332. Lemma:  arcsin b – arcsin a < 4
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  für a,b є ℝ, 0 ≤ a < b ≤ 1

Bew.:  
arcsin b – 
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 < arcsin b, also gibt es nach Def. 305 gemäß 144b) ein m є ℕ0 und b1, ..., bm є ℝ, 0 < b1 < ... < bm < b, so dass arcsin b – 
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 < S(b1, ..., bm, b), mit b0 := 0 und bm+1 := b. Im Fall a = 0 ist, wie im Beweis von Satz 311 definiert, S(b1, ..., bm, b) = T(a, b1, ..., bm, b) = arcsin 0 + T(a, bn+1, ..., bm, b) mit n := 0. Im Fall a > 0 sei n є {0,...m} größtmöglich gewählt, so dass bn ≤ a, also bn+1 > a; im Fall bn = a gilt n>0, S(b1, ..., bm, b) = S(b1, ..., bn-1, a) + T(a, bn+1, ..., bm, b) ≤ arcsin a + T(a, bn+1, ..., bm, b); im Fall bn < a gilt 
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 nach Satz 310, wenn wir dort a durch bn–a ersetzen, b durch 
[image: image1439.wmf]²

b

-

1

n

–
[image: image1440.wmf]a²

-

1

, c durch a–bn+1, d durch 
[image: image1441.wmf]a²

-

1

–
[image: image1442.wmf]²

b

-

1

1

n

+

; folglich
S(b1, ..., bm, b) ≤ S(b1, ..., bn, a) + T(a, bn+1, ..., bm, b) ≤ arcsin a + T(a, bn+1, ..., bm, b). In allen drei Fällen folgt:
arcsin b – arcsin a < S(b1, ..., bm, b) – arcsin a +
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333. Satz:  b = sin a  <=>  a = arcsin b
für a,b є ℝ, -
[image: image1462.wmf]2
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π, -1 ≤ b ≤ 1

Bew.:

„=>“
Fall 1) a ≥ 0

Sei s є ℝ, 0 ≤ s ≤ 1, mit arcsin s < a angenommen; dann arcsin s < a ≤ 
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π = arcsin 1, also s < 1. Sei t є ℝ mit s < t < s+(
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)², t ≤ 1; somit arcsin t = arcsin t – arcsin s + arcsin s < 4
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+ arcsin s = a – arcsin s + arcsin s = a. Also ist s nicht obere Schranke von {x є ℝ | 0 ≤ x ≤ 1, arcsin x ≤ a}, es erfüllt 144a) nicht.

Sei s є ℝ, 0 ≤ s ≤ 1, mit arcsin s > a angenommen; dann arcsin s > a ≥ 0 = arcsin 0, also s > 0. Sei t є ℝ mit s– (
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)² < t < s, t ≥ 0; somit arcsin t = -(arcsin s – arcsin t) + arcsin s > -4
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(

+ arcsin s = -(arcsin s – a) + arcsin s = a; für alle x є ℝ, 0 ≤ x ≤ 1, mit arcsin x ≤ a folgt arcsin x ≤ a < arcsin t, folglich x < t, d.h. t ist obere Schranke von {x є ℝ | 0 ≤ x ≤ 1, arcsin x ≤ a}, und s ist demnach zwar auch obere Schranke, aber nicht kleinste, sondern es erfüllt 144b) nicht.

Zusammen heißt dies, dass jedes s є ℝ, 0 ≤ s ≤ 1, mit arcsin s ≠ a, nicht Supremum von  {x є ℝ | 0 ≤ x ≤ 1, arcsin x ≤ a} sein kann; b = sin a  ist aber dieses Supremum, also muss arcsin b = a sein.
Fall 2) a < 0

c := sin(-a), also -a = arcsin c nach Fall 1); 
arcsin b = arcsin (sin a) = arcsin(-sin(-a))) = - arcsin sin(-a)) = - arcsin c = a
„<=“
x := sin a; nach „=>“ gilt a = arcsin x = arcsin b; nach Satz 307 folgt x = b
334. Satz:  a = b  <=>  sin a = sin b
für a,b є ℝ, -
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Bew.:

c := sin a, d := sin b, d.h. a = arcsin c, b = arcsin d; 
somit  a = b  <=>  arcsin c = arcsin d  <=>  c = d
335. Satz:  a < b  <=>  sin a < sin b
für a,b є ℝ, -
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Bew.:

c := sin a, d := sin b, d.h. a = arcsin c, b = arcsin d; 
somit  a < b  <=>  arcsin c < arcsin d  <=>  c < d

336. Satz:  sin a = sin b  <=>  es gibt n є ℤ mit a = b+2nπ ∨ a = -b+(2n+1)π
für a,b є ℝ
Bew.:

„=>“
Sei m є ℤ größtmöglich gewählt, so dass 2mπ ≤ a, also 2(m+1)π > a;

sei n є ℤ größtmöglich gewählt, so dass 2nπ ≤ b, also 2(n+1)π > b;

also sin(a–2mπ) = sin a = sin b = sin(b–2nπ)
Der Fall  0 ≤ a–2mπ ≤ π  tritt genau dann ein, wenn  0 ≤ b–2nπ ≤ π,  denn:
0 ≤ a–2mπ ≤ π  <=>  0 ≤ sin(a–2mπ)  <=>  0 ≤ sin(b–2nπ)  <=>  0 ≤ b–2nπ ≤ π
Fall 1) 0 ≤ a–2mπ ≤ 
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1

π, 0 ≤ b–2nπ ≤ 
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π
nach Satz 334 gilt  a–2mπ = b–2nπ
Fall 2) 0 ≤ a–2mπ ≤ 
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1

π < b–2nπ ≤ π
sin(b–2nπ) = sin(π–(b–2nπ)) nach Satz 329; nach Satz 334 gilt  a–2mπ = π–(b–2nπ)

Fall 3) 
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π < a–2mπ ≤ π, 0 ≤ b–2nπ ≤ 
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π
sin(a–2mπ) = sin(π–(a–2mπ)) nach Satz 329; nach Satz 334 gilt  π–(a–2mπ) = b–2nπ
Fall 4) 
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π < a–2mπ ≤ π, 
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1

π < b–2nπ ≤ π
sin(a–2mπ) = sin(π–(a–2mπ)) nach Satz 329; sin(b–2nπ) = sin(π–(b–2nπ)) nach Satz 329; nach Satz 334 gilt  π–(a–2mπ) = π–(b–2nπ)
Fall 5) π < a–2mπ < 2π
Hier gilt π < b–2nπ < 2π; sin(a–2mπ–π) = -sin(a–2mπ) = -sin(b–2nπ) = sin(b–2nπ–π) nach Def. 327.3; die Behauptung folgt aus Fall 1) bis Fall 4), wobei dort a–2mπ ersetzt wird durch a–2mπ–π, und b–2nπ durch b–2nπ–π.
„<=“

Für a = b+2nπ gilt  sin a = sin(b+2nπ) = sin b  nach Satz 328.
Für a = -b+(2n+1)π gilt  sin a = sin(π–b+2nπ) = sin(π–b) = sin b  nach Satz 328 und 329
337. Satz:  sin a = 0  <=>  es gibt m є ℤ mit a = mπ
für a є ℝ
Bew.:

Folgt aus Satz 336 mit b = 0.

338. Def.:  cos a := sin (
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für alle a є ℝ
339. Satz:  cos(a+2nπ) = cos a
für alle a є ℝ, n є ℤ
Bew.:

cos(a+2nπ) = sin (
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340. Satz:  cos(π–a) = - cos a
für alle a є ℝ
Bew.:

cos(π–a) = sin (
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π – a) = - sin (
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π – a) = - cos a
341. Satz:  cos(-a) = cos a
für alle a є ℝ
Bew.:

cos(-a) = sin (
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π – (-a)) = sin (π – (
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π – a)) = sin (
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342. Satz:  cos 0 = 1, cos 
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1

π = 0
Bew.:

cos 0 = sin 
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1

π = 1, cos 
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1

π = sin 0 = 0
343. Satz:  b = cos a  <=>  a = arccos b
für a,b є ℝ, 0 ≤ a ≤ π, -1 ≤ b ≤ 1
Bew.:

b = cos a  <=>  b = sin (
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1

π – a)  <=>  
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1

π – a = arcsin b  <=>  a = 
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1

π – arcsin b
<=> a = arccos b
344. Satz:  a = b  <=>  cos a = cos b
für a,b є ℝ, 0 ≤ a ≤ π, 0 ≤ b ≤ π
Bew.:

a = b  <=>  
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π – a  = 
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1

π – b  <=>  sin (
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1

π – a) = sin (
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1

π – b)  <=>  cos a = cos b
345. Satz:  a < b  <=>  cos a > cos b
für a,b є ℝ, 0 ≤ a ≤ π, 0 ≤ b ≤ π
Bew.:

a < b  <=>  
[image: image1506.wmf]2

1

π – a  > 
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1

π – b  <=>  sin (
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1

π – a) > sin (
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1

π – b)  <=>  cos a > cos b
346. Satz:  

cos a = cos b  <=>  es gibt n є ℤ mit a = b+2nπ ∨ a = -b+2nπ
für a,b є ℝ
Bew.:

cos a = cos b  <=>  sin (
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π – a) > sin (
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π – b)  
<=>  es gibt n є ℤ mit 
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π – b + 2nπ ∨ 
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1

π – a = - (
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1

π – b) + (2n+1)π
<=>  es gibt n є ℤ mit a = b–2nπ ∨ a = –b–2nπ
347. Satz:  cos a = 0  <=>  es gibt m є ℤ mit a = 
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1

π + mπ
für a є ℝ
Bew.:

Folgt aus Satz 346 mit b = 
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1
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Zwecks Übersichtlichkeit schreiben wir für (sin a)² lieber sin²a, und für (cos a)² lieber cos²a.
348. Satz:  sin²a + cos²a = 1 
für alle a є ℝ
Bew.:

Fall 1) cos a ≥ 0
b := arcsin 
[image: image1518.wmf]cos²a

-

1

 = arccos (cos a), also sin b = 
[image: image1519.wmf]cos²a

-

1

, cos b = cos a; nach Satz 346 gibt es ein n є ℤ mit a = b+2nπ ∨ a = -b+2nπ; für a = b+2nπ  gilt  sin a = sin b, für a = ‑b+2nπ gilt  sin a = sin(-b) = - sin b; in beiden Fällen also sin²a = sin²b = 1 – cos²a
Fall 2) cos a < 0

sin²a + cos²a = sin²(π–a) + (-cos(π–a))² = sin²(π–a) + cos²(π–a) = 1  nach Fall 1), angewandt auf π–a
349. Satz:  
Seien a,b є ℝ, a²+b² = 1. Dann gibt es genau ein c є ℝ, 0 ≤ c < 2π, mit a = cos c, b = sin c
Bew.:

Existenz von c:

Fall 1) b ≥ 0

c := arccos a; dann gilt  a = cos c, b = 
[image: image1520.wmf]a²
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 = sin c, weil 0 ≤ c ≤ π
Fall 2) b < 0

a² = 1–b² < 1, somit 0 < arccos a < π; c := 2π – arccos a, also 2π–c = arccos a; dann gilt

a = cos (2π – c) = sin (
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1

π – 2π + c) = sin (π – (
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π – 2π + c)) = sin (-
[image: image1525.wmf]2

1

π + 3π – c)

= sin (
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1

π + 2π–c) = sin (
[image: image1527.wmf]2

1

π – c) = cos c;  b = -
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 = sin c, weil π < c < 2π
Eindeutigkeit von c:

Fall 1) b ≥ 0

Wegen sin c ≥ 0 ist 0 ≤ c ≤ π, und dies zusammen mit  a = cos c  ergibt  c = arccos a.

Fall 2) b < 0

Wegen sin c < 0 ist π < c < 2π, und dies zusammen mit  a = cos c = cos(2π–c)  (vgl. Beweis der Existenz) ergibt  2π–c = arccos a.
350. Satz:  cos(a+b) = cos a cos b – sin a sin b 
für alle a,b є ℝ
Bew.:
Fall 1) sin a ≥ 0, sin b ≥ 0, cos a  + cos b ≥ 0

sin a = 
[image: image1531.wmf]cos²a
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, sin b = 
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-

1

; c := arccos (cos a), d := arccos (cos b), 

also 0 ≤ c ≤ π, 0 ≤ d ≤ π; nach Satz 317 gilt
c+d = arccos (cos a) + arccos (cos b) = arccos (cos a cos b – 
[image: image1533.wmf]cos²b)

-

cos²a)(1

-

(1

), also

cos(c+d) = cos a cos b – 
[image: image1534.wmf]cos²a

-

1



 EMBED Equation.3  [image: image1535.wmf]cos²b
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 = cos a cos b – sin a sin b.

Wegen  cos c = cos a  erlaubt Satz 346 zwei Möglichkeiten für a: 
a = c+2mπ oder a = -c+2mπ mit m є ℤ; wegen sin a ≥ 0, 0 ≤ c ≤ π trifft nur das erstere zu.
Wegen  cos d = cos b  erlaubt Satz 346 auch zwei Möglichkeiten für b: 
b = d+2nπ oder b = -d+2nπ mit n є ℤ; wegen sin b ≥ 0, 0 ≤ d ≤ π, trifft nur das erstere zu;
also  cos(a+b) = cos(c+d+2(m+n)π) = cos(c+d) = cos a cos b – sin a sin b.
Fall 2) sin a ≥ 0, sin b ≥ 0, cos a  + cos b < 0
sin(π–a) = sin a ≥ 0, sin(π–b) = sin b ≥ 0, cos(π–a) + cos(π–b) = -cos a – cos b > 0; 
also Fall 1) anwendbar auf π–a statt a und auf π–b statt b, so dass:

cos(a+b) = cos(-(a+b)) = cos (2π–(a+b)) = cos (π–a + π–b)
= cos(π–a) cos(π–b) – sin(π–a) sin(π–a) = (-cos a) (-cos b) – sin a sin b
Fall 3) sin a ≥ 0, sin b < 0

cos(a+b) = -cos(π–(a+b)) = - cos (π–a + (-b)) = - (cos(π–a) cos -b – sin(π–a) sin -b) 

= - (-cos a cos b + sin a sin b) = cos a cos b – sin a sin b  nach Fall 1) und Fall 2)

Fall 4) sin a < 0, sin b ≥ 0

Analog zu Fall 3), a und b vertauscht
Fall 5) sin a < 0, sin b < 0

cos(a+b) = cos(-(a+b)) = cos (-a + (-b)) = cos(-a) cos(-b) – sin(-a) sin(-b)
= cos a cos b – (-sin a) (-sin b) = cos a cos b – sin a sin b  nach Fall 1) und Fall 2)
351. Satz:  cos(a–b) = cos a cos b + sin a sin b 
für alle a,b є ℝ
Bew.:

cos(a–b) = cos(a+(-b)) = cos a cos -b – sin a sin -b = cos a cos b + sin a sin b
352. Satz:  sin(a+b) = sin a cos b + cos a sin b 
für alle a,b є ℝ
Bew.:

sin(a+b) = cos(
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π–a) sin b = sin a cos b + cos a sin b
353. Satz:  sin(a–b) = sin a cos b – cos a sin b 
für alle a,b є ℝ
Bew.:

sin(a–b) = sin(a+(-b)) = sin a cos -b + cos a sin -b = sin a cos b – cos a sin b
354. Def.:  tan a := 
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355. Satz:  tan(a+nπ) = tan a
für alle a є ℝ, n є ℤ, a ≠ 
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Bew.:

Fall 1) n mod 2 = 0
n = 2 (n div 2), tan (a+nπ) = 
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Fall 2) n mod 2 = 1

n = 2 (n div 2) + 1, tan (a+nπ) = 
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356. Satz:  b = tan a  <=>  a = arctan b
für a,b є ℝ, -
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Bew.:
b = tan a  <=>  b = 
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  <=>  b = 
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  <=>  arctan b = arctan
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<=>  arctan b = arcsin (sin a)  <=>  arctan b = a

357. Satz:  a = b  <=>  tan a = tan b
für a,b є ℝ, -
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Bew.:

c := tan a, d := tan b, d.h. a = arctan c, b = arctan d; 
somit  a = b  <=>  arctan c = arctan d  <=>  c = d

358. Satz:  a < b  <=>  tan a < tan b
für a,b є ℝ, -
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Bew.:
c := tan a, d := tan b, d.h. a = arctan c, b = arctan d; 
somit  a < b  <=>  arctan c < arctan d  <=>  c < d
359. Satz:  tan(a+b) = 
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für a,b є ℝ, a,b,a+b ≠ 
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Bew.:

tan(a+b) = 
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360. Satz:  tan(a–b) = 
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für a,b є ℝ, a,b,a–b ≠ 
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Bew.:

tan(a–b) = tan(a+(-b)) = 
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361. Def.:  cot a := 
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für a є ℝ, a ≠ mπ für alle m є ℤ
362. Satz:  cot a = tan (
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für a є ℝ, a ≠ mπ für alle m є ℤ
Bew.:

cot a = 
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363. Satz:  cot(a+nπ) = cot a
für alle a є ℝ, n є ℤ, a ≠ mπ für alle m є ℤ
Bew.:

cot(a+nπ) = tan (
[image: image1574.wmf]2

1

π – a – nπ) = tan(
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364. Satz:  b = cot a  <=>  a = arccot b
für a,b є ℝ, 0 < a < π
Bew.:
b = cot a  <=>  b = tan (
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365. Satz:  a = b  <=>  cot a = cot b
für a,b є ℝ, 0 < a < π, 0 < b < π
Bew.:
a = b  <=>  
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366. Satz:  a < b  <=>  cot a > cot b
für a,b є ℝ, 0 < a < π, 0 < b < π
Bew.:
a < b  <=>  
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367. Satz:  cot(a+b) = 
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für a,b,a+b є ℝ, a ≠ mπ für alle m є ℤ
Bew.:

cot(a+b) = 
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368. Satz:  cot(a–b) = 
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für a,b,a–b є ℝ, a ≠ mπ für alle m є ℤ
Bew.:

cot(a–b) = cot(a+(-b)) = 
[image: image1593.wmf](-b)
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5. Komplexe Zahlen

5.1 Begriff, Konjugation, Betrag und Argument
Die komplexen Zahlen werden ursächlich deswegen eingeführt, weil im Reellen keine Quadratwurzel aus einer negativen Zahl gezogen werden kann. Mit komplexen Zahlen geht das; darum kann allerdings sinnvollerweise kein Kleiner und Größer eingeführt werden, und weil die komplexen Zahlen als sämtliche Punkte in einer Ebene vorstellbar sind, was auch ein guter Nutzen ist. Denn sie sind Paare von reellen Zahlen. Die Einführung der komplexen Zahlen hat also Ähnlichkeit mit der Einführung der rationalen Zahlen, ist aber doch einfacher, weil es kein vergleichbares Problem gibt wie die Schwierigkeit mit den Brüchen, dass Zähler und Nenner nur in teilerfremder Darstellung eindeutig sind.
369. Def. (komplexe Zahlen):
Unter einer komplexen Zahl verstehen wir eine reelle Zahl a oder ein reelles Zahlenpaar (a,b) mit a,b є ℝ, b ≠ 0; a heißt der Realteil von (a,b), b heißt der Imaginärteil von (a,b); a heißt auch der Realteil von a, 0 heißt der Imaginärteil von a. ℂ sei die Menge der komplexen Zahlen.

Weitere zugehörige Bezeichnungen:
Imaginäre Einheit: i := (0,1)

Imaginäre Zahl: bi := (0,b); außerdem 0·i := 0

Schreibweise: a+bi := (a,b), a–bi := (a,-b) = a+(-b)i; außerdem a+0·i := a, a–0·i := a 
Minus-Zeichen: -(a+bi) := -a–bi; es gilt bereits  -(a+0·i) = -a = -a–0·i
Konjugiert komplexe Zahl: a+bi := a –bi; außerdem a := a
Betrag: |a+bi| := 
[image: image1596.wmf]b²
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, außerdem |a| := 
[image: image1597.wmf]a²

, also |a| := a für a ≥ 0, |a| := -a für a ≤ 0
Argument: arg(a+bi) := arccos
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 für b > 0, arg(a+bi) := 2π – arccos
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 für b < 0, außerdem arg a := arccos
[image: image1600.wmf]a²
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für a ≠ 0, also arg a := 0 für a > 0, arg a := π für a < 0; dies alles entspricht Satz 349. So ist arg für jede komplexe Zahl außer 0 definiert.
Im weiteren wird in der Schreibweise a+bi auch b = 0 zugelassen, wenn nicht ausdrücklich etwas Gegenteiliges genannt ist. Es bezeichnet also sämtliche komplexen Zahlen. Somit brauchen wir die Paar-Schreibweise bereits nicht mehr.

In einem zweidimensionalen Koordinatensystem (beschreibt ja gut die Punkte in einer Ebene) stellen die komplexen Zahlen sämtliche Punkte, sprich Positionen dar, und die reellen Zahlen sind genau die Punkte auf der waagerechten Achse, die imaginären Zahlen genau die Punkte auf der senkrechten Achse. Der Betrag einer komplexen Zahl ist die Länge ihrer Verbindungsstrecke zum Nullpunkt, das Argument entspricht dem Winkel, den diese Verbindungsstrecke gegen die rechte Hälfte der waagerechten Achse hat, in Richtung gegen den Uhrzeigersinn von der rechten waagerechten Achsenhälfte zur Verbindungsstrecke. Das Minus zu einer komplexen Zahl ist ihre Spiegelung am Nullpunkt, die konjugiert komplexe Zahl ist die Spiegelung an der waagerechten Achse.
370. Satz:  -(-z) = z
für alle z є ℂ
Bew.:

z hat die eindeutige Form: z = a+bi mit a,b є ℝ; 

-(-z) = -(-(a+bi)) = -(-a–bi) = -(-a+(-b)i) = -(-a)–(-b)i = a+(-(-b)i = a+bi = z
371. Satz:  y = z  <=>  -y = -z
für y,z є ℂ
Bew.:
„=>“
ergibt sich direkt aus Def. 369, sonst wäre sie nicht wohldefiniert
„<=“
ist  -y = -z, so folgt:  y = -(-y) = -(-z) = z
372. Satz:  z = z
für alle z є ℂ
Bew.: 

Sei z = a+bi mit a,b є ℝ;  z = a+bi = a–bi = a+(-b)i = a–(-b)i = a+(-(-b)i = a+bi = z
373. Satz:  -z = -z
für alle z є ℂ
Bew.: 

Sei z = a+bi mit a,b є ℝ;  -z = -a+bi = -(a–bi) = -(a+(-b)i) = -a–(-b)i = -a+(-(-b)i = -a+(-b)i 
= -a–bi = -(a+bi) = -z
374. Satz:  z = z  <=>  z є ℝ
für z є ℂ
Bew.: 
Sei z = a+bi mit a,b є ℝ;  z = z <=> a+bi = a+(-b)i <=> a = a, b = -b <=> b = 0 <=> z є ℝ
375. Satz:  |-z| = |z|
für alle z є ℂ
Bew.:

Sei z = a+bi mit a,b є ℝ;  |-z| = 
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376. Satz:  |z| = |z|
für alle z є ℂ
Bew.:

Sei z = a+bi mit a,b є ℝ;  |z| = 
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377. Satz:  |z| = 0  <=>  z = 0
für z є ℂ
Bew.:

Sei z = a+bi mit a,b є ℝ;  |z| = 0  <=>  
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 = 0  <=>  a = b = 0  <=>  z = 0
378. Satz:  a = |a+bi| · cos arg(a+bi), b = |a+bi| · sin arg(a+bi) 
für a,b є ℝ, a+bi ≠ 0
Bew.:
Fall 1) b > 0  ∨  b = 0, a ≠ 0
a = |a+bi|
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 = |a+bi| · cos arg(a+bi),  b = |a+bi|
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Fall 1) b < 0

a = |a+bi|
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 = |a+bi| · cos (2π–arg(a+bi)) = |a+bi| · cos arg(a+bi),  
b = |a+bi|
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379. Satz: arg z = 2π – arg z
für z є ℂ \ {a є ℝ | a ≥ 0}
Bew.:
Sei z = a+bi mit a,b є ℝ
Fall 1) b > 0  

arg z = 2π – arccos
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Fall 2) b = 0, a < 0
arg z = arg a = π = 2π – π = 2π – arg a = 2π – arg z
Fall 3) b < 0

arg z = arccos
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380. Satz:  arg(-(a+bi)) = arg(a+bi) + π
für a,b є ℝ, b > 0 ∨ b = 0, a > 0
Bew.:
Fall 1) b > 0

arg(-(a+bi)) = arg(-a+(-b)i) = 2π – arccos
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Fall 2) b = 0, a > 0

arg(-a) = π = 0 + π = arg a + π
381. Satz:  arg(-(a+bi)) = arg(a+bi) – π
für a,b є ℝ, b < 0 ∨ b = 0, a < 0

Bew.:

arg(-(a+bi)) = arg(-a+(-b)i) + π – π = arg(-((-a)+(-b)i)) – π   nach Satz 380, für -a und -b

= arg(a+bi) – π
5.2 Addition

In einem zweidimensionalen Koordinatensystem stellt sich die Addition zweier komplexer Zahlen so dar, dass man bei einer Zahl ihre „Verbindungsstrecke zum Nullpunkt“ parallel verschiebt, und zwar so, dass das Streckenende vom Nullpunkt auf den Punkt der anderen Zahl verschoben wird; der Punkt, auf den das andere Streckenende dabei verschoben wird, ist die Summe der beiden komplexen Zahlen. Das ergibt (wenn nicht die Verbindungsstrecken beider Zahlen genau gleich- oder entgegengerichtet sind) ein Dreieck. Seine Seitenlängen sind die Beträge beider Zahlen und der Betrag ihrer Summe; der Zwischenwinkel zwischen den beiden ersteren Seiten entspricht dem Nebenwinkel zur Differenz der Argumente beider komplexer Zahlen. Jede Seite im Dreieck ist kürzer als die beiden anderen zusammen (erste Dreiecksungleichung). Seitenlängen und Winkel eines Dreiecks berechnen sich voneinander durch Sinussatz und Kosinussatz.
382. Def. (Addition komplexer Zahlen):
(a+bi) + (c+di) := (a+c)+(b+d)i
für alle a,b,c,d є ℝ
Für den Sonderfall b = d = 0 wurde die Addition bereits in Def. 8, Def. 83 und Def. 155 definiert, so dass dann hier nichts Neues definiert wird. Für den Sonderfall b = c = 0 wurde die Addition soeben in Def. 369 definiert.
383. Satz (Assoziativgesetz oder Klammergesetz):  x+(y+z) = (x+y)+z
  für alle x,y,z є ℂ
Bew.:

Sei x = a+bi, y = c+di, z = e+fi mit a,b,c,d,e,f є ℝ;
x+(y+z) = (a+bi) + ((c+di) + (e+fi)) = (a+bi) + ((c+e)+(d+f)i) = (a+c+e)+(b+d+f)i 
= ((a+c)+(b+d)i) + (e+fi) = ((a+bi) + (c+di)) + (e+fi) = (x+y)+z
384. Satz (Kommutativgesetz oder Vertauschungsgesetz):  y+z = z+y
für alle y,z є ℂ
Bew.:

Sei y = a+bi, z = c+di mit a,b,c,d є ℝ;
y+z = (a+bi) + (c+di) = (a+c)+(b+d)i = (c+a)+(d+b)i = (c+di) + (a+bi) = z+y
385. Satz:  z+0 = 0+z = z
für alle z є ℂ
Bew.:

Sei z = a+bi mit a,b є ℝ;   0+z = (0+0·i) + (a+bi) = (0+a)+(0+b)i = a+bi = z;

z+0 = 0+z  nach Satz 384
386. Satz:  -z+z = z+(-z) = 0
für alle z є ℂ
Bew.:

Sei z = a+bi mit a,bєℝ; -z+z = -(a+bi) + (a+bi) = (-a+(-b)i) + (a+bi) = (-a+a)+(-b+b)i = 0;

-z+z = z+(-z)  nach Satz 384
387. Satz:  -(y+z) = -y+(-z)
für alle y,z є ℂ
Bew.:

Sei y = a+bi, z = c+di mit a,b,c,d є ℝ;  -(y+z) = - ((a+bi) + (c+di)) = -((a+c)+(b+d)i)
= (-a+(-c))+(-b+(-d))i = (-a+(-b)i) + (-c+(-d)i) = -(a+bi) + (-(c+di)) = -y+(-z)
388. Satz:  x = y  <=>  x+z = y+z
für x,y,z є ℂ
Bew.:

Sei x = a+bi, y = c+di, z = e+fi mit a,b,c,d,e,f є ℝ;   
x+z = y+z  <=>  (a+bi) + (e+fi) = (c+di) + (e+fi)  <=>  (a+e)+(b+f)i = (c+e)+(d+f)i  
<=>  a+e = c+e, b+f = d+f  <=>  a = c, b = d  <=>  x = y
389. Satz:  x+(-z) = y  <=>  x = y+z
für x,y,z є ℂ
Bew.:

x+(-z) = y  <=>  x+(-z)+z = y+z  nach Satz 388, angewandt auf x+(-z) statt x
<=>  x+0 = y+z  <=>  x = y+z  nach Satz 386, und Satz 385, angewandt auf x statt z
390. Satz:  y+z = y+z
für alle y,z є ℂ
Bew.:
Sei y = a+bi, z = c+di mit a,b,c,d є ℝ;  
y+z = (a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+d)i = (a+c)–(b+d)i = (a+c)+(-b+(-d))i 

= (a+(-b)i) + (c+(-d)i) = (a–bi) + (c–di) = (a+bi) + (c+di) = y+z
391. Satz:  (a+bi) + (a+bi) = 2a
für alle a,b є ℝ
Bew.:
(a+bi) + (a+bi) = (a+bi) + (a–bi) = (a+bi) + (a+(-b)i) = (a+a) + (b+(-b))i = 2a+0·i = 2a
392. Satz:  (a+bi) + (-(a+bi)) = 2bi
für alle a,b є ℝ
Bew.:
(a+bi) + (-(a+bi)) = (a+bi) + (-(a–bi)) = (a+bi) + (-a+bi) = (a+(-a)) + (b+b)i = 0+2bi = 2bi
393. Satz (Kosinussatz):  
|y+z|² = |y|² + |z|² + 2 |y|·|z| cos (arg y – arg z)
für y,z є ℂ, yz ≠ 0

Bew. (wäre etwas anders mit Hilfe des Kapitels der Multiplikation, mit zz = |z|²):

Sei y = a+bi, z = c+di mit a,b,c,d є ℝ;   |y|² + |z|² + 2 |y|·|z| cos (arg y – arg z) 

= a² + b² + c² + d² + 2 |y|·|z| (cos(arg y) cos(arg z) + sin(arg y) sin(arg z))
= a² + c² + 2 |y| cos(arg y) |z| cos(arg z) + b² + d² + 2 |y| sin(arg y) |z| sin(arg z)

= a² + c² + 2ac + b² + d² + 2bd
= (a+c)² +(b+d)² = |y+z|²
394. Satz (erste Dreiecksungleichung):  

|y+z| ≤ |y| + |z|
für alle y,z є ℂ
Dabei steht das Gleichheitszeichen genau dann, wenn y = 0 ∨ z = 0 ∨ arg y = arg z.
Bew.:

Die Ungleichung ergibt sich direkt aus Satz 310, jedoch ist die Gleichheitsbedingung nicht direkt daraus ersichtlich und erfordert damit etwas Aufwand. Jedoch ergibt sich beides jetzt auch direkt aus Satz 393. 

Fall 1) y = 0 ∨ z = 0
Dann ergibt sich sofort  |y+z| = |y| + |z|.

Fall 2) y ≠ 0, z ≠ 0
|y+z|² = |y|² + |z|² + 2 |y|·|z| cos (arg y – arg z) ≤ |y|² + |z|² + 2 |y|·|z| = (|y| + |z|)²
Dabei steht das Gleichheitszeichen genau dann, wenn cos (arg y – arg z) = 1, d.h. arg y –arg z = 0, da sich zwei Argumente nicht um 2π oder mehr unterscheiden können.
395. Satz (zweite Dreiecksungleichung):  

|y+z| ≥ | |y| – |z| |
für alle y,z є ℂ
Dabei steht das Gleichheitszeichen genau dann, wenn y = 0 ∨ z = 0 ∨ arg y = arg(-z).
Bew.:

Fall 1) y = 0 ∨ z = 0
Dann ergibt sich sofort  |y+z| = | |y| – |z| |.
Fall 2) y ≠ 0, z ≠ 0
|y+z|² = |y|² + |z|² + 2 |y|·|z| cos (arg y – arg z) ≥ |y|² + |z|² – 2 |y|·|z| = (|y| – |z|)²
Dabei steht das Gleichheitszeichen genau dann, wenn cos (arg y – arg z) = -1, d.h. arg y –arg z = π ∨ arg y – arg z = -π, da sich zwei Argumente nicht um 2π oder mehr unterscheiden können. Nach Satz 380 und Satz 381 gilt stets arg(-z) = arg z + π ∨ arg(-z) = arg z – π,  folglich  cos (arg y – arg z) = -1  <=>  arg y = arg(-z).
396. Satz (Sinussatz):  

|y+z| sin (arg(y+z) – arg y) = |z| sin (arg z – arg y)
für y,z є ℂ, yz(y+z) ≠ 0

|y+z| sin (arg(y+z) – arg z) = |y| sin (arg y – arg z)
für y,z є ℂ, yz(y+z) ≠ 0

Bew.:

Sei y = a+bi, z = c+di mit a,b,c,d є ℝ;  y+z = (a+c)+(b+d)i
|y+z| sin (arg(y+z) – arg y) = |y+z| sin arg(y+z) cos arg y – |y+z| cos arg(y+z) sin arg y
= (b+d) cos arg y – (a+c) sin arg y = b cos arg y – a sin arg y + d cos arg y – c sin arg y 

= 
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= |z| (sin arg z cos arg y – cos arg z sin arg y) = |z| sin (arg z – arg y)
Der zweite Teil verläuft analog, nur y und z vertauscht.

5.3 Subtraktion

Die Subtraktion ist (auch hier) einfach als Addition mit vertauschtem Vorzeichen definierbar. Die Beweise aus dem Kapitel der ganzen Zahlen können (zum letzten Mal) gleich kopiert werden, einiges kommt hinzu.

In einem zweidimensionalen Koordinatensystem stellt sich die Subtraktion zweier komplexer Zahlen so dar, dass man bei einer Zahl ihre „Verbindungsstrecke zum Nullpunkt“ parallel verschiebt, und zwar so, dass der Punkt dieser Zahl auf den Punkt der anderen Zahl verschoben wird; der Punkt, auf den das andere Streckenende dabei vom Nullpunkt aus verschoben wird, ist die Differenz der beiden komplexen Zahlen. Das ergibt (wenn nicht die Verbindungsstrecken beider Zahlen genau gleich- oder entgegengerichtet sind) ein Dreieck. Seine Seitenlängen sind die Beträge beider Zahlen und der Betrag ihrer Summe; der Zwischenwinkel zwischen den beiden ersteren Seiten entspricht der Differenz der Argumente beider komplexer Zahlen. Jede Seite im Dreieck bleibt kürzer als die beiden anderen zusammen (erste Dreiecksungleichung). Seitenlängen und Winkel eines Dreiecks berechnen sich, wie gesagt, voneinander durch Sinussatz und Kosinussatz.
397. Def. (Subtraktion komplexer Zahlen):

y–z := y+(-z)
für alle y,z є ℂ
Für den Sonderfall y,z є ℝ wurde die Subtraktion bereits in Def. 20, Def. 93 und Def. 168 definiert, so dass dann hier nichts Neues definiert wird. Für den Sonderfall, dass y є ℝ und Realteil von z gleich 0, wurde die Subtraktion gerade in Def. 369 definiert.
398. Satz (Subtraktion ist Umkehrung der Addition): 

x–y = z  <=>  x = z+y 
für x,y,z є ℂ
Bew.:

x–y = z  <=>  x+(-y) = z  
<=>  x = y+z  nach Satz 389, angewandt mit Vertauschung von y und z 

399. Satz:  x = y  <=>  x–z = y–z
für x,y,z є ℂ
Bew.:

x = y  <=>  x+(-z) = y+(-z)  nach Satz 388, angewandt auf -z statt z
<=>  x–z = y–z
400. Satz:  z–z = 0
für alle z є ℂ
Bew.:

z–z = z+(-z) = 0
401. Satz:  x–(y+z) = x–y–z
für alle x,y,z є ℂ
Bew.:

x–(y+z) = x+(-(y+z)) = x+(-y)+(-z) = (x–y)+(-z) = x–y–z
402. Satz:  x–(y–z) = x–y+z
für alle x,y,z є ℂ
Bew.:

x–(y–z) = x+(-(y+(-z))) = x+(-y)+(-(-z)) = x+(-y)+z = x–y+z
403. Satz:  x–y+z = x+z–y
für alle x,y,z є ℂ
Bew.:

x–y+z = x+(-y)+z = x+z+(-y) = x+z–y
404. Satz:  x–y–z = x–z–y
für alle x,y,z є ℂ
Bew.:

x–y–z = x+(-y)+(-z) = x+(-z)+(-y) = a–z–y
405. Satz:  -y+z = z–y
für alle y,z є ℂ
Bew.:

-y+z = z+(-y) = z–y
406. Satz:  -(y–z) = z–y
für alle y,z є ℂ
Bew.:

-(y–z) = -(y+(-z)) = -y+(-(-z)) = -y+z = z+(-y) = z–y
407. Satz:  y–z = y–z
für alle y,z є ℂ
Bew.:

y–z = y+(-z) = y+-z = y+(-z) = y–z
408. Satz:  (a+bi) – (a+bi) = 2bi
für alle a,b є ℝ
Bew.:
(a+bi) – (a+bi) = (a+bi) + (-(a+bi)) = 2bi  nach Satz 392
409. Satz (Kosinussatz):  
|y–z|² = |y|² + |z|² – 2 |y|·|z| cos (arg y – arg z)
für y,z є ℂ, yz ≠ 0

Bew.:

Fall 1) arg(-z) = arg z + π 

|y–z|² = |y+(-z)|² = |y|² + |-z|² + 2 |y|·|-z| cos (arg y – arg (-z))
= |y|² + |z|² + 2 |y|·|z| cos (arg y – arg z – π)
= |y|² + |z|² + 2 |y|·|z| cos (π – (arg y – arg z))
= |y|² + |z|² – 2 |y|·|z| cos (arg y – arg z)
Fall 2) arg(-z) = arg z – π 

|y–z|² = |y+(-z)|² = |y|² + |-z|² + 2 |y|·|-z| cos (arg y – arg (-z))
= |y|² + |z|² + 2 |y|·|z| cos (arg y – arg z + π)
= |y|² + |z|² + 2 |y|·|z| cos (π – (arg z – arg y))
= |y|² + |z|² – 2 |y|·|z| cos (arg z – arg y)
410. Satz (erste Dreiecksungleichung):  

|y–z| ≤ |y| + |z|
für alle y,z є ℂ
Dabei steht das Gleichheitszeichen genau dann, wenn y = 0 ∨ z = 0 ∨ arg y = arg(-z).
Bew.:
Gilt wegen |y–z| = |y+(-z)| und |-z| = |z|.
411. Satz (zweite Dreiecksungleichung):  

|y–z| ≥ | |y| – |z| |
für alle y,z є ℂ
Dabei steht das Gleichheitszeichen genau dann, wenn y = 0 ∨ z = 0 ∨ arg y = arg z.
Bew.:

Gilt wegen |y–z| = |y+(-z)| und |-z| = |z|.
412. Satz (Sinussatz):  

|y–z| sin (arg(y–z) – arg y) = |z| sin (arg y – arg z)
für y,z є ℂ, yz(y–z) ≠ 0

|y–z| sin (arg(y–z) – arg z) = |y| sin (arg y – arg z)
für y,z є ℂ, yz(y–z) ≠ 0

Bew.:
Wegen |y–z| = |y+(-z)| und |-z| = |z|  gilt 
|y–z| sin (arg(y–z) – arg y) = |z| sin (arg (-z) – arg y),

|y–z| sin (arg(y–z) – arg(-z)) = |y| sin (arg y – arg (-z)).

Fall 1) arg(-z) = arg z + π 

|y–z| sin (arg(y–z) – arg y) = |z| sin (arg (-z) – arg y) = |z| sin (arg z + π – arg y) 
= |z| sin (arg y – arg z), 

|y–z| sin (arg(y–z) – arg z) = |y–z| sin (arg z – arg(y–z) + π) = |y–z| sin (arg(-z) – arg(y–z)) = |y| sin (arg (-z) – arg y) = |y| sin (arg z – arg y + π) = |y| sin (arg y – arg z)
Fall 2) arg(-z) = arg z – π 

|y–z| sin (arg(y–z) – arg y) = |z| sin (arg (-z) – arg y) = |z| sin (arg z – π – arg y) 
= |z| sin (arg y – arg z), 

|y–z| sin (arg(y–z) – arg z) = |y–z| sin (arg z – arg(y–z) – π) = |y–z| sin (arg(-z) – arg(y –z)) = |y| sin (arg (-z) – arg y) = |y| sin (arg z – arg y – π) = |y| sin (arg y – arg z)
5.4 Multiplikation
Dies muss so geschehen, dass i·i = -1 ergibt.

Es ist nicht ganz einfach zu definieren: Die üblichen Rechenregeln sollen gelten, es soll also auch gelten: (a+bi)·(c+di) = ac + adi + bci + bdii = ac+bdii + (ad+bc)i = ac–bd + (ad+bc)i.
413. Def. (Multiplikation komplexer Zahlen):
(a+bi)·(c+di) := (ac–bd)+(ad+bc)i
für alle a,b,c,d є ℝ
Für den Sonderfall b = d = 0 wurde die Multiplikation bereits in Def. 37 und Def. 105 und Def. 179 definiert, so dass dann hier nichts Neues definiert wird. Für den Sonderfall b = c = 0, d = 1, wurde die Multiplikation gerade in Def. 369 definiert.
414. Satz:  y(-z) = (-y)z = -yz
für alle y,z є ℂ
Bew.:

Sei y = a+bi, z = c+di mit a,b,c,d є ℝ;  

y(-z)=(a+bi)(-(c+di))=(a+bi)(-c+(-d)i)=(a(-c)–b(-d))+(a(-d)+b(-c))i = (-ac+bd)+(-ad–bc)i

= -(ac-bd) + (-(ad+bc))i = -((ac-bd)+(ad+bc)i) = -yz
(-y)z=(-(a+bi))(c+di)=(-a+(-b)i)(c+di)=((-a)c–(-b)d)+((-a)d+(-b)c)i = (-ac+bd)+(-ad–bc)i

= -(ac-bd) + (-(ad+bc))i = -((ac-bd)+(ad+bc)i) = -yz
415. Satz:  (-y)(-z) = yz
für alle y,z є ℂ
Bew.:

 (-y)(-z) = -(-y)z = -(-yz) = yz  nach Satz 414
416. Satz (Distributivgesetz oder Verteilungsgesetz):  x(y+z) = xy+xz
für alle x,y,z є ℂ
Bew.:

Sei x = a+bi, y = c+di, z = e+fi mit a,b,c,d,e,f є ℝ;
x(y+z) = (a+bi)((c+di)+(e+fi)) = (a+bi)((c+e)+(d+f)i) = a(c+e)-b(d+f) + (a(d+f)+b(c+e))i

= ac+ae–bd–bf + (ad+af+bc+be)i = (ac–bd)+(ad+bc)i + (ae–bf)+(af+be)i 
= (a+bi)(c+di) + (a+bi)(e+fi) = xy+xz
417. Satz:  x(y–z) = xy–xz
für alle x,y,z є ℂ
Bew.:

x(y–z) = x(y+(-z)) = xy+x(-z)  nach Satz 416, angewandt auf -z statt z
= xy+(-xz)  nach Satz 414, angewandt auf z statt y
= xy–xz
418. Satz (Assoziativgesetz oder Klammergesetz):  x(yz) = (xy)z
  für alle x,y,z є ℂ
Bew.:

Sei x = a+bi, y = c+di, z = e+fi mit a,b,c,d,e,f є ℝ;  x(yz) =
(a+bi)((c+di)(e+fi)) = (a+bi)(ce–df+(cf+de)i) = a(ce–df)–b(cf+de) + (a(cf+de)+b(ce–df))i
= ace–adf–bcf–bde + (acf+ade+bce–bdf)i = (ac–bd)e–(ad+bc)f + ((ac–bd)f+(ad+bc)e)i 

= (ac–bd+(ad+bc)i)(e+fi) = ((a+bi)(c+di))(e+fi) = (xy)z
419. Satz (Kommutativgesetz oder Vertauschungsgesetz):  yz = zy
für alle y,z є ℂ
Bew.:
Sei y = a+bi, z = c+di mit a,b,c,d є ℝ;
yz = (a+bi)(c+di) = ac–bd + (ad+bc)i = ca–db + (cb+da)i = (c+di)(a+bi) = zy
420. Satz:  0·z = z·0 = 0, 1·z = z·1 = z
für alle z є ℂ
Bew.:

Sei z = a+bi mit a,b є ℝ;  0·z = (0+0·i)(a+bi) = 0·a–0·b+(0·b+0·a)i = 0;
1·z = (1+0·i)(a+bi) = 1·a–0·b+(1·b+0·a)i = a+bi;  0·z = z·0 und 1·z = z·1 nach Satz 419
421. Satz:  x = y  <=>  xz = yz
für x,y,z є ℂ, z ≠ 0

Bew.:

„=>“
ergibt sich direkt aus Def. 413, sonst wäre sie nicht wohldefiniert
„<=“
Sei x = a+bi, y = c+di, z = e+fi mit a,b,c,d,e,f є ℝ;
ae–bf + (af+be)i = (a+bi)((e+fi) = xz = yz = (c+di)(e+fi) = ce–df + (cf+de)i, d.h.  
ae–bf = ce–df, af+be = cf+de;  es folgt  

a(e²+f²) = (ae–bf)e + (af+be)f = (ce–df)e + (cf+de)f = c(e²+f²), also a = c;
b(f²+e²) = -(ae–bf)f + (af+be)e = -(ce–df)f + (cf+de)e = d(f²+e²), also b = d;
somit  x = a+bi = c+di = y
422. Satz:  yz = 0  <=>  y = 0 ∨ z = 0
für y,z є ℂ
Bew.:

„=>“
sei y ≠ 0 angenommen;  aus  yz = 0 = y·0  folgt nach Satz 421:  z = 0
sei z ≠ 0 angenommen;  aus  yz = 0 = 0·z  folgt nach Satz 421:  y = 0
 „<=“ 

für y = 0 ist  yz = 0·z = 0

für z = 0 ist  yz = y·0 = 0
423. Satz:  yz = y·z
für alle y,z є ℂ
Bew.:

Sei y = a+bi, z = c+di mit a,b,c,d є ℝ;  yz = (a+bi)(c+di) = ac–bd + (ad+bc)i 
= ac–bd – (ad+bc)i = ac–(-b)(-d) + (a(-d)+(-b)c)i = (a+(-b)i)(c+(-d)i) = (a–bi)(c–di) = a+bi · c+di = y·z
424. Satz:  z·z = |z|²
für alle z є ℂ
Bew.:

Sei z = a+bi mit a,b є ℝ;  z·z = (a+bi) · a+bi = (a+bi)(a–bi) = a²–b(-b) + (a(-b)+ba)i 

= a²+b² + (-ab+ab)i = a²+b² = |z|²

425. Satz:  cos(a+b) + i sin(a+b) = (cos a + i sin a) (cos b + i sin b)
für alle a,b є ℝ
Bew.:

cos(a+b) + i sin(a+b) = cos a cos b – sin a sin b + i(sin a cos b + cos a sin b)

= cos a cos b + i sin a cos b + i cos a sin b + i² sin a sin b
= (cos a + i sin a) cos b + (cos a + i sin a) i sin b = (cos a + i sin a) (cos b + i sin b)
426. Satz:  |yz| = |y|·|z|
für alle y,z є ℂ
Bew.:

Sei y = a+bi, z = c+di mit a,b,c,d є ℝ;  |yz|² = |(a+bi)(c+di)|² = |ac–bd + (ad+bc)i|² 

= (ac–bd)² + (ad+bc)² = a²c²+b²d²–2abcd+a²d²+b²c²+2abcd = a²c²+a²d²+b²c²+b²d²
= a²(c²+d²)+b²(c²+d²) = (a²+b²)(c²+d²) = |(a+bi)|² |(c+di)|² = |y|² |z|² = (|y|·|z|)²
427. Satz:  z = |z| (cos arg z + i sin arg z)
für z є ℂ, z ≠ 0
Bew.:

Sei z = a+bi mit a,b є ℝ;  a = |z| cos arg z, b = |z| sin arg z  nach Satz 378;

a+bi = |z| cos arg z + i |z| sin arg z = |z| (cos arg z + i sin arg z)
428. Satz:  
Sei z є ℂ, a,c є ℝ, c > 0, 0 ≤ a < 2π, z = c (cos a + i sin a). Dann ist c = |z|, a = arg z.
Bew.:

|z|² = |c (cos a + i sin a)|² = (c |cos a + i sin a|)² = c² |cos a + i sin a|² = c²(cos²a + sin²a) = c²
c cos a + i c sin a = c (cos a + i sin a) = z = |z| (cos arg z + i sin arg z) 

= c (cos arg z + i sin arg z) = c cos arg z + i c sin arg z,  also 
c cos a = c cos arg z, c sin a = c sin arg z,  d.h. cos a = cos arg z, sin a = sin arg z;
wegen 0 ≤ a < 2π und 0 ≤ arg z < 2π  lässt  cos a = cos arg z  nur die Möglichkeiten zu, dass a = arg z oder a = 2π – arg z gilt; im letzteren Fall wäre aber sin a = sin (2π – arg z) = sin (- arg z) = - sin arg z, also sin arg z = - sin arg z, d.h. sin a = sin arg z = 0, d.h. a und arg z  sind beide entweder 0 oder π; aber es kann nicht eines 0 und das andere π sein, wegen cos a = cos arg z.
429. Satz:  arg y = arg z  <=>  es gibt ein c є ℝ mit c > 0, y = cz
für y,z є ℂ, yz ≠ 0

Bew.:

„=>“

c := 
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;  y = |y| (cos arg y + i sin arg y) = c |z| (cos arg z + i sin arg z) = cz
„<=“
y = cz = c |z| (cos arg z + i sin arg z); nach Satz 428, angewandt auf y statt z, c |z| statt c, arg z  statt a, gilt  c |z| = |y|, arg z = arg y
430. Satz:  

arg yz = arg y + arg z
für y,z є ℂ, yz ≠ 0, arg y + arg z < 2π
arg yz = arg y + arg z – 2π
für y,z є ℂ, yz ≠ 0, arg y + arg z ≥ 2π
Bew.:

yz = |y| (cos arg y + i sin arg y) |z| (cos arg z + i sin arg z) 

= |y| |z| (cos (arg y + arg z) + i sin (arg y + arg z))
Fall 1) arg y + arg z < 2π
Nach Satz 428, angewandt auf yz statt z, |y| |z| statt c, arg y + arg z  statt a, gilt 

arg y + arg z = arg yz
Fall 2) arg y + arg z ≥ 2π
yz = |y| |z| (cos (arg y + arg z – 2π) + i sin (arg y + arg z – 2π)) 
Nach Satz 428, angewandt auf yz statt z, |y| |z| statt c, arg y + arg z – 2π  statt a, gilt 

arg y + arg z – 2π = arg yz
5.5 Division

Hier ist es unnötig, zuerst den Kehrwert einzuführen; denn die Division kann in einer Schreibweise ohne Realteil und Imaginärteil definiert werden.

431. Def. (Division komplexer Zahlen):
y:z := y/z := 
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für y,z є ℂ, z ≠ 0
Für den Sonderfall y,z є ℝ wurde 
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 bereits in Def. 72, Def. 122 und Def. 199 definiert, so dass dann hier nichts Neues definiert wird.
432. Satz:  
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Bew.:
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433. Satz (Division ist Umkehrung der Multiplikation): 


[image: image1634.wmf]z

x

 = y  <=>  x = yz 
für x,y,z є ℂ, z ≠ 0
Bew.:
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434. Satz:  
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für x,y,z є ℂ, yz ≠ 0
Bew.:
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435. Satz:  -
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Bew.:  
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436. Satz:  
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für w,x,y,z є ℂ, xz ≠ 0
Bew.:


[image: image1661.wmf]x

w

+
[image: image1662.wmf]z

y

 = 
[image: image1663.wmf]²

|

x

|

1

wx +
[image: image1664.wmf]²

|

z

|

1

yz = 
[image: image1665.wmf]²

|

z

|

²

|

x

|

1

|z|²wx +
[image: image1666.wmf]²

|

z

|

²

|

x

|

1

|x|²yz = 
[image: image1667.wmf]²

|

xz

|

1

(wz x z + xy x z)

= 
[image: image1668.wmf]²

|

xz

|

1

(wz+xy) x z = 
[image: image1669.wmf]²

|

xz

|

1

(wz+xy)xz = 
[image: image1670.wmf]xz

xy

wz

+


437. Satz:  
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für w,x,y,z є ℂ, xz ≠ 0
Bew.:
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438. Satz:  
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für w,x,y,z є ℂ, xz ≠ 0
Bew.:
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439. Satz:  
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 / 
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für w,x,y,z є ℂ, xyz ≠ 0
Bew.:
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xz)  nach Satz 434, angewandt auf Faktor xz statt z
= 
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 / 
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yxz

  nach Satz 432 und 438, zweimal angewandt, je auf xz statt c und 1 statt d

= wz / xy  nach Satz 438, zweimal rückwärts angewandt, mal mit x und mal mit z statt c

440. Satz:  
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  <=>  wz = xy
für w,x,y,z є ℂ, xz ≠ 0
Bew.:
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441. Satz:  y / z = y / z 
für y,z є ℂ, z ≠ 0
Bew.:

y / z = (1/|z|²) y z = (1/|z|²) y z = (1/|z|²) y z = (1/|z|²) y z = y / z
442. Satz:  |
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für y,z є ℂ, z ≠ 0
Bew.:
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443. Satz:  

arg 
[image: image1719.wmf]z

y

 = arg y – arg z 
für y,z є ℂ, yz ≠ 0, arg y ≥ arg z

arg 
[image: image1720.wmf]z

y

 = arg y – arg z + 2π
für y,z є ℂ, yz ≠ 0, arg y < arg z

Bew.:
x := 
[image: image1721.wmf]z

y

 ≠ 0, also y = xz
Fall 1) arg x + arg z ≥ 2π
Nach Satz 430 (angewandt auf x statt y) gilt  arg y = arg xz = arg x + arg z – 2π 
< 2π + arg z– 2π = arg z,  also  arg 
[image: image1722.wmf]z

y

 = arg x = arg y – arg z + 2π.

Fall 2) arg x + arg z < 2π
Nach Satz 430 (angewandt auf x statt y) gilt  arg y = arg xz = arg x + arg z ≥ arg z,

also  arg 
[image: image1723.wmf]z

y

 = arg x = arg y – arg z.
5.6 Ganze Potenzen
Ganze Potenzen werden so wie bei den reellen Zahlen definiert. Es müssen also (wieder) z0, z1, z2, z3 usw. nacheinander definiert werden, jedes unter Bezug auf das vorherige. Die Beweise aus dem Kapitel der reellen Zahlen können gleich kopiert werden, einiges kommt hinzu.
444. Def. (Potenzen mit komplexer nichtreeller Basis und ganzem Exponenten):

z0 := 1
für alle z є ℂ \ ℝ
Ist für ein n є ℕ0 bereits zn definiert, so sei (444.1):  zn+1 := zn·z. 

Es ist also  z1 := z, z2 := z1·z = z·z, z3 := z2·z = z·z·z, usw.

Dies bedeutet, dass zn ≠ 0.
Ferner sei für n є ℤ \ ℕ0 stets (444.2):  zn := 
[image: image1724.wmf]n
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z

1

, gilt trivialerweise auch für n = 0.
Somit (zusammen mit Def. 210) ist zn für z є ℂ, n є ℤ  wohldefiniert, sofern z ≠ 0 ∨ n ≥ 0. Es heißt Potenz von a.
445. Satz:  z-n = 
[image: image1725.wmf]n

z

1


für z є ℂ, n є ℤ, z ≠ 0

Bew.:
Fall 1) n ≥ 0
in Def. 444.2 wurde z-n definiert (bzw. für n=0 erkannt) als 
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Fall 2) n < 0
in Def. 444.2 wurde zn definiert als 
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, also zn·z-n = 1, somit z-n = 
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446. Lemma:  zn+1 = zn·z
für z є ℂ, n є ℤ,  z ≠ 0 ∨ n ≥ 0

Bew.:

Fall 1) n ≥ 0
bereits aus Def. 444.1 und Def. 210.1 bekannt

Fall 2) n < 0
n ≤ -1, also n+1 ≤ 0; somit -n–1 = -(n+1) ≥ 0;

zn+1 = 
[image: image1730.wmf]1)
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,   nach Def. 444.2 und Def. 210.2, angewandt auf n+1 statt n
= 
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z  nach Def. 444.1 und Def. 210.1, ang. auf -n–1 statt n
= 
[image: image1735.wmf]n

-

z

1

z = zn·z  nach Def. 444.2 und Def. 210.2
Nun wird wieder vollständige Induktion benötigt, da nun wieder über die bloße Vorzeichenfrage hinausgegangen wird.

447. Satz (erstes Distributivgesetz oder Verteilungsgesetz):  
zm+n = zm·zn
für z є ℂ, m,n є ℤ,  z ≠ 0 ∨ m ≥ 0, n ≥ 0

Bew.:

Fall 1) n ≥ 0 (vollständige Induktion nach n)

n = 0:  

zm+0 = zm = zm·1 = zm·z0
n => n+1: 

zm+n+1 = zm+n·z  nach Lemma 446, angewandt auf m+n statt n

= zm·zn·z  nach Induktionsvoraussetzung

= zm·zn+1  nach Def. 444.1 und Def. 210.1
Fall 2) n < 0
zm+n = z-(-(m+n)) = 
[image: image1736.wmf]n)
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1

+

  nach Satz 445, angewandt auf –(m+n) statt n
= 
[image: image1737.wmf]n)
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  nach Satz 10, angewandt auf m statt a und n statt b
= 
[image: image1738.wmf]n
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  nach Fall 1, angewandt auf z, -m und -n

= 
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 EMBED Equation.3  [image: image1740.wmf]n

-

z
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  nach Satz 438 wegen 1 = 1·1
= zm·zn   nach Satz 445, angewandt auf -m statt m, und nach Def. 444.2 und Def. 210.2
448. Satz:  zm-n = 
[image: image1741.wmf]n
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z
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für z є ℂ, m,n є ℤ, z ≠ 0
Bew.:

zm-n = zm+(-n) = zm·z-n  nach Satz 447, angewandt auf -n statt n
= zm
[image: image1742.wmf]n

z

1

 = 
[image: image1743.wmf]n

m

z

z

  nach Satz 445
449. Satz (Assoziativgesetz oder Klammergesetz):  
zmn = (zm) n
  für z є ℂ, m,n є ℤ,  z ≠ 0 ∨ m ≥ 0, n ≥ 0

Bew.:

Fall 1) n ≥ 0 (vollständige Induktion nach n)

n = 0:  

zm0 = z0 = 1 = (zm) 0
n => n+1: 

zm(n+1) = zmn+m  nach Def. 37.1, angewandt auf m statt a und n statt b

= zmn zm  nach Satz 447, angewandt auf mn statt m und m statt n

= (zm)n zm  nach Induktionsvoraussetzung

= (zm) n+1  nach Def. 444.1 und Def. 210.1, angewandt auf zm statt z
Fall 2) n < 0
zmn = z-(-mn) = 
[image: image1744.wmf]mn
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z

1

  nach Satz 445, angewandt auf -mn statt n
= 
[image: image1745.wmf]m(-n)

z

1

  nach Def. 37.2, angewandt auf m statt a und n statt b

= 
[image: image1746.wmf]n
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(z
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  nach Fall 1, angewandt auf z, m und -n

= (zm)n  nach Def. 444.2 und Def. 210.2, angewandt auf zm statt z
450. Satz:  (-z)2n = z2n
für z є ℂ, n є ℤ,  z ≠ 0 ∨ n ≥ 0

Bew.:

Fall 1) n ≥ 0 (vollständige Induktion nach n)

n = 0:  

(-z)0 = 1 = z0
n => n+1: 

(-z)2(n+1) = (-z)2n+2 = (-z)2n (-z)2   nach Satz 447, angew. auf -z statt z, 2n statt m, 2 für n
= z2n (-z)2  nach Induktionsvoraussetzung

= z2n (-z)(-z) = z2n zz = z2n z2

= z2n+2   nach Satz 447, angewandt auf 2n statt m, 2 statt n
= z2(n+1)
Fall 2) n < 0
(-z)2n = 
[image: image1747.wmf]2n
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  nach Def. 444.2 und Def. 210.2, angewandt auf -z statt z und 2n statt n

= 
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  nach Fall 1)

= 
[image: image1750.wmf]2n
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z
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= z2n  nach Def. 444.2 und Def. 210.2, angewandt auf 2n statt n
451. Satz:  (-z)2n+1 = -z2n+1
für z є ℂ, n є ℤ,  z ≠ 0 ∨ n ≥ 0

Bew.:

(-z)2n+1 = (-z)2n (-z)  nach Lemma 446, angewandt auf -z statt z und 2n statt n
= z2n (-z)  nach Satz 217

= -z2n z = -z2n+1  nach Lemma 446, angewandt auf 2n statt n
452. Satz (zweites Distributivgesetz oder Verteilungsgesetz):  
(yz)n = yn·zn
für y,z є ℂ, n є ℤ,  yz ≠ 0 ∨ n ≥ 0

Bew.:

Fall 1) n ≥ 0 (vollständige Induktion nach n)

n = 0:  

(yz)0 = 1 = 1·1 = y0·z0
n => n+1: 

(yz)n+1 = (yz)n·yz  nach Lemma 446, angewandt auf yz statt z
= yn·zn ·yz  nach Induktionsvoraussetzung

= yn·y·zn·z
= yn+1·zn+1 nach Def. 444.1 und Def. 210.1, angewandt auch auf y statt z
Fall 2) n < 0
(yz)n = 
[image: image1751.wmf]n
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  nach Def. 444.2 und Def. 210.2, angewandt auf yz statt z
= 
[image: image1752.wmf]n

-

n

-

z

y

1

  nach Fall 1, angewandt auf y, z und -n

= 
[image: image1753.wmf]n
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 EMBED Equation.3  [image: image1754.wmf]n

-
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  nach Satz 438 wegen 1 = 1•1
= yn·zn   nach Def. 444.2 und Def. 210.2, angewandt auch auf y statt z
453. Satz:  (
[image: image1755.wmf]z
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) n = 
[image: image1756.wmf]n
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für y,z є ℂ, n є ℤ, z ≠ 0, (y ≠ 0 ∨ n ≥ 0)
Bew.:

(
[image: image1757.wmf]z
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[image: image1759.wmf]n

n

z

z)

z

y

(

  nach Satz 452, angewandt auf 
[image: image1760.wmf]z
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 statt y
= 
[image: image1761.wmf]n
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454. Satz:  zn = zn
für z є ℂ, n є ℤ,  z ≠ 0 ∨ n ≥ 0

Bew.:

Fall 1) n ≥ 0 (vollständige Induktion nach n)

n = 0:  

z0 = 1 = 1 = z0
n => n+1: 

zn+1 = zn z   nach Def. 444.1 und Def. 210.1
= zn z = zn z  nach Induktionsvoraussetzung

= zn+1
Fall 2) n < 0
zn = 1 / z -n  nach Def. 444.2 und Def. 210.2

= 1 / z -n = 1 / z -n  nach Fall 1)

= zn  nach Def. 444.2 und Def. 210.2
455. Satz:  |zn| = |z|n
für z є ℂ, n є ℤ,  z ≠ 0 ∨ n ≥ 0

Bew.:

Fall 1) n ≥ 0 (vollständige Induktion nach n)

n = 0:  

|z0| = |1| = 1 = |z|0
n => n+1: 

|zn+1| = |zn z|   nach Def. 444.1 und Def. 210.1
= |zn| |z| = |z|n |z|  nach Induktionsvoraussetzung

= |z|n+1
Fall 2) n < 0
|zn| = |
[image: image1763.wmf]n
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|  nach Def. 444.2 und Def. 210.2

= 
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  nach Fall 1)

= |z|n  nach Def. 210.2
456. Satz:  m = n  <=>  zm = zn
für z є ℂ, m,n є ℤ, z ≠ 0, |z| ≠ 1
Bew.:

„=>“
ergibt sich direkt aus Def. 444 und Def. 210, sonst wären sie nicht wohldefiniert
„<=“
|z|m = |zm| = |zn| = |z|n,  also  m = n  nach Satz 225
457. Satz:  cos na + i sin na = (cos a + i sin a)n
für alle a є ℝ, n є ℤ
Bew.:

Fall 1) n ≥ 0 (vollständige Induktion nach n)

n = 0:  

cos 0·a + i sin 0·a = 1 = (cos a + i sin a)0
n => n+1: 

cos (n+1)a + i sin (n+1)a = cos (na+a) + i sin (na+a) 
= (cos na + i sin na) (cos a + i sin a)   nach Satz 425
= (cos a + i sin a)n (cos a + i sin a)  nach Induktionsvoraussetzung 
= (cos a + i sin a)n
Fall 2) n < 0
(cos a + i sin a)n = 
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  nach Def. 444.2
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458. Satz:  

arg zn = n arg z – 2mπ   für z є ℂ, z ≠ 0, m є {0,...,n–1}, n є ℤ, 2mπ ≤ n arg z < 2(m+1)π
Bew.:

zn = (|z| (cos arg z + i sin arg z))n = |z|n (cos (n arg z) + i sin (n arg z))

= |z|n (cos (n arg z – 2mπ) + i sin (n arg z – 2mπ));  nach Satz 428 gilt  
n arg z – 2mπ = arg zn
459. Satz:  

zn = w <=> es gibt m є {0,...,n–1}, so dass z = 
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für w,z є ℂ, w ≠ 0, n є ℕ
Bew.:
„=>“
|z|n = |zn| = |w|, also |z| = 
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;  nach Satz 458 gilt für das m є {0,...,n–1} mit 2mπ ≤ n arg z < 2(m+1)π :  arg z = 
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es folgt  z = |z| (cos arg z + i sin arg z) = 
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= |w| (cos (arg w + 2mπ) + i sin (arg w + 2mπ)) = |w| (cos arg w + i sin arg w) = w
Zum Abschluss: Es wäre an dieser Stelle möglich, mit einem mehrseitigen Beweis den Fundamentalsatz der Algebra zu zeigen, nämlich, dass jedes komplexe Polynom eine Nullstelle hat. Begriffe aus der Analysis wie Stetigkeit u.ä. müssten dabei nicht erwähnt, aber doch sinngemäß verwendet werden. Und der Beweis würde lang, weil er sinngemäß einige Beweise von grundlegenden wichtigen Sätzen aus der Analysis mit enthalten müsste. 
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